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1 引引引言言言

令 (X(t))t≥0 为定义在可数状态空间 E = {0, 1, 2, · · · } 上的连续时间不可约马氏链, 具有转移概率

矩阵 P (t) = (pij(t)) 和速率 Q 矩阵 Q = (qij). 如果其速率矩阵 Q = (qij) 满足: qi,i+1 > 0, qij = 0

(j ≥ i + 2, i, j ∈ E), 则称 (X(t))t≥0 为单生过程, 该速率矩阵称为单生 Q 矩阵. 假定此过程代表某生

物种群的个体数目, 由 qij 的概率意义可知, 在每个时刻群体个数增加(生)只能是一个. 如果其速率矩

阵 Q = (qij) 满足: qi,i+1 =: bi > 0 (i ≥ 0), qi,i−1 =: ai > 0 (i ≥ 1), 且对一切 |i − j| ≥ 2, qij = 0, 则

称 (X(t))t≥0 为生灭过程, 该速率矩阵称为生灭 Q 矩阵, 简记为 (ai, bi). 当然生灭过程只是单生过程的特

例.

我们研究单生过程的理由主要是四个. 一是由于通常单生过程可以看作最简单的不可逆过程, 而不可

逆过程的研究通常要困难得多, 这给我们的研究带来挑战, 注意生灭过程是最简单的可逆过程, 其研究也

并不简单; 二是由于单生 Q 矩阵的流出边界至多一个极点, 从方程的观点来说, 我们处理的通常是单参数

方程, 这又给研究带来希望, 我们可能就一些经典问题得到显式的判别准则; 三是单生过程本身有很强的

应用背景, 在生物学、人口学、化学、经济学、电子通信等学科中都有重要的应用, 在种群理论中又称该

过程为非向上跨跳过程(skip-free upwardly process), 带大灾难的生灭过程(birth and death process with

catastrophes), 或生灭大灾难过程(birth, death and catastrophe process), 参见[1, 2, 3, 4, 17]. 四是单生过

程在理论上是一类极其重要的马尔可夫过程和数学工具, 常将复杂过程与之比较进行研究, 往往是研究一

般马尔可夫过程的切入点和有力工具.

这些年来, 关于单生过程的研究已获得很多结果. 国内外学者研究的侧重点也不一样, 国外同行

主要用母函数的方法研究灭绝概率等问题, 自然要对 Q 矩阵施加条件, 即研究一些特定的单生 Q 矩

阵(见[1, 2, 3, 4, 17]). 国内学者则对一般的单生 Q 矩阵使用分析方法研究其唯一性和遍历理论等经典问

题, 对其唯一性, 常返性, 遍历性和强遍历性, 已得到了显式判别准则, 还获得了其平稳分布的显式表达式,

同时, 对指数遍历性也得到一些结果, 如显式充分条件等. 可参阅[5, 8, 9, 16, 22, 23, 24].

所谓 Q 矩阵即: qij ≥ 0 (j 6= i),
∑

j 6=i qij ≤ qi := −qii. 本文只考虑全稳定且保守的单生 Q 矩阵, 即



对一切 i ≥ 0 有 qi =
∑

j 6=i qij < ∞. 如果 Q 矩阵全稳定保守且确定唯一 Q 过程, 我们称 Q 矩阵是正则

的.

我们的内容安排为: 第二至第四节分别介绍单生过程唯一性、常返性、遍历性和强遍历性的显式判

别准则. 第五节是关于单生过程首中时, 击中时的矩和平稳分布的显式表达. 第六节则讲单生过程 ` 遍历

的判别. 第七节涉及我们最关心的部分—单生过程指数遍历性. 第八节介绍一类单生过程, 第九节介绍单

生过程的应用, 第十节只要是讲与单生过程相关的研究课题.

2 唯唯唯一一一性性性

从Chapman-Kolmogorov方程出发, 可以导出两个微分方程:

Kolmogorov 向后方程 P ′(t) = QP (t).

Kolmogorov 向前方程 P ′(t) = P (t)Q.

类似于微分方程, 在实际中, 我们知道的是 Q 而非 P (t).

定定定义义义2.1. 给定 Q 矩阵 Q = (qij). 若具非负性、Chapman-Kolmogorov条件、连续性条件(跳条

件)及 P (t)1 ≤ 1 的次转移概率矩阵 P (t), 满足 P ′(t)|t=0 = Q, 则称该过程 P (t) 为 Q 过程.

现在, 自然要问对于给定 Q 矩阵, Q 过程是否存在?是否唯一? 回顾全稳定、保守的假设, 我们知道:

每一 Q 过程都满足向后方程. 由此出发, Q 过程的存在、唯一性就转化为向后方程的解的存在、唯一性.

事实上, 我们最终知道 Q 过程总存在, 且向后、向前方程有相同的最小解.

关于 Q 矩阵决定的 Q 过程唯一性的判别, 实际上, 可由[8, 定理2.40和定理2.47]立即得出如下引理.

引引引理理理2.1. 给定全稳定保守 Q 矩阵 Q = (qij). 则其决定的 Q 过程是唯一的, 当且仅当方程

ui =
∑

j 6=i

qijuj/(λ + qi), 0 ≤ ui ≤ 1, i ≥ 0

对某个(等价地, 对所有) λ > 0 只有平凡解, 或者说最大解为零解. 等价地, 方程

ui =
∑

j 6=i

qijuj/(λ + qi), ui ≥ 0, i ≥ 0 (2.1)

对某个(等价地, 对所有) λ > 0 的非平凡解无界.

此判别准则的优美之处是 Q 矩阵, 而且方程的最大解也存在迭代算法. 但对单生过程, 一个更好的判

别准则—显式的、完全可计算的, 是期盼的. 但一个更好的判别准则应该是显式的、完全可计算的. 我们

最终的确得到这样的判别准则. 为叙述主要结果, 引入下面的记号. 本文的系列记号源于文献[8], 专用于单

生过程的研究.
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对 0 ≤ k < n, 定义 q
(k)
n =

∑k
j=0 qnj . 再定义

m0 =
1

q01
, mn =

1
qn,n+1

(
1 +

n−1∑

k=0

q(k)
n mk

)
, n ≥ 1, (2.2)

F (n)
n = 1, F (i)

n =
1

qn,n+1

n−1∑

k=i

q(k)
n F

(i)
k , 0 ≤ i < n. (2.3)

实际上, 这两组记号可以用后一组统一表示, 因为用归纳法不难证明

F (i)
n =

n∑

k=i+1

F
(k)
n q

(i)
k

qk,k+1
, n > i ≥ 0; mn =

n∑

k=0

F
(k)
n

qk,k+1
, n ≥ 0. (2.4)

现在得到的唯一性判别准则如下, 注意它只依赖于单生 Q 矩阵, 因此是可计算的.

定定定理理理2.1. 给定单生 Q 矩阵 Q = (qij). 则单生过程唯一当且仅当 R :=
∑∞

n=0 mn = ∞.

证明: (1) 对任意 λ > 0, 我们证明单生 Q 矩阵的方程

(λ + qi)ui =
∑

j 6=i

qijuj , u0 = 1, ui ≥ 0, i ≥ 0 (2.5)

的解 (ui) 一定关于 i 是严格单调增的.

实际上, 此时的方程(2.5)即为 u0 = 1 且

qi,i+1(ui+1 − ui) =
i−1∑

j=0

q
(j)
i (uj+1 − uj) + λui, i ≥ 0. (2.6)

由此即可归纳得出解 (ui) 的严格单调增性. 从此往后, 取定 λ = 1, 应用引理2.1于此情形, 只需证

明 (ui) 无界当且仅当 R = ∞.

(2) 由归纳法及(2.3)容易证明

F (0)
n ≤ q01mn, n ≥ 0. (2.7)

(3) 我们证明单生过程的方程(2.5)的解满足

mn ≤ un+1 − un ≤ (u1 − u0)F (0)
n + unmn, n ≥ 0. (2.8)

下面用归纳法证明之. 首先, 由(2.6)知

un+1 − un =
1

qn,n+1

( n−1∑

i=0

q(i)
n (ui+1 − ui) + un

)
, n ≥ 0. (2.9)

所以, 当 n = 0 时, 显然有 u1 − u0 < (u1 − u0)F
(0)
0 + u0m0, 再由(2.9) 我们得到

u1 − u0 =
u0

q01
= m0.

假设直至 n− 1 时(2.8)都成立. 则一方面由(2.9)及假设得出

un+1 − un ≥ 1
qn,n+1

( n−1∑

i=0

q(i)
n mi + un

)
> mn.

另一方面, 同样由(2.9)及假设得出

un+1 − un ≤ 1
qn,n+1

(
(u1 − u0)

n−1∑

i=0

q(i)
n F

(0)
i +

n−1∑

i=0

q(i)
n miui + un

)
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≤ (u1 − u0)F (0)
n +

un

qn,n+1

(
1 +

n−1∑

i=0

q(i)
n mi

)

= (u1 − u0)F (0)
n + unmn. (2.10)

故由归纳法得证(2.8).

(4) 我们现在证明方程(2.5)的解 (ui) 有界当且仅当 R < ∞. 由于有(2.7)和(2.8), 不难证明此结论. 实

际上, 若 (ui) 有界, 则由(1)知 u∞ := limn→∞ un < ∞. 再由(2.8), 我们有

R =
∞∑

k=0

mk ≤ lim
n→∞

n∑

k=0

(uk+1 − uk) = u∞ − u0 < ∞.

反之, 设 R < ∞. 由于 u∞ =
∏∞

k=0 uk+1/uk 且 uk+1/uk > 1 (k ≥ 0), 故可知
∏

k uk+1/uk 与级

数
∑

k log(uk+1/uk) 同敛散(当 uk+1/uk → 1 时),
∑

k log(uk+1/uk) 又与
∑

k(uk+1/uk − 1) 同敛散. 其

次, 由(2.7)和(2.8)可得

0 <
un+1

un
− 1 ≤ (u1 − u0)F

(0)
n

un
+ mn < (1 + q01(u1 − u0))mn, n ≥ 0.

综合以上事实, 我们推出 u∞ < ∞ 即 (ui) 有界. 故结论得证.

对生灭 Q 矩阵 (ai, bi), (2.2)有简单的形式:

mn =
1

µnbn
µ[0, n], n ≥ 0,

其中

µ0 = 1, µi =
b0b1 · · · bi−1

a1a2 · · · ai
, i ≥ 1,

且 µ[i, k] =
∑k

j=i µj .

定定定理理理2.2. 给定生灭 Q 矩阵 (ai, bi). 则生灭过程唯一当且仅当 R :=
∑∞

n=0
1

µnbn
µ[0, n] = ∞.

3 常常常返返返性性性

对于连续时间情形, 可以证明 pii(t) > 0 (t ≥ 0), pij(t) 关于 t 在 (0,∞) 上或恒为正或恒为零. 因而不存在

周期问题. 另外, (pij(t)) 不可约等价于 Q = (qij) 不可约.

定定定义义义3.1. 给定过程 P (t) = (pij(t)). 若对一切 h > 0, 离散链 P (h) 常返, 等价地,
∫ ∞

0

pii(t)dt = ∞, 则称

该过程 P (t) 为常返的.

关于一般 Q 过程常返性的判别有如下引理. 参见[8, 引理4.51].

引引引理理理3.1. 设 Q = (qij) 是不可约 Q 矩阵. 则相应的 Q 过程常返的充分必要条件是方程

xi =
∑

j 6=j0,i

qijxj/qi, 0 ≤ xi ≤ 1, i ≥ 0
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对某个(等价地, 对所有)固定的 j0 只有平凡解, 或者说最大解为零解. 等价地, 方程

xi =
∑

j 6=j0,i

qijxj/qi, xi ≥ 0, i ≥ 0 (3.1)

对某个(等价地, 对所有)固定的 j0 的非平凡解无界.

这个判别准则也依赖于方程解的性质, 对于单生过程, 我们还是希望得到一个只依赖于 Q 矩阵的判

别准则, 即是显式的、可计算的. 答案如下.

定定定理理理3.1. 给定不可约单生 Q 矩阵 Q = (qij). 则其相应的单生过程常返当且仅当
∑∞

n=0 F
(0)
n = ∞, 其

中 F
(k)
n 由(2.3)所定义.

证明: 由引理3.1, 我们只需证明方程(3.1)有非平凡有界解当且仅当
∑∞

n=0 F
(0)
n < ∞. 为此, 取定 j0 = 0.

而方程(3.1)有非平凡有界解等价于方程

xi =
∑

j 6=0,i

qijxj/qi, x0 = 1, xi ≥ 0, i ≥ 0 (3.2)

有有界解. 设 (xi) 是方程(3.2)的解. 因此只需证明 (xi) 有界当且仅当
∑∞

n=0 F
(0)
n < ∞.

首先, 由(3.2)知 x0 = x1 = 1, 且有

qn,n+1(xn+1 − xn) =
n−1∑

j=1

qnj(xn − xj) + qn0xn =
n−1∑

k=1

q(k)
n (xk+1 − xk) + qn0x1, n ≥ 1. (3.3)

同时由(3.2)知 x1 =
∑

k 6=0,1 q1kxk/q1 = q12x2/(q12 + q10) ≤ x2. 由以上及归纳法易知 (xi) 是单调增的.

其次, 设 (xi) 有界. 令 y0 = x1 和 yi = xi+1 − xi (i ≥ 1). 则 (yi) 非负有界且由(3.3)有

yi =
1

qi,i+1

( i−1∑

j=1

q
(j)
i yj + qi0y0

)
=

1
qi,i+1

i−1∑

j=0

q
(j)
i yj , i ≥ 1.

由以上及 F
(0)
n 的定义, 用归纳法易证 yi = F

(0)
i (i ≥ 0). 进而有

xn =
n−1∑

i=1

(xi+1 − xi) + x1 =
n−1∑

i=1

yi + y0 =
n−1∑

i=0

F
(0)
i .

故结合 (xi) 的有界性得到
∑∞

n=0 F
(0)
n < ∞.

反之, 设
∑∞

n=0 F
(0)
n < ∞. 取 x0 = x1 = 1 和 xn+1 = xn + F

(0)
n (n ≥ 1). 则

xn =
n−1∑

i=1

(xi+1 − xi) + x1 =
n−1∑

i=1

F
(0)
i + F

(0)
0 =

n−1∑

i=0

F
(0)
i < ∞.

所以 (xi) 是有界正的且单调增. 另外, 由 (xi) 的取法, 易证 (xi) 满足(3.3), 进而 (xi) 满足方程(3.2). 从而

证明了方程(3.2)有有界解 (xi). 所以定理结论得证. ¤

对生灭 Q 矩阵 (ai, bi), (2.3)有简单的形式:

F (0)
n =

b0

µnbn
, n ≥ 0.

定定定理理理3.2. 给定生灭 Q 矩阵 (ai, bi). 则生灭过程常返当且仅当
∑∞

n=0
1

µnbn
= ∞.
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4 遍遍遍历历历性性性

在马尔可夫氏链的遍历理论研究中, 通常研究的三种遍历性即普通遍历, 指数遍历和强遍历. 先给出遍历

的定义.

定定定义义义4.1. 给定过程 P (t) = (pij(t)) 和概率测度 (πi). 若对一切 h > 0, 离散链 P (h) 遍历, 等价地,

limt→∞ pjj(t) = πj > 0 (j ∈ E), 则称该过程 P (t) 为遍历的, (πi) 为过程的平稳分布.

遍历性等价地有: limt→∞ pij(t) = πj > 0 与 i 无关, 也可写成 limt→∞ |pij(t)− πj | = 0. 关于这三种

遍历性的相关论题, 请参阅文献[1, 8, 9]. 我们将给出了单生过程这三种遍历性的显式判别准则或充分条

件, 同时也将研究所谓 ` 遍历性. 这一节只研究普通的遍历性. 为此, 我们先回顾一个用检验函数的遍历

性判别准则, 参见[8, 定理4.45].

引引引理理理4.1. 设 Q = (qij) 是正则不可约 Q 矩阵, H 是 E 的一个有限非空子集, 则相应 Q 过程遍历当且仅

当方程 {∑
j∈E qijyj ≤ −1, i /∈ H∑
i∈H

∑
j 6=i qijyj < ∞ (4.1)

有有限非负解.

对于单生过程, 我们依然希望得到一个只依赖于 Q 矩阵、无需检验函数的判别准则. 为此, 引入下列

记号.

d0 = 0, dn =
1

qn,n+1

(
1 +

n−1∑

k=0

q(k)
n dk

)
, n ≥ 1. (4.2)

这组记号也可以用(2.3)统一表示. 因为用归纳法可以证明

dn =
n∑

k=1

F
(k)
n

qk,k+1
, n ≥ 0. (4.3)

结合(2.4)和(4.3)知, 三组记号(2.2)、(2.3)和(4.2)满足如下关系:

mn =
F

(0)
n

q01
+ dn, n ≥ 0. (4.4)

单生过程遍历性(正常返性)显式判别准则如下.

定定定理理理4.1. 给定正则不可约单生 Q 矩阵 Q = (qij). 则其决定的单生过程遍历(正常返)当且仅当

d := sup
n≥0

n∑

k=0

dk

/ n∑

k=0

F
(0)
k < ∞. (4.5)

证明: 在方程(4.1)中取定 H = {0}. 在单生 Q 矩阵的情形, 方程(4.1)即为
∑

j 6=i

qij(yj − yi) + 1 ≤ 0, i ≥ 1. (4.6)
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设 (ui) 是方程(4.6)的一个有限非负解. 不妨取 u0 = 0. 此时 u1 ≥ 1/q1 > 0. 事实上, 在方程(4.6)中

取 i = 1 得到 1 ≤ q12u2 + 1 ≤ q1u1. 我们从(4.6)得到

ui+1 − ui ≤ 1
qi,i+1

( i−1∑

j=0

qij(ui − uj)− 1
)

=
1

qi,i+1

( i−1∑

j=0

q
(j)
i (uj+1 − uj)− 1

)
, i ≥ 1.

由此及(2.3)和(4.2)用归纳法可证得

un+1 − un ≤ F (0)
n u1 − dn, n ≥ 0.

所以

0 ≤ un+1 =
n∑

k=0

(uk+1 − uk) ≤ u1

n∑

k=0

F
(0)
k −

n∑

k=0

dk, n ≥ 0.

故知
∑n

k=0 dk/
∑n

k=0 F
(0)
k ≤ u1 (n ≥ 0), 进而 d ≤ u1 < ∞.

反之, 假设 d < ∞. 令

u0 = 0, u1 = d, un+1 = un + F (0)
n u1 − dn, n ≥ 0.

则对所有的 n ≥ 0, 有

un+1 =
n∑

k=0

(uk+1 − uk) =
n∑

k=0

(
dF

(0)
k − dk

)
= d

n∑

k=0

F
(0)
k −

n∑

k=0

dk ≥ 0.

所以 (un) 有限非负. 此时, 对每个 i ≥ 1, 我们容易证明

qi,i+1(ui+1 − ui) + 1 = qi,i+1F
(0)
i u1 − qi,i+1di + 1 =

i−1∑

j=0

q
(j)
i F

(0)
j u1 −

i−1∑

j=0

q
(j)
i dj

=
i−1∑

j=0

q
(j)
i (uj+1 − uj) =

i−1∑

j=0

qij(ui − uj).

此即
∑

j 6=i qij(uj − ui) + 1 = 0 (i ≥ 1). 所以 (un) 满足(4.6). 因此, (un) 是方程(4.6)的一个有限非负解.

最后, 由引理4.1立即推出单生过程是遍历的. ¤

例例例4.1. 给定正则不可约单生 Q 矩阵 Q = (qij). 若 infk≥1 qk0 > 0, 则单生过程遍历. 因为由合分比性质

及(2.4)和(4.3)式, 可得

d ≤ sup
i≥1

di

F
(0)
i

≤ sup
k≥1

1

q
(0)
k

=
1

infk≥1 qk0
.

所以 d < ∞. 后面的研究将给出比之更强的结论.

对生灭 Q 矩阵 (ai, bi), (4.2)有简单的形式:

dn =
1

µnbn
µ[1, n], n ≥ 0.

定定定理理理4.2. 给定正则生灭 Q 矩阵 (ai, bi). 则生灭过程遍历当且仅当 µ[0,∞) < ∞.

5 强强强遍遍遍历历历性性性

这一节研究单生过程的强遍历性. 我们先给出一般过程强遍历的定义.
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定定定义义义5.1. 给定正则不可约 Q 矩阵 Q = (qij) 和概率测度 (πi). 相应的 Q 过程记为 P (t) = (pij(t)).

若 limt→∞ supi |pij(t)− πj | = 0 (j ∈ E), 则称该过程 P (t) 为强遍历的或一致遍历的.

由Chapman-Kolmogorov方程, 得出强遍历可等价定义为 limt→∞ eβt supi |pij(t) − πj | = 0 (j ∈ E).

最佳(即最大)的 β 称为强遍历速度. 对于一般的 Q 过程, 文献[8, 定理4.45]给出了一个用检验函数的强遍

历性判别准则如下.

引引引理理理5.1. 设 Q = (qij) 是正则不可约 Q 矩阵, H 是 E 的一个有限非空子集, 则相应 Q 过程强遍历当且

仅当方程 {∑
j∈E qijyj ≤ −1, i /∈ H∑
i∈H

∑
j 6=i qijyj < ∞ (5.1)

有有界非负解.

该判别准则一个好的应用见命题8.1. 对于单生过程, 我们还是能够得到如下只依赖于 Q 矩阵、无需

检验函数的强遍历判别准则.

定定定理理理5.1. 给定正则不可约单生 Q 矩阵 Q = (qij). 则其决定的单生过程强遍历的当且仅当

S := sup
n≥0

n∑

k=0

(
dF

(0)
k − dk

)
< ∞,

其中 d 的定义见4.5.

证明: (1) 我们先证明如下结论(参看[22, 8]): 方程

yi =
∑

j 6=i

qij

qi
yj +

1
qi

, i ≥ 1; y0 = 0, (5.2)

有一有界非负解当且仅当 S < ∞. 此时, 我们有

d = lim
n→∞

n∑

k=0

dk

/ n∑

k=0

F
(0)
k ,

而且方程(5.2)的唯一解有下面的形式:

y0 = 0, y1 = d, yn+1 = yn + F (0)
n y1 − dn, n ≥ 1. (5.3)

首先, 假定 S < ∞, 如(5.3)定义 (yi). 容易验证 (yi) 是方程(5.2)的有界非负解.

其次, 设 (yi) 是方程(5.2)的有界非负解. 定义 vn = yn+1 − yn (n ≥ 0). 由(5.2)不难推出

vn =
1

qn,n+1

( n−1∑

k=0

q(k)
n vk − 1

)
, n ≥ 1.

由归纳法, 我们容易证明 vn = F
(0)
n v0 − dn (n ≥ 0). 留意 v0 = y1. 综合以上事实, 我们得到

yk+1 =
k∑

n=0

vn =
k∑

n=0

(F (0)
n v0 − dn), k ≥ 0. (5.4)

一方面, 由(5.4)和 yk+1 ≥ 0, 得出

v0 ≥
k∑

n=0

dn

/ k∑
n=0

F (0)
n , k ≥ 0.
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因此, v0 ≥ d = supk≥0

∑k
n=0 dn/

∑k
n=0 F

(0)
n . 另一方面, 再由(5.4)得出

yk+1∑k
n=0 F

(0)
n

= v0 −
∑k

n=0 dn∑k
n=0 F

(0)
n

, k ≥ 0. (5.5)

注意到 (yi) 有界且由常返性知, 当 k → ∞ 时,
∑k

n=0 F
(0)
n → ∞. 在(5.5)中令 k → ∞, 我们得

到 v0 = d′ := limk→∞
∑k

n=0 dn/
∑k

n=0 F
(0)
n , 进而, v0 = d′ ≤ d. 因此, 我们得到

y1 = v0 = d = d′.

结合(5.4), 我们知道方程(5.2)的解 (yi) 必定有(5.3)的表达式, 因此解是唯一的. 最后, 由 (yi) 的有界性

和(5.4), 推出 S < ∞. 由此我们完成了所需等价性的证明.

(2)在方程(5.1)中取定 H = {0}. 此时, 在单生 Q 矩阵的情形, 方程(5.1)即为
∑

j 6=i

qij(yj − yi) + 1 ≤ 0, i ≥ 1. (5.6)

我们证明单生过程强遍历的充分必要条件是方程(5.6)有一有界非负解.

假设单生过程强遍历, 则方程(5.6)存在一有界非负解 (ui), 即

ui ≥
∑

j 6=i

qij

qi
uj +

1
qi

, i ≥ 1; u0 ≥ 0.

记 (u∗i ) 是方程(5.2)的最小非负解. 则由比较定理([8, 定理2.6])得到 ui ≥ u∗i (i ≥ 0). 因此, (u∗i ) 有界且方

程(5.2)有一有界非负解. 再由(1)中的等价性即知 S < ∞.

反之, 设 S < ∞. 由(5.3)定义 (yi). 则由(1)中证明的等价性知, (yi) 是方程(5.2)的有界非负解. 显

然 (yi) 也是方程(5.6)的有界非负解. 再由引理5.1知, 这蕴涵单生过程的强遍历性. ¤

定定定理理理5.2. 给定正则生灭 Q 矩阵 (ai, bi). 则生灭过程强遍历当且仅当
∑∞

n=0
1

µnbn
µ[n + 1,∞) =

∑∞
n=1 µn

∑n−1
j=0

1
µjbj

< ∞.

6 首首首中中中时时时, 击击击中中中时时时与与与平平平稳稳稳分分分布布布

在研究 ` 遍历与指数遍历前, 我们希望研究前面几节引入的记号和得到的显式判别准则的概率意义. 为此,

需要介绍一些概念.

给定不可约 Q 矩阵 Q = (qij). 令 (X(t))t≥0 为定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上相应的马尔可夫链. 其

相继的跳时刻定义如下:

η0 = 0, ηn = inf{t : t > ηn−1, X(t) 6= X(ηn−1)}, n ≥ 1.

若 Q 矩阵正则, 我们知道飞跃点 η := limn→∞ ηn = ∞. 设 H 为 E 的一个非空有限子集, 定义 H 击中时

为 σH = inf{t ≥ η1 : X(t) ∈ H}. 简记 σ{i} 为 σi. 定义 i 的首中时为: τi = inf{t > 0 : X(t) = i}. 显然,

若出发点不是 i, 则 σi = τi.

9



文献[21]证明了 mn = Enσn+1 = Enτn+1, R = E0σ∞, 其中 σ∞ := limn→∞ σn = limn→∞ τn(极限以

概率 1 存在), 故 σ∞ 可看作 ∞ 的首中时. 注意几乎处处有 σ∞ = η, 而且

P0(σ0 < ∞) = 1−
( ∞∑

n=0

F (0)
n

)−1

.

因此, 我们现在能够更好地理解唯一性判别准则和常返性判别准则的概率意义. 文献[8, 定理4.44]告诉我

们这样一个概率准则.

定定定理理理6.1. 给定正则不可约 Q 矩阵 Q = (qij). 则相应的过程遍历当且仅当 E0σ0 < ∞; 过程强遍历当且仅

当 supi≥0 Eiσ0 < ∞; 过程指数遍历当且仅当 E0eλσ0 < ∞, 其中 0 < λ < qi (i ≥ 0).

那么, 在前面几节中我们得到的遍历和强遍历显式判别准则与定理6.1有何关系, 如何从概率意义来

理解呢? 为此, 考虑 0 的首中时的 n 阶矩: m
(n)
i = Eiτ

n
0 (i ≥ 1). 关于该首中时的 n 阶矩, 有如下命题(参

看[8, 命题4.56]和[15]).

命命命题题题6.1. 给定正则不可约 Q 过程. 则 (m(n)
i ) 是下列方程的最小非负解:

x0 = 0, xi =
∑

j 6=i

qij

qi
xj +

n

qi
m

(n−1)
i , i ≥ 1. (6.1)

为研究单生过程 0 的首中时的 n 阶矩, 我们定义

d
(n)
0 = 0, d

(n)
i =

1
qi,i+1

(
m

(n−1)
i +

i−1∑

k=0

q
(k)
i d

(n)
k

)
, i ≥ 1. (6.2)

用归纳法可证

d
(n)
i =

i∑

k=1

F
(k)
i m

(n−1)
k

qk,k+1
, i ≥ 0. (6.3)

再令

d(n) = sup
i≥1

∑i−1
j=0 d

(n)
j∑i−1

j=0 F
(0)
j

= sup
i≥0

∑i
j=0 d

(n)
j∑i

j=0 F
(0)
j

. (6.4)

注意到 m
(0)
i = 1 (i ≥ 1). 则由(6.2)和(4.2), 可得 d

(1)
j = dj (j ≥ 0). 进而, 由(6.4)和(4.5), 得到 d(1) = d.

d(n) 与后面一节的 ` 遍历(见定义7.1)有关.

下面是单生过程 0 的首中时的 n 阶矩的显式表达.

定定定理理理6.2. 单生过程首中时的 n 阶矩可由如下表达式给出:

E1τ
n
0 = nd(n) = E1σ

n
0 , Eiτ

n
0 = n

i−1∑

j=0

(F (0)
j d(n) − d

(n)
j ) = Eiσ

n
0 , i ≥ 1. (6.5)

E0σ
n
0 = n!

(
q−n
01 +

n∑

k=1

(k!qn−k
01 )−1E1σ

k
0

)
, n ≥ 1. (6.6)

特别地, 下面的表达式成立:

E1σ0 = E1τ0 = d, Eiσ0 = Eiτ0 =
i−1∑

j=0

(F (0)
j d− dj), i ≥ 1. (6.7)

E0σ0 = q−1
01 + E1σ0 = q−1

01 + d. (6.8)
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证明：将命题6.1中的方程(6.1)变形为

x0 = 0, qi,i+1(xi+1 − xi) =
i−1∑

j=0

qij(xi − xj)− nm
(n−1)
i , i ≥ 1.

则

xi+1 − xi =
1

qi,i+1

( i−1∑

j=0

q
(j)
i (xj+1 − xj)− nm

(n−1)
i

)
. (6.9)

一方面, 由(2.4), (6.2), (6.3)和(6.9), 可得

xi+1 − xi =
i−1∑

j=0

F
(i)
i q

(j)
i

qi,i+1
(xj+1 − xj)− nF

(i)
i m

(n−1)
i

qi,i+1

=
i−2∑

j=0

F
(i)
i q

(j)
i

qi,i+1
(xj+1 − xj) + F

(i−1)
i (xi − xi−1)− nF

(i)
i m

(n−1)
i

qi,i+1

=
i−2∑

j=0

i∑

k=i−1

F
(k)
i q

(j)
k

qk,k+1
(xj+1 − xj)− n

i∑

k=i−1

F
(k)
i m

(n−1)
k

qk,k+1
= · · ·

=
i∑

k=1

F
(k)
i q

(0)
k

qk,k+1
· x1 − n

i∑

k=1

F
(k)
i m

(n−1)
k

qk,k+1

= F
(0)
i x1 − nd

(n)
i , i ≥ 1. (6.10)

事实上, 对所有的 i ≥ 0, (6.10)皆成立. 因此,

xi =
i−1∑

j=0

F
(0)
j x1 − n

i−1∑

j=0

d
(n)
j , i ≥ 1. (6.11)

因为 (m(n)
i ) 是(6.1)的非负解, 故由(6.11)可知 nd(n) ≤ m

(n)
1 .

另一方面,令 u0 = 0, u1 = nd(n) 且 ui = n
∑i−1

j=0(F
(0)
j d(n) − d

(n)
j ) (i ≥ 2). 则可验证 (ui) 是(6.1)的一

非负解. 由 (m(n)
i ) 的最小性, 推出 m

(n)
1 ≤ nd(n).

综合以上, 我们得出 m
(n)
1 = nd(n). 再由(6.11)知, 前面所构造的解 (ui) 正是 (m(n)

i ), 换而言之, 0 首

中时 n 阶矩的表达式是(6.5).容易验证(6.6). 而(6.7)和(6.8)只是 n = 1 的特殊情形. ¤

由定理6.1和6.2, 自然立刻得到遍历的判别准则是 d < ∞, 强遍历的判别准则是 supi≥1

∑i−1
j=0(F

(0)
j d−

dj) < ∞. 这两个准则的概率意义显然: d = E1σ0, S = E∞σ0. 我们也再次给出了显式判别准则的证明.

现在我们来研究单生过程的平稳分布. 为此, 令

ck = sup
i>k

∑i−1
j=k mj

∑i−1
j=k F

(k)
j

= sup
i≥k

∑i
j=k mj

∑i
j=k F

(k)
j

. (6.12)

显然 ck ≥ mk 且 c0 = q−1
01 + d. 下面是关于 i0 首中时的一阶矩的结果.

定定定理理理6.3. 任意给定 i0 ≥ 0. 单生过程的 i0 首中时的一阶矩可由如下表达式给出:

Eiτi0 =
i0−1∑

j=i

mj , i < i0; Eiτi0 =
i−1∑

j=i0

(F (i0)
j ci0 −mj), i ≥ i0 + 1. (6.13)

证明: 令 ui = Eiτi0 . 由文献[8, 命题4.56](类似于命题6.1)知, (ui) 是下列方程的最小非负解:

xi0 = 0, xi =
∑

j 6=i

qij

qi
xj +

1
qi

, i 6= i0. (6.14)
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将等式(6.14)变形为

xi0 = 0, qi,i+1(xi+1 − xi) =
i−1∑

j=0

qij(xi − xj)− 1, i 6= i0.

则

xi+1 − xi =
1

qi,i+1

( i−1∑

j=0

q
(j)
i (xj+1 − xj)− 1

)
, i 6= i0. (6.15)

一方面, 同定理6.2的(6.10)式之证明, 从(6.15)可立刻得到

xi+1 − xi = F
(0)
i (x1 − x0)− di, i < i0. (6.16)

另一方面, 借助定理6.2的证明方法, 当 i > i0 时, 由(2.4), (4.3), (6.15)及(6.16), 我们有:

xi+1 − xi =
i−2∑

j=0

F
(i)
i q

(j)
i

qi,i+1
(xj+1 − xj) + F

(i−1)
i (xi − xi−1)− F

(i)
i

qi,i+1

=
i−2∑

j=0

i∑

k=i−1

F
(k)
i q

(j)
k

qk,k+1
(xj+1 − xj)−

i∑

k=i−1

F
(k)
i

qk,k+1
= · · ·

=
i0∑

j=0

i∑

k=i0+1

F
(k)
i q

(j)
k

qk,k+1
(xj+1 − xj)−

i∑

k=i0+1

F
(k)
i

qk,k+1

=
i0−1∑

j=0

i∑

k=i0+1

F
(k)
i q

(j)
k

qk,k+1
(xj+1 − xj)−

i∑

k=i0+1

F
(k)
i

qk,k+1
+

i∑

k=i0+1

F
(k)
i q

(i0)
k

qk,k+1
(xi0+1 − xi0)

=
i0−1∑

j=0

i∑

k=i0

F
(k)
i q

(j)
k

qk,k+1
(xj+1 − xj)−

i∑

k=i0

F
(k)
i

qk,k+1
−

i0−1∑

j=0

F
(i0)
i q

(j)
i0

qi0,i0+1
(xj+1 − xj) +

F
(i0)
i

qi0,i0+1
+ F

(i0)
i xi0+1

= · · ·

=
i∑

k=1

F
(k)
i q

(0)
k

qk,k+1
(x1 − x0)−

i∑

k=1

F
(k)
i

qk,k+1
− F

(i0)
i

qi0,i0+1

( i0−1∑

j=0

q
(j)
i0

(F (0)
j (x1 − x0)− dj)− 1

)
+ F

(i0)
i xi0+1

= −(F (0)
i (x0 − x1) + di) + F

(i0)
i (F (0)

i0
(x0 − x1) + di0) + F

(i0)
i xi0+1, (6.17)

事实上, 对所有的 i ≥ i0, (6.17)式皆成立.

注意到, 若在(6.14)中取定 xi = ui (0 ≤ i < i0), 则由文献[8, 定理2.13](局部化定理)知, (ui, i > i0) 是

下列方程

xi0 = 0, xi =
∑

k 6=i

qik

qi
xk +

1
qi

, i > i0, (6.18)

的最小非负解. 而由文献[21]知, mi = Eiτi+1. 此时, 对 i < i0, 可直接证明:

ui =
i0−1∑

j=i

mj . (6.19)

实际上, 由 u0 − u1 = q−1
01 及(4.4)和(6.16), 也可证明(6.19). 再由(6.17)和(6.19)及(4.4)推出

xi+1 − xi = −mi + F
(i0)
i (mi0 + xi0+1), i ≥ i0.

因此,

xi = −
i−1∑

j=i0

mj +
i−1∑

j=i0

F
(i0)
j (mi0 + xi0+1), i > i0. (6.20)
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因为 (ui, i > i0) 是(6.18)的非负解, 故由(6.12)和(6.20)可知 ci0 −mi0 ≤ ui0+1.

若令 vi0+1 = ci0 −mi0 且 vi =
∑i−1

j=i0
(F (i0)

j ci0 −mj) (i ≥ i0 + 2). 则可验证 (vi, i > i0) 是(6.18)的

一非负解. 由 (ui, i > i0) 的最小性, 推出 ui0+1 ≤ ci0 −mi0 .

综合以上, 我们得出 ui0+1 = ci0 − mi0 . 再由(6.20)可验证, 前面所构造的解 (vi, i > i0) 正

是 (ui, i > i0), 换而言之, i0 的首中时一阶矩的表达式是(6.13). ¤

注注注6.1. 由定理6.3知, mi = Eiτi+1 且
∑i−1

j=k mj = Ekτi. 再由(6.13), 可以看出

ci = mi + Ei+1τi = Eiτi+1 + Ei+1τi, i ≥ 0.

所以, Ei+1τi = ci −mi > 0, 即 ci > mi (i ≥ 0). 若 ck < ∞, 由(6.13)及上式推出
i−1∑

j=k

F
(k)
j =

Ekτi + Eiτk

Ekτk+1 + Ek+1τk
, 0 ≤ k < i;

结合(6.12), 得出 infi>k(Eiτk/Ekτi) = 0. 注意, 当 k = 0 时,
i−1∑

j=0

F
(0)
j =

E0τi + Eiτ0

E0τ1 + E1τ0
, i > 0,

所以, 由上式和(4.4)及 E0τ1 = 1/q01, 我们有
i−1∑

j=0

dj =
E1τ0E0τi + Eiτ0E0τ1

E0τ1 + E1τ0
, i > 0.

我们知道, 当过程遍历时, 对一切 i 6= j 有 Eiτj < ∞; 此时,对任意 i ≥ 0, 必然有 ci < ∞.

定定定理理理6.4. 单生过程的 i 击中时一阶矩之表达式由下式给出:

Eiσi =
qi,i+1ci

qi
, i ≥ 0.

进而, 若单生过程是遍历的, 则其平稳分布为

πi =
1

qi,i+1ci
, i ≥ 0.

证明: 由(6.13)及 mn 的定义,有

Eiσi =
1
qi

+
i−1∑

k=0

qi,k

qi
Ekτi +

qi,i+1

qi
Ei+1τi

=
1
qi

+
i−1∑

k=0

qi,k

qi

i−1∑

j=k

mj +
qi,i+1

qi
(ci −mi)

=
qi,i+1

qi

(
1

qi,i+1

(
1 +

i−1∑

j=0

mj

j∑

k=0

qi,k

)
+ ci −mi

)
r

=
qi,i+1

qi

(
1

qi,i+1

(
1 +

i−1∑

j=0

q
(j)
i mj

)
+ ci −mi

)

=
qi,i+1ci

qi
.

所以得证前一结论. 再由 πiqiEiσi = 1 推出后一结论. ¤
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注注注6.2. 由定理6.4, 当单生过程遍历时, 应该有
∑∞

i=0(qi,i+1ci)−1 = 1. 这个式子并不直观, 遗憾的是尚不

能用另外的办法直接证明它.

例例例6.1. 考虑单生过程的特例—生灭过程: 生速 bi = qi,i+1 > 0 (i ≥ 0), 死速 ai = qi,i−1 > 0 (i ≥ 1). 定

义 µ0 = 1, µi = b0 · · · bi−1/a1 · · · ai (i ≥ 1). 再令µ =
∑∞

i=0 µi. 我们知道, 生灭过程遍历等价于 µ < ∞.

通过计算, 得到 ci = µ/(µibi), 再由定理6.4得到熟知的结果: 平稳分布为 πi = µi/µ (i ≥ 0).

例例例6.2. 令单生 Q 矩阵为: qi,i+1 = 1 (i ≥ 0), q10 = 1 且 qi,i−2 = 1 (i ≥ 2), 其它的 qij = 0 (i 6= j).

则 F
(k)
k = F

(k)
k+1 = 1, F

(k)
j = F

(k)
j−1 + F

(k)
j−2 (j ≥ k + 2). 因此, {F (k)

j }∞j=k 是Fibonacci数列:

F
(k)
k+n =

1√
5
[An+1 − (−B)n+1] =: Fn, n ≥ 0, k ≥ 0,

其中 A = (
√

5 + 1)/2, B = (
√

5− 1)/2. 经过计算, 得到 mj =
∑j

k=0 Fk (j ≥ 0). 注意到Fibonacci数列有

如下性质:
∑n

k=0 Fk = Fn+2 − F1 (n ≥ 0). 所以, mj = Fj+2 − F1 (j ≥ 0). 因此,∑i
j=k mj

∑i
j=k F

(k)
j

=
Fi+4 − Fk+3 − (i− k + 1)F1

Fi−k+2 − F1
→ Ak+2, i →∞.

同时,可以证明 ∑i
j=k mj

∑i
j=k F

(k)
j

< Ak+2, i ≥ k.

综合以上及(6.12), 得到 ck = Ak+2. 注意 A ·B = 1. 进而, 由定理6.4知, 平稳分布为 πk = Bk+2 (k ≥ 0).

例例例6.3. 令单生过程的 Q 矩阵为: qi,i+1 = 1 (i ≥ 0) 且 qi0 = 1 (i ≥ 1), 其它的 qij = 0 (i 6= j). 由命

题8.1知, 该过程是强遍历的. 经过计算, F
(k)
k = 1, F

(k)
j = 2j−k−1(j ≥ k + 1); mj = 2j (j ≥ 0). 因此,∑i

j=k mj
∑i

j=k F
(k)
j

= 2k+1(1− 2k−i−1) ↑ 2k+1, i →∞.

所以得到 ck = 2k+1. 进而, 由定理6.4知, 平稳分布为 πk = 2−k−1 (k ≥ 0).

例例例6.4. 考虑种群理论中的均匀大灾难模型, 即 qi,i+1 = λi := a + λi (i ≥ 0), qij = β (0 ≤ j < i), 其它

的 qij = 0 (i 6= j), 其中的 a, λ, β 均为正常数. 则该 Q 矩阵正则当且仅当
∞∑

n=1

n∏

k=1

λk−1 + kβ

λk
= ∞.

此时, 相应的过程是强遍历的且平稳分布为

π0 =
β

a + β
, πk =

(k + 1)β
a + β

k−1∏

j=0

λj

λj+1 + (j + 2)β
, k ≥ 1.

特别当 a = λ 时, 则 πk = βak/(a + β)k+1 (k ≥ 0). 进一步, 当 a = λ = β = 1 时, 则 πk = 2−k−1 (k ≥ 0).

我们得到均匀大灾难模型平稳分布的方法是不同于[1, 296页]的.

7 ` 遍遍遍历历历性性性

这一节对单生过程, 我们研究所谓的 ` 遍历性. 先就一般的过程给出 ` 遍历的定义.
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定定定义义义7.1. 给定正整数 `, 记从状态 i 出发状态 j 的击中时 σj 的 ` 阶矩为 m
(`)
ij := Eiσ

`
j . 常返马尔可夫

链 X(t) 若对某个(等价地, 对所有) j ∈ E 满足 m
(`)
jj < ∞, 则称之为 ` 遍历的.

离散时间马尔可夫链 ` 遍历的定义最早出现在文献[12]的第九章, 近些年的研究结果参看文献[14]及

其所引文献. 文献[11, 15]把 ` 遍历的概念推广到连续时间马尔可夫链, 在该文章中通过击中时的矩研究了

高价偏差矩阵的存在性, 同时给出了转移矩阵向平稳测度的多项式收敛速率估计. 由定义知, 1遍历对应于

通常的正常返性. 所以为统一, 我们称通常的零常返为 0遍历. 对单生过程, 0遍历和1遍历已经有显式判别

准则, 我们期望其 ` 遍历(` ≥ 2)有一个显式的判别准则. 答案如下.

定定定理理理7.1. 给定正则不可约单生 Q 矩阵 (qij). 假定相应的单生过程常返. 则对 ` ≥ 1, 单生过程 ` 遍历当

且仅当 d(`) < ∞, 其中 d(`) 的定义见(6.4). 此时, 对所有 i, j ≥ 0, 有 pij(t)− πj = o(t−(`−1)) (t →∞), 其

中 (πi) 为过程的平稳分布.

证明: 在定理6.2的(6.5)中, 已经得到如下表达式.

m
(n)
10 = nd(n), m

(n)
i0 = n

i−1∑

j=0

(F (0)
j d(n) − d

(n)
j ), i ≥ 1. (7.1)

m
(n)
00 = n!

(
q−n
01 +

n∑

k=1

(k!qn−k
01 )−1m

(k)
10

)
, n ≥ 1. (7.2)

因此, 若过程是 ` 遍历的, 则 m
(`)
00 < ∞. 由(7.1)和(7.2)立刻推出 d(`) = m

(`)
10 /` < ∞. 反之, 若 d(`) < ∞,

由(7.1), 我们得到 m
(`)
10 < ∞; 进而, 可得 m

(k)
10 < ∞ (k = 1, · · · , `). 再由(7.2)我们知道 m

(`)
00 < ∞. 所以过

程是 ` 遍历的. 后一结论直接由[15, 定理1.2]得出. ¤

8 指指指数数数遍遍遍历历历性性性

这一节我们研究单生过程的指数遍历性. 先给出一般过程指数遍历的定义.

定定定义义义8.1. 给定正则不可约 Q 矩阵 Q = (qij) 和概率测度 (πi). 相应的 Q 过程记为 P (t) = (pij(t)). 若

存在常数 α > 0 及 cij < ∞, 使得 |pij(t) − πj | ≤ cije−αt 对于一切 i, j ∈ E 和 t ≥ 0 都成立, 则称该过

程 P (t) 为指数遍历的. 最佳(即最大)的 α 称为指数遍历速度.

指数遍历的等价定义为: limt→∞ eαt|pij(t)− πj | = 0. 下面是一个用检验函数的指数遍历性判别准则,

参见[8, 定理4.45].

引引引理理理8.1. 设 Q = {qij : i, j ∈ E} 是正则不可约 Q 矩阵, H 是 E 的一个有限非空子集, 则相应 Q 过程指

数遍历当且仅当对某 λ > 0, 满足 λ < qi (i ∈ E), 方程{ ∑
j∈E qijyj ≤ −λyi − 1, i /∈ H∑
i∈H

∑
j 6=i qijyj < ∞ (8.1)

有有限非负解.
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在(8.1)中以 (ỹi = λyi + 1) 代替 (yi), 则可改写(8.1)为



yi ≥ 1, i ∈ E∑
j∈E qijyj ≤ −λyi, i /∈ H∑
i∈H

∑
j 6=i qijyj < ∞

(8.2)

定定定理理理8.1. 给定正则不可约单生 Q 矩阵 Q = (qij). 若

q := inf
i≥0

qi > 0 且 M := sup
i>0

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

j=i

1

qj,j+1F
(0)
j

< ∞, (8.3)

则其决定的单生过程指数遍历.

证明: 基于引理8.1, 条件 q > 0 确实是必要的. 由引理8.1, 取定 H = {0}, 单生过程指数遍历当且仅当对
某 λ > 0, 满足 λ < qi (i ∈ E), 方程

yi ≥ 1, i ∈ E;
∑

j

qijyj ≤ −λyi, i ≥ 1 (8.4)

有一有限解. 为此, 对满足 0 < λ < q 的固定的 λ, 我们需要构造方程(8.4)的一个有限解 (gi). 首先, 定义

算子

IIi(f) =
1
fi

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=j+1

fk

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1.

这个算子是在文献[6]多次用到的算子 I(f) 的仿造, 所以本质上来源于谱空隙的研究. 其次, 定义

ϕ0 = 0, ϕi =
1

q01

i−1∑

j=0

F
(0)
j , i ≥ 1.

则 ϕ 关于 i 单调增且 ϕ1 = q−1
01 . 取定常数 c > 1, 令 f = cq10

√
q01ϕ. 则 f 单调增且 f1 = cq10. 最后, 定

义 g = fII(f). 则 g 是单调增的且

g1 =
∞∑

k=1

fk

qk,k+1F
(0)
k

≥ f1

q12F
(0)
1

= c > 1.

由[6, 引理3.6], 我们得到

gi = cq10
√

q01

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=j+1

√
ϕk

qk,k+1F
(0)
k

≤ 2Mcq10√
q01

i−1∑

j=0

F
(0)
j ϕ

−1/2
j+1

≤ 2Mcq10

i−1∑

j=0

F
(0)
j < ∞, i ≥ 1.

令 g0 = 1. 则 1 ≤ gi < ∞ (i ≥ 0). 现在我们由方程(8.4)来确定 λ. 当 i = 1时,得到 λ ≤ (c−1)c−1II1(f)−1.

当 i ≥ 2 时, 有

λgi ≤
i−1∑

k=0

q
(k)
i F

(0)
k

∞∑

j=k+1

fj

qj,j+1F
(0)
j

− qi,i+1F
(0)
i

∞∑

k=i+1

fk

qk,k+1F
(0)
k

. (8.5)

为此, 只需要

λgi ≤
i−1∑

k=0

q
(k)
i F

(0)
k

∞∑

j=i

fj

qj,j+1F
(0)
j

− qi,i+1F
(0)
i

∞∑

k=i+1

fk

qk,k+1F
(0)
k

= qi,i+1F
(0)
i

∞∑

k=i

fk

qk,k+1F
(0)
k

− qi,i+1F
(0)
i

∞∑

k=i+1

fk

qk,k+1F
(0)
k

= fi.
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换而言之, 为满足方程(8.4), 我们只需 λ ≤ fi/gi = IIi(f)−1 (i ≥ 2) 且 λ ≤ (c− 1)c−1II1(f)−1. 因此, 我

们可以取满足下面条件的任意 λ:

0 < λ <
(c− 1

c
II1(f)−1

) ∧ (
inf
i≥2

IIi(f)−1
) ∧

q. (8.6)

前提是要证明(8.6)右边是正的, 等价地, supi≥2 IIi(f) < ∞. 为证明这个性质, 定义另一个算子

Ii(f) =
F

(0)
i

fi+1 − fi

∞∑

k=i+1

fk

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1,

这个算子才是在文献[6]多次用到的. 由合分比性质, 我们得到

sup
i≥1

IIi(f) ≤ sup
i≥1

Ii(f).

由[6, 引理3.6]和条件 M < ∞, 对所有的 i ≥ 1, 推出

Ii(f) =
F

(0)
i√

ϕi+1 −√ϕi

∞∑

k=i+1

√
ϕk

qk,k+1F
(0)
k

≤ 2MF
(0)
i

q01(
√

ϕi+1 −√ϕi)
√

ϕi+1
≤ 4M.

因此, supi≥1 IIi(f) ≤ 4M < ∞. 我们由此构造了方程(8.4)的一个有限解 (gi) 满足 1 ≤ gi < ∞ (i ≥ 0). 这

蕴含单生过程的指数遍历性. ¤

例例例8.1. 令单生 Q 矩阵为: qi,i+1 = 1 (i ≥ 0), q10 = 1 且 qi,i−2 = 1 (i ≥ 2), 其它的 qij = 0 (i 6= j). 则此单

生过程指数遍历, 但非强遍历.

此例即例6.2. 显然过程正则常返. {F (0)
n } 是Fibonacci数列:

F (0)
n =

1√
5
[An+1 − (−B)n+1] =: Fn, n ≥ 0,

其中 A = (
√

5+1)/2, B = (
√

5−1)/2. 注意注意到Fibonacci数列有如下性质:
∑n

k=0 Fk = Fn+2−F1 (n ≥
0). 所以, dn = Fn+1 − F1 (n ≥ 0). 因此, 由 AB = 1, A−B = 1 和 A + B =

√
5, 不难证明

A >

∑n
k=0 dk∑n

k=0 F
(0)
k

=
Fn+3 − (n + 3)F1

Fn+2 − F1
→ A, n →∞.

所以 d = A. 此外, 我们可以证明 dn/F
(0)
n ↑ A, 这蕴含 d̂ := supn≥0(dn/F

(0)
n ) = A = d. 因此,

sup
k≥0

k∑
n=0

(F (0)
n d− dn) = sup

k≥0

k∑
n=0

(FnA− Fn+1 + F1)

= sup
k≥0

(
(k + 1) +

(1 + B2)(1− (−B)k+1)√
5(1 + B)

)
= ∞,

这说明过程不是强遍历的. 注意到 Fn ≥ (An+1 − 1)/
√

5 ≥ An/
√

5 (n ≥ 1). 因此,

M ≤ sup
i>0

A(A2 − (−B/A)iB2 −√5/Ai)
A− 1

≤ A2(A2 + B4 +
√

5B) =: C < ∞.

所以, 由定理8.1知, 过程是指数遍历的.

现在我们回到 0 的首中时的指数阶矩: Eieλτ0 , 其中 λ是一正常数. 对所有的 0 ≤ j < i, 定

义 q
(j)
i (λ) := q

(j)
i − λ,

F (n)
n (λ) = 1, F (i)

n (λ) =
1

qn,n+1

n−1∑

k=i

q(k)
n (λ)F (i)

k (λ), 0 ≤ i < n,
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d0(λ) = 0, dn(λ) =
1

qn,n+1

(
1 +

n−1∑

k=0

q(k)
n (λ)dk(λ)

)
, n ≥ 1.

令

d(λ) = sup
i≥1

∑i−1
j=0 dj(λ)

∑i−1
j=0 F

(0)
j (λ)

= sup
i≥0

∑i
j=0 dj(λ)

∑i
j=0 F

(0)
j (λ)

. (8.7)

类似于(2.4), (4.3)和(6.3), 可归纳验证下式总成立:

F
(j)
i (λ) =

i∑

k=j+1

F
(k)
i (λ)q(j)

k (λ)
qk,k+1

, i > j ≥ 0; di(λ) =
i∑

k=1

F
(k)
i (λ)
qk,k+1

, i ≥ 1. (8.8)

定定定理理理8.2. 假定存在充分小的 λ > 0 使得
∑i−1

j=0 F
(0)
j (λ) > 0 对一切 i ≥ 1 成立. 则下列关于 0 的首中时的

指数阶矩的表达式成立:

E1eλτ0 = 1 + λd(λ), Eieλτ0 = 1 + λ
i−1∑

j=0

(F (0)
j (λ)d(λ)− dj(λ)), i ≥ 1. (8.9)

E0eλσ0 =
q01

q01 − λ
E1eλσ0 =

q01

q01 − λ
E1eλτ0 =

q01

q01 − λ
(1 + λd(λ)). (8.10)

证明: 将 Eieλτ0 记为 vi. 则 (vi) 是下列方程的不小于 1 的最小解:

x0 = 1,
∑

k 6=i

qik(xk − xi) ≤ −λxi, i ≥ 1. (8.11)

事实上, (vi) 满足等式(8.11), 变形之, 得到

x0 = 1, qi,i+1(xi+1 − xi) =
i−1∑

k=0

qik(xi − xk)− λxi, i ≥ 1.

进而,

xi+1 − xi =
1

qi,i+1

( i−1∑

j=0

q
(j)
i (xj+1 − xj)− λxi

)

=
1

qi,i+1

( i−1∑

j=0

(q(j)
i − λ)(xj+1 − xj)− λ

)

=
1

qi,i+1

( i−1∑

j=0

q
(j)
i (λ)(xj+1 − xj)− λ

)
, (8.12)

一方面, 由(8.8)和(8.8), 可证

xi+1 − xi =
i∑

k=1

F
(k)
i (λ)q(0)

k (λ)
qk,k+1

· (x1 − x0)− λ
i∑

k=1

F
(k)
i (λ)
qk,k+1

= F
(0)
i (λ)(x1 − 1)− λdi(λ), i ≥ 1. (8.13)

注意到(8.13)对所有 i ≥ 0 都成立. 因此,

xi − 1 =
i−1∑

j=0

F
(0)
j (λ)(x1 − 1)− λ

i−1∑

j=0

dj(λ) i ≥ 1. (8.14)

因为 (vi) 是(8.11)的解, 则由定理的假设和(8.14)知 1 + λd(λ) ≤ v1.

另一方面, 令 u0 = 1, u1 = 1 + λd(λ) 且 ui = 1 + λ
∑i−1

j=0(F
(0)
j (λ)d(λ) − dj(λ)) (i ≥ 2). 则可验

证 (ui) 是方程(8.11)的不小于 1 的解. 由 (vi) 的最小性, 推出 v1 ≤ 1 + λd(λ).
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综合以上, 得出 v1 = 1 + λd(λ). 进而, 所构造的解 (ui) 正是 (vi), 即 Eieλτ0 的表达式是(8.9). 容易

验证(8.10). ¤

推推推论论论8.1. 在定理8.2的假定之下, 则单生过程指数遍历当且仅当 d(λ) < ∞, 其中 0 < λ < qi (i ≥ 0).

证明: 结合定理6.1和定理8.2, 结论立刻得证. ¤

例例例8.2. 令单生 Q矩阵为: qi,i+1 =: βi > 0 (i ≥ 0), qi0 = αi > 0 (i ≥ 1),而且 qij = 0 (i 6= j). 显然,该 Q矩

阵不可约. 假定 Q 矩阵正则. 经计算, 此时对于一切 λ > 0 和 i ≥ 1,
∑i−1

j=0 F
(0)
j (λ) > 0. 由推论8.1知, 该

单生过程指数遍历当且仅当对于任取的 λ ∈ (0, infi qi),

d(λ) =
∞∑

i=1

1
βi

i∏

j=1

βj

qk − λ
< ∞

现在回到例4.1. 记 c := infk≥1 qk0 > 0, 取 λ ∈ (0, c). 则对一切 0 ≤ j < i 有 q
(j)
i (λ) > 0; 继而, 对所

有 i ≥ 0 有 F
(0)
i (λ) > 0. 因此, 定理8.2的假定成立且 0 < λ < qi (i ≥ 0). 由合分比性质及(8.7)和(8.8), 得

到

d(λ) ≤ sup
i≥1

di(λ)

F
(0)
i (λ)

≤ sup
k≥1

1

q
(0)
k (λ)

=
1

c− λ
< ∞.

由推论8.1知, 此单生过程是指数遍历的. 事实上, 此单生过程是强遍历的. 因为我们有下面的结论.

命命命题题题8.1. 给定正则不可约的 Q 矩阵Q = (qij). 若存在 k ≥ 0 满足 c := infi 6=k qik > 0, 则相应的 Q 过程

是强遍历的, 而且 Eiτk ≤ 1/c (i 6= k), Ekσk ≤ 1/qk + 1/c.

证明 令 yk = 0 和 yi = 1/c (i 6= k). 可验证 (yi) 是下列方程的一个非负有界解:
∑

j

qijyj ≤ −1, i 6= k.

因此, 由引理5.1知, 该过程是强遍历的. 由 (Eiτk) 是以上方程的最小非负解知, 第二个结论成立. 再由此

不难得到最后一个结论. ¤

9 一一一类类类单单单生生生过过过程程程

定定定理理理9.1. 给定正则不可约单生 Q 矩阵 (qij) 满足

qi+1,j = piqij , 0 ≤ j ≤ i− 1, (9.1)

其中 0 ≤ pi ≤ 1 (i ≥ 1). 约定 p0 = 0.假定相应的单生过程常返. 则下列结论成立.

(1) 过程是 ` 遍历的当且仅当级数
∑∞

k=1(m
(`−1)
k − pk−1m

(`−1)
k−1 )/(qk,k+1F

(0)
k ) 收敛. 特别地, 过程遍

历的充分必要条件是 d =
∑∞

i=1(1− pi−1)/(qi,i+1F
(0)
i ) < ∞.
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(2) 若过程指数遍历, 则 q := infi≥0 qi > 0 且

δ′ := sup
i≥1

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

j=i

1− pj−1

qj,j+1F
(0)
j

< ∞. (9.2)

其中 F
(0)
0 = 1 和 F

(0)
i =

∏i
j=1(qj,j−1 + pj−1qj−1)/qj,j+1 (i ≥ 1).

(3) 再假定 supi≥1 pi < 1. 若 q > 0 且 δ′ < ∞, 则过程指数遍历.

(4) 过程是强遍历的当且仅当
∞∑

i=0

F
(0)
i

∞∑

j=i+1

1− pj−1

qj,j+1F
(0)
j

< ∞.

证明: (1) 易知, 对所有的 0 ≤ j ≤ i− 2, 有 q
(j)
i = pi−1q

(j)
i−1. 由定义得到

F
(0)
0 = 1, F

(0)
i =

qi,i−1 + pi−1qi−1

qi,i+1
F

(0)
i−1, i ≥ 1;

d
(n)
0 = 0, d

(n)
i =

m
(n−1)
i − pi−1m

(n−1)
i−1

qi,i+1
+

qi,i−1 + pi−1qi−1

qi,i+1
d
(n)
i−1, i ≥ 1.

则由上式计算得到

F
(0)
i =

i∏

k=1

qk,k−1 + pk−1qk−1

qk,k+1
, i ≥ 1. (9.3)

用数学归纳法可以得到

d
(n)
i = F

(0)
i

i∑

k=1

m
(n−1)
k − pk−1m

(n−1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 0. (9.4)

所以, 我们推出
i∑

j=0

d
(n)
j =

i∑

k=1

m
(n−1)
k − pk−1m

(n−1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

i∑

j=k

F
(0)
j , i ≥ 0.

进而 ∑i
j=0 d

(n)
j∑i

j=0 F
(0)
j

=
i∑

k=1

m
(n−1)
k − pk−1m

(n−1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

(
1−

∑k−1
j=0 F

(0)
j∑i

j=0 F
(0)
j

)

=
∞∑

k=1

m
(n−1)
k − pk−1m

(n−1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

(
1−

∑k−1
j=0 F

(0)
j∑i

j=0 F
(0)
j

)
1{k≤i}, i ≥ 0.

在后面将归纳证明对于每个 n ≥ 1, m
(n−1)
i 关于 i 是单调增的, 因此

m
(n−1)
i − pi−1m

(n−1)
i−1

qi,i+1F
(0)
i

≥ (1− pi−1)m
(n−1)
i

qi,i+1F
(0)
i

≥ 0, i ≥ 1. (9.5)

当 i →∞时, 由单调收敛定理, 我们推出∑i
j=0 d

(n)
j∑i

j=0 F
(0)
j

x
∞∑

k=1

m
(n−1)
k − pk−1m

(n−1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

= d(n). (9.6)

注意到 1 遍历即遍历的事实, 则由定理7.1及以上知, 过程 ` 遍历当且仅当 d(`) < ∞, 即(9.6)中右边的级数

收敛. 结论(1)得证.

下面补证 m
(n−1)
i 关于 i 的单调增性质. 显然结论对 m

(0)
i 成立. 由[23], (9.4) 和(9.6)知,

m
(1)
i =

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=j+1

1− pk−1

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1.
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因此 m
(1)
i 是单调增的, 再一次用[23], (9.4)和(9.6)推出

m
(2)
i = 2

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=j+1

m
(1)
k − pk−1m

(1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1.

进而得到 m
(2)
i 的单调增性质. 因此, 由归纳法不难得出,对于每个 n ≥ 1, m

(n−1)
i 是单调增的且

m
(n)
i = n

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=j+1

m
(n−1)
k − pk−1m

(n−1)
k−1

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1, n ≥ 1. (9.7)

(2) 由(9.5), (9.7)和 m
(n−1)
i 单调增性质, 我们有

m
(n)
i ≥ n

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=i

(1− pk−1)m
(n−1)
k

qk,k+1F
(0)
k

≥ n

(
i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=i

1− pk−1

qk,k+1F
(0)
k

)
m

(n−1)
i , n ≥ 2.

同时, 注意到

m
(1)
i ≥

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=i

1− pk−1

qk,k+1F
(0)
k

.

因此, 归纳得到

m
(n)
i ≥ n!

(
i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=i

1− pk−1

qk,k+1F
(0)
k

)n

, n ≥ 1.

以下的证明参见[16]. 由过程指数遍历知存在 λ 满足 0 < λ < qi (对于一切 i ≥ 0), 使得 Eieλτ0 < ∞ (i ≥
1). 再由其 Taylor 展开式及上式推出

∞∑
n=1

(
λ

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=i

1− pk−1

qk,k+1F
(0)
k

)n

< ∞,

因此, 我们有
i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=i

1− pk−1

qk,k+1F
(0)
k

< λ−1, i ≥ 1.

再关于 i 取上确界得 δ′ ≤ λ−1 < ∞. 结论(2)得证.

(3) 结论(3)的证明同定理8.1. 只是修改两个算子

IIi(f) =
1
fi

i−1∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

k=j+1

(1− pk−1)fk

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1,

和

Ii(f) =
F

(0)
i

fi+1 − fi

∞∑

k=i+1

(1− pk−1)fk

qk,k+1F
(0)
k

, i ≥ 1.

注意要求

0 < λ <
(c− 1

c
II1(f)−1

) ∧ (
inf
i≥2

(1− pi−1)IIi(f)−1
) ∧

q.

因此, 是需要 supi≥2(1− pi−1)−1IIi(f) < ∞.

(4) 由[22]知, 过程强遍历当且仅当 supi≥0

∑i
j=0(dF

(0)
j − dj) < ∞. 再由(9.4)和(9.6)即得证结论(4).

注注注9.1. (1) 实际上, 由定理9.1的证明可以知道, 条件(9.2)即为

δ′ = sup
i≥0

i∑

j=0

F
(0)
j

(
d− di

F
(0)
i

)
< ∞. (9.8)
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这正是[16, 注2.3]所猜想的单生过程指数遍历的判别条件. 故在 0 ≤ pi ≤ c < 1 (i ≥ 1) 的情形, 我们证明

了该猜想. 特别地, 对于 pi = 0 (i ≥ 1) 的情形, 即是生灭过程, 此时, (9.2)即为

M := sup
i≥0

i∑

j=0

F
(0)
j

∞∑

j=i

1

qj,j+1F
(0)
j

< ∞. (9.9)

故比较(9.2)与(9.9), 可以看出 δ′ ≤ M . 因此, 我们有理由相信通常(9.8)中的 δ′ ≤ M , 且(9.8)是单生过程

指数遍历的判别条件.

(2) 注意, Q 矩阵不可约和(9.1)的假定蕴含 q10 > 0. 否则, 若 q10 = 0, 由(9.1)的假定推出 qi0 = 0 (i ≥
1), 这与不可约矛盾.
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