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1 第第第五五五章章章 大大大数数数定定定律律律和和和中中中心心心极极极限限限定定定理理理

§5.1.3 练习题

练习5.1.1 试证明例 5.1.1 解答中定义的随机变量 ξn
Lr−−→ 0.

证明: 显然

E(|ξm − 0|r) = E(ξm) =
1

2n−1
, 2n−1 6 m < 2n,

所以 lim
m→∞

E(|ξm − 0|r) = 0, 即 ξm
Lr−−→ 0. �

练习5.1.2 若 {Gn} 为实函数序列, 试证明 Gn
w−→ G 的充要条件是 对于 {Gn} 的任何子列 {Gnk

}, 都存

在 {Gnk
} 的弱收敛于 G 的子列.

证明: 必要性显然, 只证明充分性.

用 CG 表示 G 的所有连续点全体, 仅需证明

lim
n→∞

Gn(x) = G(x), x ∈ CG.

事实上, 对任何 x ∈ CG, {Gn(x)} 为数列. 而对于该数列的任何子列 {Gnk
(x)}, 都存在其收敛于 G(x) 的

子列, 因此 {Gn(x)} 收敛于 G(x). �

练习5.1.3 若 ξn
P−→ ξ, 且 ξn

P−→ η, 试证明 ξ = η a.e..

证明: 由概率的单调性和次可加性得

P
(
|ξ − η| > 1

n

)
6 P

({
|ξn − ξ| > 1

2n

}∪{
|ξn − η| > 1

2n

})
6 P

(
|ξn − ξ| > 1

2n

)
+ P

(
|ξn − η| > 1

2n

)
.

由概率的下连续性和依概率收敛的定义, 知

P(ξ ̸= η) = lim
n→∞

P
(
|ξ − η| > 1

n

)
= 0.

�

练习5.1.4 设 ξn
P−→ ξ, ηn

P−→ η, 试证明 ξn + ηn
P−→ ξ + η, ξnηn

P−→ ξη.
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证明: 对于任意 ε > 0,

P(|(ξn + ηn)− (ξ + η)| > ε) 6 P
({

|ξn − ξ| > ε

2

}∪{
|ηn − η| > ε

2

})
6 P

(
|ξn − ξ| > ε

2

)
+ P

(
|ηn − η| > ε

2

)
n→∞−−−−→ 0.

即 ξn + ηn
P−→ ξ + η.

进一步,

P(|ξnηn − ξη| > ε) = P(|ξnηn − ξnη + ξnη − ξη| > ε)

6 +P
(
|ξn| · |ηn − η| > ε

2

)
+ P

(
|η| · |ξn − ξ| > ε

2

)
,

所以仅需证明

lim
n→∞

P
(
|ξn| · |ηn − η| > ε

2

)
= 0, (1.1)

lim
n→∞

P
(
|η| · |ξn − ξ| > ε

2

)
= 0, (1.2)

事实上, 对于任何实数 m > 0, 有

P
(
|η| · |ξn − ξ| > ε

2

)
= P

(
|η| · |ξn − ξ| > ε

2
, |η| 6 m

)
+ P

(
|η| · |ξn − ξ| > ε

2
, |η| > m

)
6 P

(
|ξn − ξ| > ε

2m

)
+ P(|η| > m),

令 n → ∞ 后, 再令 m → ∞, 有(1.2)式成立.

下仅需证明(1.1). 由概率的有限可加性及单调性得

P
(
|ξn| · |ηn − η| > ε

2

)
= P

(
|ξn| · |ηn − η| > ε

2
, |ξn − ξ| > 1

)
+ P

(
|ξn| · |ηn − η| > ε

2
, |ξn − ξ| < 1

)
6 P(|ξn − ξ| > 1) + P

(
(|ξ|+ 1)|ηn − η| > ε

2
, |ξn − ξ| < 1

)
6 P(|ξn − ξ| > 1) + P

(
(|ξ|+ 1)|ηn − η| > ε

2

)
= P(|ξn − ξ| > 1) + P

(
(|ξ|+ 1)|ηn − η| > ε

2
, |ξ| 6 m

)
+ P

(
(|ξ|+ 1)|ηn − η| > ε

2
, |ξ| > m

)
6 P(|ξn − ξ| > 1) + P

(
|ηn − η| > ε

2(m+ 1)

)
+ P(|ξ| > m).

令 n → ∞后, 再令 m → ∞, 有(1.1)成立. �

练习5.1.5 设 {ξn} 为非负随机变量的单调下降序列, 且 ξn
P−→ 0, 试证明 ξn

a.e.−−→ 0.

证明: 由 ξn
P−→ 0, {ξn} 的非负性和递减性得, 对于任意 ε > 0,

0 = lim
n→∞

P(|ξn| > ε) = lim
n→∞

P(ξn > ε) = lim
n→∞

P
( ∞∪

m=n

{ξm > ε}
)
,

即结论成立. �
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练习5.1.6 设 Gn
w−→ G, 且 G 为单增函数. 定义

F (x) , lim
y↓x

G(y),

试证明 F (x) 为 R 上的右连续增函数, 且 Gn
w−→ F .

证明: 若 x < u, 则

G(u) > G(y), y ∈ (x, u).

从而

G(u) > lim
y↓x

G(y) = F (x). (1.3)

特别当 x1 < x2 时, 由(1.3)知

F (x2) = lim
u↓x2

G(u) > F (x1),

即 F 为单增函数. 进一步, 若 u > xn ↓ x, 由 F 的单调性和(1.3)知

F (x) 6 lim
n→∞

F (xn) 6 G(u).

注意到

lim
n→∞

F (xn) = F (x+), lim
u↓x

G(u) = F (x),

由此知 F 为右连续函数.

由 F 的定义可以证明: F 与 G 有相同的连续点, 并且二者在这些点处的值相等, 因此 Gn
w−→ F .

注意到, 此时对任意 u ∈ CG, 由 F 的定义有 G(u) = G(u+) = F (u). 一方面, 对任意 x ∈ CG, 要证

明 x ∈ CF , 由于 F 为右连续函数, 只要证明 F (x−) = F (x). 因此

F (x−) = lim
u↑x

F (u) = lim
u↑x,u∈CG

F (u) = lim
u↑x,u∈CG

G(u) = G(x−) = G(x) = F (x).

进而, x ∈ CF , 即 CG ⊂ CF . 另一方面, 对任意 x ∈ CF ,

G(x−) = lim
u↑x

G(u) = lim
u↑x,u∈CG

G(u) = lim
u↑x,u∈CG

F (u) = F (x−) = F (x) = G(x+),

而由 G 为单增函数知, G(x−) 6 G(x) 6 G(x+). 因此, G(x) = G(x−) = G(x+) = F (x), 即 x ∈ CG, 从

而 CF ⊂ CG.

故 CG = CF , 且对任意 u ∈ CG 有 G(u) = F (u). �

练习5.1.7 设 {ξn} 为独立同分布随机变量序列, ξ1 ∼ U(a, a+ 1). 记 ηn = min
16i6n

ξi, 试证明 ηn
P−→ a.

证明: 显然 ηn > a a.e., 所以对任意 ε ∈ (0, 1),

P(|ηn − a| > ε) = P(ηn > a+ ε) = P
( n∩

k=1

{ξk > a+ ε}
)

=

(∫ a+1

a+ε

dx

)n

= (1− ε)n
n→∞−−−−→ 0.

即 ηn
P−→ a. �
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练习5.1.8 设 ξn
w−→ ξ, a 和 b 均为Fξ的连续点, h(x) 为有界连续函数, 试证明

lim
n→∞

E(h(ξn)1(a,b](ξn)) = E(h(ξ)1(a,b](ξ)).

证明: 用 Cξ 表示 Fξ 的连续点全体, 则 Cξ ∩ [a, b] 至多有可数个实数. 对于任意 ε > 0, 由于 h 为区

间 [a, b]上的一致连续函数. 所以存在 xk ∈ Cξ∩ [a, b] (k = 0, 1, · · · ,m),使得 a = x0 < x1 < · · · < xm = b,

并且

|ĥ(x)− h(x)| < ε, x ∈ (a, b],

其中

ĥ(x) =

m∑
k=1

h(xk−1)1(xk−1,xk](x).

因此

|E(h(ξn)1(a,b](ξn))− E(h(ξ)1(a,b](ξ))|

6 |E(h(ξn)1(a,b](ξn))− E(ĥ(ξn)1(a,b](ξn))|+ |E(ĥ(ξn)1(a,b](ξn))− E(ĥ(ξ)1(a,b](ξ))|

+ |E(ĥ(ξ)1(a,b](ξ))− E(h(ξ)1(a,b](ξ))|

6 2ε+ |E(ĥ(ξn)1(a,b](ξn))− E(ĥ(ξ)1(a,b](ξ))|.

由 ε > 0 的任意性, 仅需证明

|E(ĥ(ξn)1(a,b](ξn))− E(ĥ(ξ)1(a,b](ξ))|
n→∞−−−−→ 0. (1.4)

事实上, 由 1(a,b](u) =
∑m

k=1 1(xk−1,xk](u) 可得

ĥ(ξ)1(a,b](ξ) =

m∑
k=1

ĥ(ξ)1(xk−1,xk](ξ) =

m∑
k=1

h(xk−1)1(xk−1,xk](ξ),

ĥ(ξn)1(a,b](ξn) =
m∑

k=1

ĥ(ξn)1(xk−1,xk](ξn) =
m∑

k=1

h(xk−1)1(xk−1,xk](ξn),

代入(1.4), 利用数学期望的线性性质得

|E(ĥ(ξn)1(a,b](ξn))− E(ĥ(ξ)1(a,b](ξ))| 6
m∑

k=1

|h(xk−1)
(
E(1(xk−1,xk](ξn)− 1(xk−1,xk](ξ))

)
|

=

m∑
k=1

|h(xk−1)| · |Fξn(xk)− Fξ(xk) + Fξ(xk−1)− Fξn(xk−1)|
n→∞−−−−→ 0,

注意到 x0, x1, · · · , xm ∈ Cξ, 以及 ξn
w→ ξ 得(1.4). �

练习5.1.9 设正态分布随机变量序列 {ξn} 弱收敛于ξ, 试证明 ξ 也服从正态分布.

证明: 设 ξn 的均值和方差分别为 an 和 σ2
n. 则由 ξn

w−→ ξ 知

fξn(t) , exp

(
iant−

t2

2
σ2
n

)
n→∞−−−−→ fξ(t).

所以

ln |fξ(1)| = lim
n→∞

|fξn(1)| = −1

2
lim

n→∞
σ2
n.
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记 σ2 = −2 ln |fξ(1)|, 得

lim
n→∞

σ2
n = σ2.

进一步,

ln

(
fξ(1)

|fξ(1)|

)
= lim

n→∞
ln

(
fξn(1)

|fξn(1)|

)
= lim

n→∞
ian,

记 a = −i ln
( fξ(1)
|fξ(1)|

)
, 得

lim
n→∞

an = a.

所以

fξ(t) = lim
n→∞

fξn(t) = exp

(
iat− t2

2
σ2

)

为正态分布的特征函数, 即 ξ ∼ N(a, σ2). �

练习5.1.10 设 ξn
w−→ ξ, ηn

w−→ a, a 为常数, 试证明 {ξn + ηn} 弱收敛于 ξ + a.

证明: 今 ηn
w−→ a, 由定理 5.1.5 知 ηn

P−→ a. 所以对于任意 ε > 0, 有

lim
n→∞

P
(
|ηn − a| > ε

2

)
= 0.

用 Cξ 表示 Fξ 的连续点全体. 对于任意 ε > 0, 取 δ ∈
(
x− a− ε, x− a− ε

2

)
∩ Cξ, 有

Fξ+a(x− ε) = P(ξ 6 x− a− ε) 6 P(ξ 6 δ) = lim
n→∞

P(ξn 6 δ)

6 lim
n→∞

P
(
ξn 6 x− a− ε

2

)
= lim

n→∞
P
(
ξn + a+

ε

2
6 x, |ηn − a| < ε

2

)
6 lim

n→∞
P
(
ξn + ηn 6 x, |ηn − a| < ε

2

)
= lim

n→∞
Fξn+ηn

(x).

类似地, 取 γ ∈
(
x− a+ ε

2 , x− a+ ε
)
∩ Cξ, 有

lim
n→∞

Fξn+ηn(x) = lim
n→∞

P
(
ξn + ηn 6 x, |ηn − a| < ε

2

)
6 lim

n→∞
P
(
ξn + a− ε

2
6 x, |ηn − a| < ε

2

)
6 lim

n→∞
P(ξn 6 γ) = Fξ(γ) 6 Fξ+a(x+ ε).

从而对于任意 ε > 0, 有

Fξ+a(x− ε) 6 lim
n→∞

Fξn+ηn(x) 6 lim
n→∞

Fξn+ηn(x) 6 Fξ+a(x+ ε).

因此结论成立, 即 {ξn + ηn} 弱收敛于 ξ + a. �

练习5.1.11 设 {ξn} 依分布收敛到 ξ, {ηn} 依分布收敛到 0. 求证 {ξnηn} 依分布收敛到 0.
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证明: 取正数 r 和 s 为 Fξ 的连续点. 对于任何实数 x < 0, 有

P(ξnηn < x) = P(ξnηn < x, ξn < 0) + P(ξnηn < x, ξn > 0)

= P
(
ηn >

x

ξn
, ξn < 0

)
+ P

(
ηn <

x

ξn
, ξn > 0

)
6 P

(
ηn >

x

ξn
,−r < ξn < 0

)
+ P(ξn 6 −r) + P

(
ηn <

x

ξn
, 0 < ξn 6 s

)
+ P(ξn > s)

6 P
(
ηn >

x

−r

)
+ P(ξn 6 −r) + P

(
ηn 6 x

s

)
+ P(ξn > s). (1.5)

由 ηn
w→ 0 知, 当 n → ∞ 时,

P
(
ηn >

x

−r

)
= 1− P

(
ηn 6 x

−r

)
→ 0, P

(
ηn 6 x

s

)
→ 0,

再由(1.5), r 和 s 为 Fξ 的连续点, 知

lim
n→∞

P(ξnηn < x) 6 lim
n→∞

(P(ξn 6 −r) + P(ξn > s)) = Fξ(−r) + 1− Fξ(s).

令 r → ∞, s → ∞, 得

lim
n→∞

P(ξnηn < x) = 0, x < 0.

类似地, 对任何 x > 0, 有

P(ξnηn > x) 6 P
(
ηn <

x

−r

)
+ P(ξn 6 −r) + P

(
ηn > x

s

)
+ P(ξn > s),

从而

lim
n→∞

P(ξnηn > x) = 0, x > 0.

因此, ξnηn
w−−−−→

n→∞
0. �

练习5.1.12 设 {ξn} 依分布收敛到 ξ, 数列 an → a, bn → b. 求证 {anξn + bn} 依分布收敛到 aξ + b.

证明: 由 ξn
w−→ ξ 知, limn→∞ fξn(t) = fξ(t). 所以

lim
n→∞

faξn+b(t) = lim
n→∞

eibtfξn(at) = eibtfξ(at) = faξ+b(t).

即 aξn + b
w−→ aξ + b. 另一方面, 由练习 5.1.10 和练习 5.1.11 结论知

(an − a)ξn + bn − b
w−→ 0.

再次利用练习 5.1.10 结论得

anξn + bn = (an − a)ξn + bn − b+ aξn + b
w−→ aξ + b.

�

练习5.1.13 设 {ξn} 依概率收敛到 ξ, 求证对于任意连续函数 g, 序列 {g(ξn)} 依概率收敛到 g(ξ). 再将上

述“依概率”均改为“依分布”命题仍真.

证明: 由 ξn
P−→ ξ 证 g(ξn)

P−→ g(ξ).

对任意 ε > 0，由概率的次可加性得

P(|g(ξn)− g(ξ)| > ε) 6 P(|ξ| > N) + P(|ξn| > N) + P(|g(ξn)− g(ξ)| > ε, |ξn| 6 N, |ξ| 6 N).
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注意到 g 为 [−N,N ] 上的一致连续函数, 知: 存在 δ > 0, 使得当 x1, x2 ∈ [−N,N ] 时, 有

|g(x1)− g(x2)| < ε, |x1 − x2| < δ.

所以

{|g(ξn)− g(ξ)| > ε, |ξn| 6 N, |ξ| 6 N} ⊂ {|ξn − ξ| > δ},

因此

P(|g(ξn)− g(ξ)| > ε, |ξn| 6 N, |ξ| 6 N) 6 P(|ξn − ξ| > δ)
n→∞−−−−→ 0.

另一方面, 由 ξn
P→ ξ 知, ξn

w→ ξ. 取 N 使得 ±N 为分布函数 Fξ 的连续点, 就有

lim
N→∞

lim
n→∞

P(|ξn| > N) + P(|ξ| > N) = 0.

所以

lim
n→∞

P(|g(ξn)− g(ξ)| > ε) = 0.

设 ξn
w−→ ξ, 往证 g(ξn)

w−→ g(ξ).

由 Helly 第二定理知

E(eig(ξn)t) n→∞−−−−→ E(eig(ξ)t), t ∈ R1.

由连续性定理得 g(ξn)
w−→ g(ξ). �

练习5.1.14 设分布函数列 {Fn(x)} 弱收敛到连续的分布函数 F (x), 求证这种收敛对于 x ∈ R1 是一致的.

证明: 对于任意 ε > 0, 存在 F 的连续点 x1 < x2 < · · · < xs, 使得

F (xk)− F (xk−1) <
ε

4
, 1 6 k 6 s+ 1,

其中 x0 = −∞, xs+1 = ∞. 因为 lim
n→∞

Fn(xk) = F (xk), 所以存在自然数 N , 使得

|Fn(xk)− F (xk)| <
ε

4
, 1 6 k 6 s, n > N.

另一方面, 对于任何 x ∈ R1, 存在正整数 m, 使得 x ∈ [xm−1, xm), 进而有

|Fn(x)− F (x)| 6 |Fn(xm−1)− F (xm)|+ |Fn(xm)− F (xm−1)|

6 |Fn(xm−1)− F (xm−1)|+ |F (xm−1)− F (xm)|+ |Fn(xm)− F (xm)|

+ |F (xm)− F (xm−1)|

< ε, n > N,

即 {Fn(x)} 一致收敛于 F (x). �

§5.2.5 练习题
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练习5.2.1 设 {ξn} 独立同分布, E(ξ1) = a ∈ R, 试证明

lim
n→∞

P
(
n(a− ε) <

n∑
k=1

ξk < n(a+ ε)

)
= 1, ε > 0.

证明: 由大数定律得

P
(
n(a− ε) <

n∑
k=1

ξk < n(a+ ε)

)
= P

(∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

(ξk − a)

∣∣∣∣ < ε

)
= 1− P

(∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

(ξk − a)

∣∣∣∣ > ε

)
n→∞−−−−→ 1.

�

练习5.2.2 设 {ξn} 独立同分布, E(ξ1) = µ ∈ (−∞,∞),

ηn = αξn + βξn+1 + γ,

其中 α, β 和 γ 均为实数, 求
1

n

n∑
k=1

ηk 的 a.e. 收敛极限.

解: 由强大数定律得

1

n

n∑
k=1

ηk = α

(
1

n

n∑
k=1

ξk

)
+ β

(
1

n

n∑
k=1

ξk+1

)
+ γ

a.e.−−→ (α+ β)µ+ γ.

�

练习5.2.3 参加集会的 n 个人将他们自己的帽子混放在一起, 会后每个人任选一顶戴上. 以 Sn 表示带对

自己帽子的人的个数, 试证明

Sn − E(Sn)

n

P−→ 0.

证明: 定义

ξk =

{
1, 第 k 人戴对自己帽子;

0, 否则.

则 Sn =
n∑

k=1

ξk, 因此

E(Sn) =

n∑
k=1

E(ξk) = nE(ξ1) = 1

和

E(S2
n) =

n∑
j,k=1

E(ξjξk) =
n∑

j=1

E(ξ2j ) + 2
∑

16j<k6n

E(ξjξk)

= 1 + 2
∑

16j<k6n

E(ξ1ξ2) = 1 + 2

(
n

2

)
1

n(n− 1)
= 2.

所以

1

n2
D(Sn) =

1

n2

n→∞−−−−→ 0,

即 Markov条件成立. 因此 {ξn} 满足大数定律, 从而结论成立. �

练习5.2.4 设 g 为有界 Borel 函数, {ξn} 为独立随机变量序列, 试证明 {g(ξn)} 满足强大数定律.

证明: 取正数 M 使得 supx∈R |g(x)| 6 M . 因此

D(g(ξn)) 6 4M2,
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且
∞∑
k=1

D(g(ξk))

k2
6 4M2

∞∑
k=1

1

k2
< ∞.

所以独立随机变量序列 {g(ξn)} 满足强大数定律. �

练习5.2.5 设 {ξn} 为同分布随机变量序列, 每个 ξn 有有限的方差, 且当 |k − ℓ| > 2 时 ξk 与 ξℓ 相互独立.

试证明 {ξn} 满足大数定律.

证明: 记 D(ξ1) = σ2，则

1

n2
D

( n∑
k=1

ξk

)
=

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

rij

√
D(ξi)D(ξj) 6

σ2

n2

( n∑
i=1

|rii|+ 2
n−1∑
i=1

|ri,i+1|
)

6 3σ2

n

n→∞−−−−→ 0,

即 Markov条件 成立. 因此 {ξn} 满足大数定律. �

练习5.2.6 设 {ξn} 为独立随机变量序列, 每个 ξn 有有限的方差 σ2
n, 且 σ2

n/n → 0, 试证明 {ξn} 满足大数

定律.

证明: 由独立性, 知

1

n2
D

( n∑
k=1

ξk

)
=

1

n2

n∑
k=1

D(ξk) 6
1

n

n∑
k=1

σ2
k

k

n→∞−−−−→ 0,

即 Markov条件成立, 所以 {ξn} 满足大数定律. �

练习5.2.7 设 {ξn} 为独立随机变量序列, 试证明

ξn
a.e.−−→ 0 ⇐⇒

∞∑
k=1

P
(
|ξk| > ε

)
< ∞ 对所有的 ε > 0.

证明: 由 Borel-Cantelli 引理, 对于任意 ε > 0, 有
∞∑
k=1

P(|ξk| > ε) < ∞ ⇐⇒ P
(

lim
n→∞

{|ξn| > ε}
)
= 0 ⇐⇒ P

( ∞∩
n=1

∞∪
m=n

{|ξn| > ε}
)

= 0

⇐⇒ lim
n→∞

P
( ∞∪

m=n

{|ξn| > ε}
)

= 0 ⇐⇒ ξn
a.s.−−→ 0.

�

练习5.2.8 设 {ξn} 为独立同分布随机变量序列, 且有有限的方差 D(ξn) = σ2, 试证明样本方差

S2
n =

1

n− 1

n∑
k=1

(ξk − ξ̄)2
a.e.−−→ σ2,

其中 ξ̄ = 1
n

n∑
k=1

ξk.

证明: 因为 S2
n = n

n−1

(
1
n

n∑
k=1

ξ2k − (ξ̄)2
)
, 且独立同分布随机变量列 {ξ2n} 和 {ξn} 都满足强大数定律,

所以

lim
n→∞

S2
n = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ξ2k − lim
n→∞

(
1

n

n∑
k=1

ξk

)2

= E(ξ21)− (E(ξ1))2 = σ2 a.e..

�

练习5.2.9 若非负连续函数 f 和 g 满足条件

0 < f(x) 6 cg(x), x ∈ [0, 1],
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其中 c > 0 为常数. 试用大数定律证明

lim
n→∞

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f(x1) + · · ·+ f(xn)

g(x1) + · · ·+ g(xn)
dx1dx2 · · · dxn =

∫ 1

0

f(x)dx∫ 1

0

g(x)dx

.

证明: 取独立同分布随机变量序列 {ξn}, 使得 ξ1 ∼ U(0, 1). 注意到

E(f(ξn)) =
∫ 1

0

f(x)dx, E(g(ξn)) =
∫ 1

0

g(x)dx,

利用强大数定律得

lim
n→∞

f(ξ1) + · · ·+ f(ξn)

g(ξ1) + · · ·+ g(ξn)
=

∫ 1

0

f(x)dx∫ 1

0

g(x)dx

a.e..

注意到
∣∣∣ f(ξ1)+···+f(ξn)
g(ξ1)+···+g(ξn)

∣∣∣ 6 c, 利用控制收敛定理得

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f(x1) + · · ·+ f(xn)

g(x1) + · · ·+ g(xn)
dx1dx2 · · · dxn = E

(
f(ξ1) + · · ·+ f(ξn)

g(ξ1) + · · ·+ g(ξn)

)
n→∞−−−−→

∫ 1

0

f(x)dx∫ 1

0

g(x)dx

.

�
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§5.3.5 练习题

练习5.3.1 某人寿保险公司售出人寿保险 10000 份, 每份收保金 12 元, 并给定在保期内死亡者可得

到 1000 元的赔付金. 如果每个持保单者在保险期内死亡的概率 p = 0.006, 求保险公司

(1) 亏本;

(2) 盈利达 40000 元以上;

(3) 盈利达 60000 元以上;

(4) 盈利达 80000 元以上的概率.

解: 用 ξ 表示持保单者在保期内死亡的人数, 则 ξ ∼ B(10000, 0.006). 保险公司的赔付金额为 1000ξ.

(1) 由中心极限定理, 亏本的概率为

P(1000ξ > 120000) = 1− P(ξ 6 120) ≈ 1− Φ

(
120− 10000× 0.006√

10000× 0.006× (1− 0.006)

)
≈ 0.

(2) 类似地, 盈利达 40000 元以上的概率为

P(120000− 1000ξ > 40000) = P(ξ 6 80) ≈ Φ

(
80− 60

100
√
0.006× 0.994

)
≈ 0.9952.

(3) 盈利达 60000 元以上的概率为

P(120000− 1000ξ > 60000) = P(ξ 6 60) ≈ Φ(0) = 0.5.

(4) 盈利达 80000 元以上的概率为

P(120000− 1000ξ > 80000) = P(ξ 6 40) ≈ Φ

(
40− 60

100
√
0.006× 0.994

)
≈ 0.0048016.

�

练习5.3.2 某同学平均每天学习 8 小时, 标准差为 2 小时, 求 365 天内他学习时间超过 3200 小时的概率.

解: 用 ξn 表示该同学第 n天学习小时数,则 365天总学习时间 ξ =
365∑
n=1

ξn,且 Et(ξ1) = 8, D(ξ1) = 4.

由中心极限定理, 总学习时间超过 3200 小时的概率

P(ξ > 3200) = P
(
ξ − 8× 365√

365× 4
>

3200− 8× 365√
365× 4

)
≈ 1− Φ

(
3200− 8× 365√

365× 4

)
≈ 0.

�

练习5.3.3 设 {ξn} 独立同分布, D(ξ1) = σ2 ∈ (0,∞), 试证明

lim
n→∞

P
( n∑

k=1

ξk 6 nE(ξ1) + 1

)
=

1

2
.

证明: 显然

P
( n∑

k=1

ξk 6 nE(ξ1) + 1

)
= P

(∑n
k=1(ξk − E(ξ1))√

nσ
− 1√

nσ
6 0

)
.

根据中心极限定理, 并注意到 lim
n→∞

1√
nσ

= 0, 可得∑n
k=1(ξk − E(ξ1))√

nσ
− 1√

nσ

w−→ ξ ∼ N(0, 1).
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所以

lim
n→∞

P
( n∑

k=1

ξk 6 nE(ξ1) + 1

)
= P(ξ 6 0) =

1

2
.

�

练习5.3.4 试用中心极限定理证明:

lim
n→∞

n∑
k=0

nk

k!
e−n =

1

2
.

证明: 取独立同分布随机变量列 {ξn}, 使得 ξ1 ∼ P (1). 令

ηn =
n∑

k=1

ξk,

由 Poisson 分布关于参数的再生性知 ηn ∼ P (n), 从而

e−n
n∑

k=0

nk

k!
= P(ηn 6 n) = P

(∑n
k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

6 0

)
.

注意到 {ξn} 满足中心极限定理, 可得

lim
n→∞

e−n
n∑

k=0

nk

k!
= Φ(0) =

1

2
.

�

练习5.3.5 设

η =

∞∑
k=1

ξk
10k

∼ U(0, 1),

其中 ξk ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. 试证明

lim
n→∞

P
( n∑

k=1

ξk 6 9n

2

)
=

1

2
.

证明: 对于任何正整数 n, 任何 0 到 9 之间的整数 kj , 1 6 j 6 n, 记 An(k1, k2, · · · , kn) , {ξ1 =

k1, ξ2 = k2, · · · , ξn = kn}, 则 {An(k1, k2, · · · , kn)} 互不相容, 且

P(An(k1, k2, · · · , kn)) = P(0.k1k2 · · · kn < η 6 0.k1k2 · · · kn + 10−n) =
1

10n
.

从而对于任何自然数 n, 有

P(ξn = kn) = P
( ∪

06k1,k2,··· ,kn−169

An(k1, k2, · · · , kn)
)

=
∑

06k1,k2,··· ,kn−169

P(An(k1, k2, · · · , kn))

=
∑

06k1,k2,··· ,kn−169

1

10n

=
1

10
.

即 ξn 的密度矩阵为 (
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

)
,
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亦即 {ξn} 为同分布随机变量序列, 并且

E(ξ1) =
9

2
, D(ξ1) ∈ (0,∞). (1.6)

进一步, 对于任何 0 6 k1, k2, · · · , kn 6 9, 有

P(ξ1 = k1, ξ2 = k2, · · · , ξn = kn) =
1

10n
=

n∏
i=1

P(ξi = ki),

即 {ξn} 为独立同分布随机变量序列, 由(1.6) 和定理 5.3.1 知 {ξn} 满足中心极限定理并且

lim
n→∞

P
( n∑

k=1

ξk 6 9n

2

)
= lim

n→∞
P
(∑n

k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

6 0

)
= Φ(0) =

1

2
.

�

练习5.3.6 设随机变量列 {ξn} 独立同分布, E(ξn) = 0, D(ξn) = 1. 试证明

ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn√
ξ21 + ξ22 + · · ·+ ξ2n

w−→ η ∼ N(0, 1).

证明: 由 {ξn} 独立同分布和 1 = D(ξ1) = E(ξ21) 知 {ξ2n} 服从强大数定律, 并且 1
n

n∑
k=1

ξ2k
a.s.−−→ 1. 注

意到 {ξn} 服从中心极限定理和练习 5.1.11 结论可得∑n
k=1(ξk − E(ξk))√∑n

k=1 ξ
2
k

−
∑n

k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

=

∑n
k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

( √
nD(ξ1)√∑n

k=1 ξ
2
k

− 1

)
=

∑n
k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

( √
n√∑n

k=1 ξ
2
k

− 1

)
w−→ 0.

再由 {ξn} 服从中心极限定理和练习 5.1.10 结论知∑n
k=1 ξk√∑n
k=1 ξ

2
k

=

∑n
k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

+

(∑n
k=1(ξk − E(ξk))√∑n

k=1 ξ
2
k

−
∑n

k=1(ξk − E(ξk))√
D(

∑n
k=1 ξk)

)
w−→ ξ ∼ N(0, 1).

�

练习5.3.7 设有 n 个口袋, 对 k = 1, 2, · · · , n, 第 k 个口袋中有 1 个白球与 k − 1 个黑球. 每个袋中任

取 1 球, 以 ξn 表示得到的白球数, 试证明
{

ξn−E(ξn)√
D(ξn)

}
渐近服从 N(0, 1).

证明: 记

ζk =

{
1, 从第 k 个袋中取出的是白球;

0, 否则.

显然 {ζk} 为独立随机变量列, ξn =
n∑

k=1

ζk, 且对于任何自然数 k, 有

P(ζk = 1) =
1

k
, E(ζk) =

1

k
, D(ζk) =

1

k

(
1− 1

k

)
.

因为 max16k6n |ζk| = 1,

B2
n = D

( n∑
k=1

ζk

)
=

n∑
k=1

D(ζk) =
n∑

k=1

1

k

(
1− 1

k

)
和

lim
n→∞

1

Bn
= lim

n→∞

( n∑
k=1

1

k

(
1− 1

k

))− 1
2

→ 0,
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由定理 5.3.7 知, {ζk} 满足中心极限定理, 即
{

ξn−E(ξn)√
D(ξn)

}
渐近服从 N(0, 1). �

练习5.3.8 设有 n 个口袋，对 k = 1, 2, · · · , n, 第 k 个口袋中有 1 个白球与 k − 1 个黑球. 从每个袋中

有放回地任取两球, 若两球全为白球则认为是成功. 用 ηn 表示成功总数. 试证明
{

ηn−E(ηn)√
D(ηn)

}
不渐近服

从 N(0, 1).

证明: 令

ζk =

{
1, 从第 k 袋中取出两白球;

0, 否则.

则 {ζk} 为独立随机变量列, ηn =
n∑

k=1

ζk, 且对于任何自然数 k, 有

P(ζk = 1) =
1

k2
, E(ζk) =

1

k2
, D(ζk) =

1

k2

(
1− 1

k2

)
,

E(ηn) =
n∑

k=1

1

k2
, D(ηn) =

n∑
k=1

1

k2

(
1− 1

k2

)
,

从而当 x < 0 时有

P
(
ηn − E(ηn)√

D(ηn)
6 x

)
= P

(
ηn 6

n∑
k=1

1

k2
+ x

√
D(ηn)

)
6 P(ηn 6 a+ bx),

其中

a =

∞∑
k=1

1

k2
> 0, b =

( ∞∑
k=1

1

k2

(
1− 1

k2

)) 1
2

> 0.

注意到 ηn > 0, 可得

{ηn 6 a+ bx} = ∅, x < −a

b
.

因此, 当 x < −a/b 时, 有

lim
n→∞

P
(
ηn − E(ηn)√

D(ηn)
6 x

)
6 lim

n→∞
P(ηn 6 a+ bx) = lim

n→∞
P(∅) = 0 ̸= Φ(x).

即
{

ηn−E(ηn)√
D(ηn)

}
不渐近服从 N(0, 1). �

练习5.3.9 设 {ξn} 为独立随机变量列,

P(ξn = k) =

{
1− 1

n2 , k = 0;
1

2n2 , k = ±n.

试证 {ξn} 不满足中心极限定理.

证明: 显然 E(ξn) = 0, D(ξn)1 和 B2
n =

n∑
k=1

D(ξk) = n. 而

P
(

1

Bn

n∑
k=1

(ξk − E(ξk)) = 0

)
= P

( n∑
k=1

ξk = 0

)
> P

( n∩
k=1

{ξk = 0}
)

=
n∏

k=1

P(ξk = 0) =
n∏

k=1

(
1− 1

k2

)
n→∞−−−−→

∞∏
k=1

(
1− 1

k2

)
> 0,
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所以 {ξn} 不满足中心极限定理. �

练习5.3.10 设 {ξn} 为独立随机变量序列, ξn ∼ N(0, σ2
n), 其中

σ2
1 = 1, σ2

n+1 = (n+ 1)

n∑
k=1

σ2
k.

试证 {ξn} 满足中心极限定理, 但

lim
n→∞

max
16k6n

σ2
k

B2
n

= 0 (1.7)

不成立, 从而 Lindeberg 条件不成立.

证明: 因为 {ξk} 为独立随机变量序列, 所以

(ξ1, ξ2, · · · , ξn) ∼ N (⃗0, B),

其中

B =

 σ2
1

. . .

σ2
n

 .

从而 η =
n∑

k=1

ξk 服从正态分布, 进而

1

Bn

n∑
k=1

(ξk − E(ξk)) =
ηn − E(ηn)√

D(ηn)
∼ N(0, 1), n > 1.

即 {ξn} 满足中心极限定理.

另一方面,

max
16k6n

σ2
k

B2
n

> σ2
n

B2
n

=
σ2
n

B2
n−1 + σ2

n

=

(
B2

n−1

σ2
n

+ 1

)−1

=

(
1

n
+ 1

)−1
n→∞−−−−→ 1,

因此(1.7)不成立, 从而 Lindeberg 条件不成立. �


