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§4.1.4 练习题

练习4.1.1 设 ξ 和 η 均为简单随机变量, 试证明 E(ξ + η) = E(ξ) + E(η).

证明: 不妨假设

ξ =
n∑

i=1

xi1Ai , η =
m∑
j=1

yj1Bj ,

其中 {Ai} 和 {Bj} 均为样本空间的分割. 记 Cij = AiBj , 则 {Cij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m} 构成样本空间

的一个新分割, 且

ξ + η =
n∑

i=1

m∑
j=1

(xi + yj)1AiBj
.

所以由数学期望的定义和概率的有限可加性得

E(ξ + η) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(xi + yj)P(AiBj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

xiP(AiBj) +
n∑

i=1

m∑
j=1

yjP(AiBj)

=

n∑
i=1

xiP(Ai) +

m∑
j=1

yjP(Bj) = E(ξ) + E(η).

�

练习4.1.2 假设简单随机变量 ξ 和 η 相互独立, 试证明

E(ξη) = E(ξ)E(η).

证明: 不妨设 ξ(Ω) = {x1, · · · , xn}, η(Ω) = {y1, · · · , ym}, 则

E(ξ)E(η) =

(
n∑

i=1

xiP(ξ = xi)

)(
m∑
j=1

ymP(η = yj)

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjP(ξ = xi, η = yj)

= E

(
n∑

i=1

m∑
j=1

xiyj1{ξ=xi,η=yj}

)
= E(ξη).

�

练习4.1.3 若 η 的数学期望为实数, 且 η 6 ξn ↑ ξ, 试证明

lim
n→∞

E(ξn) = E(ξ).
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证明: 令 ζn = ξn − η, 则 0 6 ζn ↑ ξ − η, 由单调收敛定理和数学期望的线性性质得

lim
n→∞

E(ζn) = E(ξ − η) = E(ξ)− E(η).

注意到 E(ζn) = E(ξn)− E(η), 由此得证结论. �

练习4.1.4 若 ξn 和 η 的数学期望都存在, 且 ξn > η, 试证明

E
(

inf
k>n

ξk

)
6 inf

k>n
E(ξk).

证明: 由数学期望的单调性得

E
(

inf
k>n

ξk

)
6 E(ξn+m), m > 0,

从而

E
(

inf
k>n

ξk

)
6 inf

m>0
E(ξn+m) = inf

k>n
E(ξk).

�

练习4.1.5 设 ξ 为离散型随机变量, 其密度矩阵为(
x1 x2 · · · xn · · ·
p1 p2 · · · pn · · ·

)
,

Borel 函数 f > 0, 试证明 ηn =
n∑

i=1

f(xi)1{ξ=xi} 为简单随机变量, 且

E(f(ξ)) =
∞∑
i=1

f(xi)pi.

证明: 显然 ηn 为有限个事件的示性函数的线性组合, 所以它为简单随机变量. 注意到 f > 0,

得 0 6 ηn ↑ f(ξ), 由单调收敛定理和数学期望的线性性质得

E(f(ξ)) = lim
n→∞

E(ηn) = lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi)P(ξ = xi) =

∞∑
i=1

f(xi)pi.

�

练习4.1.6 设 ξ1, ξ2, · · · , ξn 独立同分布, ξ1 ∼ U(0, 1), 试求

E(min{ξ1, ξ2, · · · , ξnt}), E(max{ξ1, ξ2, · · · , ξn}).

解: 记 ξ = min{ξ1, ξ2, · · · , ξn}, η = max{ξ1, ξ2, · · · , ξn}, 则 (ξ, η) 的联合密度函数

p(ξ,η)(x, y) = n(n− 1)(y − x)n−2, 0 < x < y < 1,

所以 ξ 和 η 的边缘密度函数分别为

pξ(x) =

∫ ∞

−∞
p(ξ,η)(x, y)dy = n(1− x)n−1, 0 < x < 1,

pη(y) =

∫ ∞

−∞
p(ξ,η)(x, y)dx = nyn−1, 0 < y < 1,

从而

E(min{ξ1, ξ2, · · · , ξn}) =
∫ 1

0

xn(1− x)n−1dx =

∫ 1

0

(1− x)ndx =
1

n+ 1
,

E(max{ξ1, ξ2, · · · , ξn}) =
∫ 1

0

nyndy =
n

n+ 1
.
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�

练习4.1.7 设 ξ ∼ B(n, p), 试求 E(ξ(ξ − 1)).

解: 显然

E(ξ(ξ − 1)) =
n∑

k=0

k(k − 1)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=2

k(k − 1)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= n(n− 1)p2
n∑

k=2

(n− 2)!

(k − 2)!(n− k)!
pk−2(1− p)n−k

= n(n− 1)p2
n−2∑
m=0

(n− 2)!

m!(n− 2−m)!
pm(1− p)n−2−m

= n(n− 1)p2.

�

练习4.1.8 设 ξ ∼ t(n), 求 E(ξ).

解: 注意到被积函数为奇函数得

E(ξ) =
∫ ∞

−∞
x

Γ(n+1
2 )

√
nπΓ(n2 )

(
x2

n
+ 1

)−n+1
2

dx = 0.

�

练习4.1.9 设随机变量 ξ 有 Laplace 分布, 其密度函数为

p(x) =
1

2λ
e−

1
λ |x−µ|,

其中 λ > 0, 求 E(ξ).

解:

E(ξ) =
∫ ∞

−∞

x

2λ
e−

1
λ |x−µ|dx

=

∫ ∞

−∞

x− µ

2λ
e−

1
λ |x−µ|dx+

∫ ∞

−∞

µ

2λ
e−

1
λ |x−µ|dx

=

∫ ∞

−∞

y

2λ
e−

1
λ |y|dy + µ = µ.

�

练习4.1.10 设 ξ1, ξ2, · · · , ξn 独立同分布, 有密度

pk = P(ξ1 = k), k = 0, 1, · · · .

记 µk = p0 + p1 + · · ·+ pk−1, νk = 1− µk, 试证明

E(min{ξ1, ξ2, · · · , ξn}) =
∞∑
k=1

νnk , E(max(ξ1, ξ2, · · · , ξn)) =
∞∑
k=1

(1− µn
k ).
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证明: 若 η 为取非负整值随机变量, 则

E(η) =
∞∑
i=1

iP(η = i) =
∞∑
i=1

i∑
k=1

P(η = i)

=
∞∑
k=1

∞∑
i=k

P(η = i) =
∞∑
k=1

P(η > k).

注意到

P(min{ξ1, ξ2, · · · , ξn} > k) = P(ξ1 > k, ξ2 > k, · · · , ξn > k) =

( ∑
m>k

pm

)n

= νnk ,

得

E(min{ξ1, ξ2, · · · , ξn}) =
∞∑
k=1

P(min{ξ1, ξ2, · · · , ξn} > k) =

∞∑
k=1

νnk .

类似地, 由

P(max{ξ1, ξ2, · · · , ξn} > k) = 1− P(max{ξ1, ξ2, · · · , ξn} < k) = 1− µn
k ,

得

E(max{ξ1, ξ2, · · · , ξn}) =
∞∑
k=1

P(max{ξ1, ξ2, · · · , ξn} > k) =
∞∑
k=1

(1− µn
k ).

�

练习4.1.11 设随机变量 ξ, η 独立同分布, ξ ∼ N(a, σ2), 试证明

E(ξ ∨ η) = a+
σ√
π
.

证明: 显然

E(ξ ∨ η) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

x ∨ y

2πσ2
e−

(x−a)2+(y−a)2

2σ2 dxdy

=
1

2πσ2

∫ ∞

−∞

(∫ x

−∞
xe−

(x−a)2+(y−a)2

2σ2 dy +

∫ ∞

x

ye−
(x−a)2+(y−a)2

2σ2 dy

)
dx.

注意到 ∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

ye−
(x−a)2+(y−a)2

2σ2 dy =

∫ ∞

−∞
dy

∫ y

−∞
ye−

(x−a)2+(y−a)2

2σ2 dx.

有

E(ξ ∨ η) =
2

2πσ2

∫ ∞

−∞
dx

∫ x

−∞
xe−

(x−a)2+(y−a)2

2σ2 dy

=
2√
2πσ

∫ ∞

−∞
xe−

(x−a)2

2σ2 Φ

(
x− a

σ

)
dx.

作积分变换 z = x−a
σ 得

E(ξ ∨ η) =
2√
2π

∫ ∞

−∞
(a+ σz)e−

z2

2 Φ(z)dz

= a+
σ

π

∫ ∞

−∞
e−z2

dz = a+
σ√
π
,

即 E(ξ ∨ η) = a+ σ√
π
. �
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练习4.1.12 设袋中有 2n 球, 其中编号为 k 的球有
(
n
k

)
个(k = 0, 1, · · · , n). 现不放回地从袋中任

取 m 个(m < 2n), 求这些球上编号之和的数学期望.

解: 用 ξi 表示第 i 次取球的编号, 则所取出球上的编号之和为 ξ =
m∑
i=1

ξi, 且

P(ξi = k) =
1

2n

(
n

k

)
, 0 6 k 6 n,

所以

E(ξ) =
m∑
i=1

E(ξi) = mE(ξ1) = m
n∑

k=0

k
1

2n

(
n

k

)
=

mn

2n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
=

mn

2n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
=

mn

2
.

�

练习4.1.13 设商店每销售一吨大米获利 a 元, 每库存一吨大米损失 b 元, 假设大米的销量 Y (单位: t)服从

参数为 λ 的指数分布, 其密度函数为

p(y) = λe(−λy), y > 0.

问库存多少吨大米才能获得最大的平均利润.

解: 用 ξ 表示利润, x 表示库存大米吨数, 则

ξ = amin{Y, x} − bx.

从而平均利润

E(ξ) = aE(min{Y, x})− bx = a

∫ ∞

0

min{y, x}λe−λydy − bx

= a

(∫ x

0

yλe−λydy +

∫ ∞

x

xλe−λydy

)
− bx

= a

(
− xe−λx +

∫ x

0

e−λydy + xe−λx

)
− bx

=
a

λ
− a

λ
e−λx − bx.

要使平均利润最大, 只需

g(x) =
a

λ
− a

λ
e−λx − bx

最大. 注意到

g′(x) = ae−λx − b,

所以 g′ 的唯一零点为

x =
ln a− ln b

λ

达到 g 最大值, 即所以应存储 ln a−ln b
λ 吨大米. �

练习4.1.14 假设有 n 个分别标有编号 1 至 n 的球, 有 n 个分别标有编号 1 至 n 的盒, 且每个盒仅能放一

个球. 将球一次任意放入盒中, 用 ξ 表示其中球与盒同编号的盒的个数, 求 E(ξ).
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解: 记

ξi =

{
1, 第 i 号盒中为第 i 号球;

0, 否则.

则 ξ =
n∑

i=1

ξi, 从而

E(ξ) =
n∑

i=1

E(ξi) = nE(ξ1).

注意到 P(ξi = 1) = 1
n , 可得 E(ξi) = 1

n , 进而 E(ξ) = nE(ξ1) = 1. �

练习4.1.15 设 ξ 为非负整数值随机变量, 试证明其母函数

Gξ(s) = E(sξ), s ∈ (−1, 1).

证明: 给定 s ∈ (−1, 1), 显然 |sξ| 6 1. 因此

E(sξ) =
∞∑
k=0

skP(ξ = k) = Gξ(s),

即结论成立. �

§4.2.5 练习题

练习4.2.1 若随机变量 ξ > 0, 且 E(ξ) = 0, 试证明 ξ = 0 a.e..

证明: 对于任何正整数 n,

P
(
ξ >

1

n

)
= E

(
1( 1

n ,∞)(ξ)
)
6 E

(
nξ1( 1

n ,∞)(ξ)
)
6 nE(ξ) = 0.

由概率的下连续性得

P(ξ ̸= 0) = P(ξ > 0) = P
(

lim
n→∞

{
ξ >

1

n

})
= lim

n→∞
P
(
ξ >

1

n

)
= 0.

所以, ξ = 0 a.e.. �

练习4.2.2 若随机变量 ξ = η a.e., 试证明 E(ξ − η) = 0.

证明: 显然, ξ − η = (ξ − η)1{ξ ̸=η}. 注意到 P(ξ ̸= η) = 0, 由例 4.1.5 知

E(ξ − η) = E
(
(ξ − η)1{ξ ̸=η}

)
= 0.

结论成立. �

练习4.2.3 袋中有编号 1 至 n 的 n 张卡片, 现从中任意抽取 m 张. 试对以下两种情形求 m 张卡片上编号

之和的方差: (1) 有放回抽取; (2) 不放回抽取(m 6 n).

解: 用 ξk 表示取出的第 k 张卡片的编号, 则编号之和 ξ =
m∑

k=1

ξk, 且

E(ξ1) =
n∑

k=1

k · 1
n
=

n+ 1

2
, E(ξ21) =

n∑
k=1

k2 · 1
n
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
,
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进而

D(ξ1) = E(ξ21)− (E(ξ1))2 =
n2 − 1

12
.

(1) 此时 ξ1, · · · , ξm 独立同分布, 所以

D(ξ) =

m∑
k=1

D(ξk) = mD(ξ1) =
m(n2 − 1)

12
.

(2) 此时 ξ1, · · · , ξm 同分布, 但不相互独立. 注意到

E(ξ2) =
m∑
i=1

E(ξ2i ) + 2
∑

16i<j6m

E(ξiξj), E(ξ2i ) =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

当 1 6 i < j 6 m 时,

E(ξiξj) =
∑

16s,t6n

stP(ξi = s, ξj = t) =
∑

16s̸=t6n

stP(ξi = s, ξj = t)

=
∑

16s̸=t6n

stP(ξi = s)P(ξj = t|ξi = s) =
∑

16s̸=t6n

st · 1
n
· 1

n− 1

=
1

n(n− 1)

(( n∑
s=1

s

)2

−
n∑

s=1

s2
)

=
(n+ 1)(3n+ 2)

12
,

得

E(ξ2) =
m(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ 2

(
m

2

)
(n+ 1)(3n+ 2)

12
=

m(n+ 1)(n+ 3nm+ 2m)

12
,

所以

D(ξ) = E(ξ2)− (E(ξ))2 =
m(n+ 1)(n+ 3nm+ 2m)

12
−
(
m(n+ 1)

2

)2

=
m(n+ 1)(n−m)

12
.

�

练习4.2.4 设 ξ1 和 ξ2 是相互独立的随机变量, D(ξi) = σ2
i > 0. 求常数 a1 和 a2, 使得 a1ξ1 + a2ξ2 的方差

最小, 其中 a1 + a2 = 1.

解: 由独立性和 a1 + a2 = 1 得

D(a1ξ1 + a2ξ2) = a21D(ξ1) + a22D(ξ2) = a21σ
2
1 + (1− a1)

2σ2
2 = a21(σ

2
1 + σ2

2)− 2a1σ
2
2 + σ2

2

=

(
a1

√
σ2
1 + σ2

2 −
σ2
2√

σ2
1 + σ2

2

)2

− σ4
2

σ2
1 + σ2

2

+ σ2
2 ,

所以当 a1 =
σ2
2

σ2
1+σ2

2
, a2 =

σ2
1

σ2
1+σ2

2
时, a1ξ1 + a2ξ2 的方差最小. �

练习4.2.5 设随机变量为 (ξ, η) 服从二维正态分布, E(ξ) = E(η) = 0, D(ξ) = D(η) = 1, r(ξ, η) = R. 试证

明

E(max(ξ, η)) =

√
1−R

π
.

证明: (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) =
1

2π
√
1−R2

exp
(
− x2 − 2Rxy + y2

2(1−R2)

)
,
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所以

E(max{ξ, η}) =
∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
max{x, y}p(x, y)dy =

∫ ∞

−∞
dx

∫ x

−∞
xp(x, y)dy +

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

yp(x, y)dy.

注意到∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

yp(x, y)dy =

∫ ∞

−∞
dy

∫ y

−∞
yp(x, y)dx =

∫ ∞

−∞
dx

∫ x

−∞
xp(y, x)dy =

∫ ∞

−∞
dx

∫ x

−∞
xp(x, y)dy,

得

E(max{ξ, η}) = 2

∫ ∞

−∞
dx

∫ x

−∞
xp(x, y)dy = 2

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

yp(x, y)dy.

注意到 ∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
xp(x, y)dy = 0,

得∫ ∞

−∞
dx

∫ x

−∞
xp(x, y)dy =

∫ ∞

−∞
dx

(∫ ∞

−∞
xp(x, y)dy −

∫ ∞

x

xp(x, y)dy

)
= −

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

xp(x, y)dy.

所以

(1 +R)E(max{ξ, η}) = 2

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

(y −Rx)p(x, y)dy

=
1

π

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

x

y −Rx√
1−R2

exp

(
− x2

2
− (y −Rx)2

2(1−R2)

)
dy

=

√
1−R2

π

∫ ∞

−∞
exp

(
− x2

2
− (1−R)x2

2(1 +R)

)
dx

=

√
1−R2

π

∫ ∞

−∞
exp

(
− x2

1 +R

)
dx

= (1 +R)

√
1−R

π
,

即 E(max{ξ, η} =
√

1−R
π . �

练习4.2.6 设 ξ1 和 ξ2 相互独立, ξ1 ∼ N(1, 3), ξ2 ∼ N(2, 4). 记

η1 = 3ξ1 + 2ξ2 + 2, η2 = 2ξ1 − 5ξ2 + 6,

求 (η1, η2) 的方差矩阵.

解: 由于

D(η1) = 9D(ξ1) + 4D(ξ2) = 9× 3 + 4× 4 = 43, D(η2) = 4D(ξ1) + 25D(ξ2) = 4× 3 + 25× 4 = 112

和

cov (η1, η2) = cov (3ξ1 + 2ξ2, 2ξ1 − 5ξ2) = 6D(ξ1)− 10D(ξ2) = 6× 3− 10× 4 = −22,

所以 (η1, η2) 的方差矩阵为

(
43 −22
−22 112

)
. �

练习4.2.7 设随机变量 ξ 与 η 独立, 且方差存在, 则有

D(ξη) = D(ξ)D(η) + (E(ξ))2D(η) +D(ξ)(E(η))2
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(由此并可得 D(ξη) > D(ξ)D(η)).

证明: 由独立性得 E(ξ2η2) = E(ξ2)E(η2), E(ξη) = E(ξ)E(ηt), 所以

D(ξη) = E(ξ2)E(η2)− (E(ξ)E(η))2 = E(ξ2)E(η2)− (E(ξ))2E(η2) + (E(ξ))2E(η2)− (E(ξ))2(E(η))2

= D(ξ)E(η2) + (E(ξ))2D(η) = D(ξ)E(η2)−D(ξ)(E(η))2 +D(ξ)(E(η))2 + (E(ξ))2D(η)

= D(ξ)D(η) + (E(ξ))2D(η) +D(ξ)(E(η))2.

�

练习4.2.8 设随机变量 ξ1, ξ2, · · · , ξm+n(m < n) 是独立同分布的, 它们有有限的方差. 求 α = ξ1 + ξ2 +

· · ·+ ξn 和 β = ξm+1 + ξm+2 + · · ·+ ξm+n 的相关系数.

解: 显然 D(α) = nD(ξ1) = D(β), 且

cov (α, β) = cov

( m∑
i=1

ξi +
n∑

i=m+1

ξi,
n∑

i=m+1

ξi +
n+m∑
i=n+1

ξi) = cov

( n∑
i=m+1

ξi,
n∑

i=m+1

ξi

)

=

n∑
i=m+1

D(ξi) = (n−m)D(ξ1).

所以 r(α, β) = n−m
n . �

练习4.2.9 设 (ξ, η) 服从单位圆域 {(x, y) : x2 + y2 6 1} 上的均匀分布, 试证明 r(ξ, η) = 0.

解: (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) =
1

π
, x2 + y2 6 1,

由此可得

E(ξ) =
∫∫

R2

xp(x, y)dxdy = 0, E(η) =
∫∫

R2

xp(x, y)dxdy = 0,

cov (ξ, η) =

∫∫
R2

xyp(x, y)dxdy =

∫ 1

−1

dx

∫ √
1−x2

−
√
1−x2

xy
1

π
dy = 0,

所以 r(ξ, η) = 0. �

练习4.2.10 设 X 与 Y 为具有二阶矩的随机变量, 且 E(X2) > 0. 定义

Q(a, b) = E(Y − (a+ bX))2,

求 a, b 使 Q(a, b) 达到最小值 Qmin, 并证明

Qmin = D(Y )
(
1− (r(X,Y ))2

)
.

解: 显然

∂Q(a, b)

∂a
= −2E(Y − (a+ bX)) = 2(a+ bE(X)− E(Y )),

∂Q(a, b)

∂b
= −2E((Y − (a+ bX))X) = 2

(
aE(X) + bE(X2)− E(XY )

)
,

因此 Q(a, b) 的驻点满足方程 {
a+ bE(X) = E(Y ),

aE(X) + bE(X2) = E(XY ).
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注意到 E(X2 > 0, 解方程得

b =
cov (X,Y )

D(X)
, a = E(Y )− cov (X,Y )E(X)

D(X)
,

而

Q(a, b) = E(Y 2)− 2aE(Y )− 2bE(XY ) + a2 + 2abE(X) + b2E(X2),

从而 Q 的最小值为

Q

(
E(Y )− cov (X,Y )E(X)

D(X)
,
cov (X,Y )

D(X)

)
= E(Y 2)− 2(E(Y ))2 + 2

cov (X,Y )E(X)E(Y )

D(X)
− 2

cov (X,Y )E(XY )

D(X)
+ (E(Y ))2

− 2
cov (X,Y )E(X)E(Y )

D(X)
+

(cov (X,Y ))2(E(X))2

(D(X))2
+ 2

cov (X,Y )E(X)E(Y )

D(X)

− 2
(cov (X,Y ))2(E(X))2

(D(X))2
+

(cov (X,Y ))2E(X2)

(D(X))2

= D(Y )− (cov (X,Y ))2

D(X)

= D(Y )(1− (r(X,Y ))2).

�

练习4.2.11 设非负整值随机变量 ξ 的母函数为 G(s), 且 E(ξ) 与 E(ξ2) 有限, 试证明

G′(1) = E(ξ), G′′(1) = E(ξ2)− E(ξ).

证明: 将母函数逐项求导得

G′(s) =
∞∑

n=0

nP(ξ = n)sn−1, G′′(s) =
∞∑

n=0

n(n− 1)P(ξ = n)sn−2, s ∈ (−1, 1).

注意到 E(ξ)与 E(ξ2)有限,令s ↑ 1,利用幂级数的性质(幂级数的和函数在收敛域上连续)得 G′(1) = E(ξ),

G′′(1) = E(ξ2)− E(ξ). �

§4.3.3 练习题

练习4.3.1 设 (ξ, η)为连续型随机向量, 试证明 E(E(ξ|η)) = E(ξ).

证明: 设联合密度函数为 p(x, y), 则

E(E(ξ|η)) =
∫ +∞

−∞
E(ξ|η = y)p2(y)dy

=

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
xp(x|η = y)dx

)
p2(y)dy

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xp(x, y)dxdy = E(ξ).

�
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练习4.3.2 试利用条件数学期望的平滑性证明全概率公式.

证明: 设 A 为事件, {Bn} 为样本空间的一个分割, 取 ξ = 1A, η =
∑

n n1Bn . 由条件数学期望的平

滑性得

P(A) = E(ξ) = E(E(ξ|η)) =
∑
n

E(ξ|η = n)P(η = n).

注意到 {η = n} = Bn, 得 E(ξ|η = n) = P(A|Bn), 即

P(A) =
∑
n

P(Bn)P(A|Bn).

�

练习4.3.3 设某矿山在一个月中发生事故数 ξ 服从 Poisson 分布, 其参数 λ 为离散型随机变量, 密度矩阵

为 (
1 3
0.6 0.4

)
求 E(ξ|λ).

解: 显然

E(ξ|λ = 1) =
∞∑

n=0

n× 1

n!
e−1 = 1, E(ξ|λ = 3) =

∞∑
n=0

n× 3n

n!
e−3 = 3,

进而

E(ξ|λ)(ω) =

{
1, ω ∈ {λ = 1},
3, ω ∈ {λ = 3}.

�

练习4.3.4 袋中有 N 个球, 其中白球数 τ 为随机变量, E(τ) = n. 现从袋中有放回地任取 m 个球, 用 ξ 表

示其中白球个数, 求 ξ 的数学期望.

解: 对于 1 6 i 6 m, 记

ξi =

{
1, 第 i 次取出为白球;

0, 否则.

则 ξ =
m∑
i=1

ξi, 且 ξ1, ξ2, · · · , ξm 独立同分布. 所以

E(ξ) =
m∑
i=1

E(ξi) = mE(ξ1) = mE(E(ξ1|τ)) = mE
( τ

N

)
=

mn

N
.

�

练习4.3.5 某射手击中目标的概率为 p (0 < p < 1), 他向一目标连续进行射击, 直到第二次击中目标为止.

令 ξ 表示第一次击中目标时的次数, η 表示第二次击中目标时的次数, 试求 (ξ, η) 的联合分布列 pij , 条件

分布列 pi|j , pj|i, 及条件数学期望 E(ξ|η = j).

解: 由各次射击之间的独立性, 得联合分布列(密度)

pij = P(ξ = i, η = j) = (1− p)j−2p2, 1 6 i < j.
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从而边缘密度为

pi• =
∞∑

j=i+1

(1− p)j−2p2 = (1− p)i−1p, i > 1,

p•j =

j−1∑
i=1

(1− p)j−2p2 = (j − 1)(1− p)j−2p2, j > 2.

所以条件密度为

pi|j =
(1− p)j−2p2

(j − 1)(1− p)j−2p2
=

1

j − 1
, 1 6 i < j,

pj|i =
(1− p)j−2p2

(1− p)i−1p
= (1− p)j−i−1p, j > i.

条件期望为

E(ξ|η = j) =

j−1∑
i=1

i

(j − 1)
=

j

2
, j > 2.

�

练习4.3.6 设 ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · 为数学期望是有限数的独立随机变量序列, 随机变量 η 只取正整数值, 且

与 {ξn, n > 1} 独立,试证明

E
( η∑

k=1

ξk

)
=

∞∑
k=1

P(η > k)E(ξk).

证明: 由条件期望的平滑性得

E
( η∑

k=1

ξk

)
= E

(
E
( η∑

k=1

ξk

∣∣∣∣η)) =
∞∑

n=1

P(η = n)E
( η∑

k=1

ξk

∣∣∣∣η = n

)

=

∞∑
n=1

P(η = n)E
( n∑

k=1

ξk

)
=

∞∑
n=1

n∑
k=1

P(η = n)E(ξk)

=
∞∑
k=1

∞∑
n=k

P(η = n)E(ξk) =
∞∑
k=1

P(η > k)E(ξk).

�

练习4.3.7设随机变量 ξ1在区间 (0, 1)上均匀分布.对 k > 1,若已知 ξk = xk,则 ξk+1在区间 (xk, xk+1)上

均匀分布, 求 E(ξn).

解: 由条件期望的平滑性得

E(ξn) = E(E(ξn|ξn−1)) = E
(
ξn−1 + ξn−1 + 1

2

)
= E(ξn−1) +

1

2
= · · · = E(ξ1) +

n− 1

2
=

n

2
.

�

练习4.3.8 若 ξ 与 η 相互独立, 试证明

F (z) , E(Fξ(z − η))

为 ξ + η 的分布函数.

证明: 显然

Fξ+η(z) = E(1(−∞,z](ξ + η)),
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因此只需证明

E(1(−∞,z](ξ + η)) = E(Fξ(z − η)).

当 η 为简单随机变量时, 不妨假设其值域为 {x1, x2, · · · , xn}, 则

E(1(−∞,z](ξ + η)) = E(E(1(−∞,z](ξ + η)|η)) =
n∑

k=1

E(1(−∞,z](ξ + xk)|η = xk)P(η = xk)

=
n∑

k=1

E(1(−∞,z−xk](ξ))P(η = xk) =
n∑

k=1

Fξ(z − xk)P(η = xk)

= E(Fξ(z − η)).

此时结论成立.

当 η 为有界随机变量时, 取 Fξ+η 的连续点 z，以及单增简单随机变量列 {ηk}, 使得 ηk 6 η 6

ηk + 2−k, 则

Fξ(z − ηk) ↓ Fξ(z − η),

由控制收敛定理知

E(Fξ(z − η)) = lim
k→∞

E(Fξ(z − ηk)) = lim
k→∞

E(1(−∞,z](ξ + ηk)). (1.1)

注意到

1(−∞,z](ξ + η − 2−k) > 1(−∞,z](ξ + ηk) > 1(−∞,z](ξ + η),

有

Fξ+η(z + 2−k) = E(1(−∞,z](ξ + η − 2−k)) > E(1(−∞,z](ξ + ηk)) > E(1(−∞,z](ξ + η)) = Fξ+η(z).

注意到 z 为 Fξ+η 的连续点, 知

Fξ+η(z) = lim
k→∞

Fξ+η(z + 2−k) > lim
k→∞

E(1(−∞,z](ξ + ηk)) > Fξ+η(z),

带入(1.1)得

E(Fξ(z − η)) = Fξ+η(z).

对于任何实数 x, 取 Fξ+η 的连续点 zn ↓ x, 由分布函数的右连续性和控制收敛定理得

Fξ+η(x) = lim
n→∞

Fξ+η(zn) = lim
n→∞

E(Fξ(zn − η)) = E(Fξ(x− η)).
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对于任意随机变量 η, 取ηn = η1[−n,n](η), 由控制收敛定理

E(Fξ(z − η)) = lim
n→∞

E(Fξ(z − η)1[−n,n](η))

= lim
n→∞

E(E(Fξ(z − η)1[−n,n](η))|1[−n,n](η))

= lim
n→∞

E(Fξ(z − η)|1[−n,n](η) = 1)P(|η| 6 n)

+ lim
n→∞

E(Fξ(z − η)|1[−n,n](η) = 0)P(|η| > n)

= lim
n→∞

E(Fξ(z − η)|1[−n,n](η) = 1)P(|η| 6 n)

= lim
n→∞

E(1(−∞,z](ξ + η)|1[−n,n](η) = 1)P(|η| 6 n)

= lim
n→∞

E(1(−∞,z](ξ + ηn)|1[−n,n](η) = 1)P(|η| 6 n)

= lim
n→∞

E(1(−∞,z](ξ + ηn)|1[−n,n](η) = 1)P(|η| 6 n)

+ lim
n→∞

E(1(−∞,z](ξ + ηn)|1[−n,n](η) = 0)P(|η| > n)

= lim
n→∞

E(E(1(−∞,z](ξ + ηn)|1[−n,n](η)))

= lim
n→∞

E(1(−∞,z](ξ + ηn)) = lim
n→∞

E(1(−∞,z](ξ + η1[−n,n](η)))

= E(1(−∞,z](ξ + η)) = Fξ+η(z),

即结论成立. �

练习4.3.9 设 {ξk} 为相互独立的非负整值随机变量序列, 它们有共同的母函数 G(s). 如果 η 是另一正整

值随机变量, 其母函数为 F (s). 当 η 与 {ξk} 独立时, 试证明 ξ =
η∑

k=1

ξk 的母函数为 H(s) = F (G(s)).

证明: 由条件期望的平滑性立得 ξ 的母函数

H(s) = E(sξ) = E(E(sξ|η)) =
∞∑
k=1

P(η = k)E
(
s

η∑
i=1

ξi
∣∣∣∣η = k

)
.

注意到

E
(
s

η∑
i=1

ξi
∣∣∣∣η = k

)
= E

(
s

k∑
i=1

ξi
∣∣∣∣η = k

)
= E

(
s

k∑
i=1

ξi
)

= (G(s))k,

得

H(s) =

∞∑
k=1

P(η = k)(G(s))k = F (G(s)).

�

§4.4.4 练习题

练习4.4.1 若 f(t) 为 ξ 的特征函数, 试证明∫ τ

−τ

f(t)dt = 2E
(
sin(ξτ)

ξ

)
.
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证明: 记

tk = −τ +
2τk

n
, 0 6 k 6 n,

由数学期望的线性性质和控制收敛定理有∫ τ

−τ

f(t)dt = lim
n→0

n∑
k=1

E
(
eitkξ

)2τ
n

= lim
n→0

E
( n∑

k=1

eitkξ
2τ

n

)
= E

(∫ τ

−τ

eitξdt

)
.

注意到 ∫ τ

−τ

eitξdt =

∫ τ

−τ

(cos(tξ) + i sin(tξ))dt =

∫ τ

−τ

cos(tξ)dt =
2 sin(ξτ)

ξ
,

所以 ∫ τ

−τ

f(t)dt = E
(
2 sin(ξτ)

ξ

)
= 2E

(
sin(ξτ)

ξ

)
.

得结论. �

练习4.4.2 求下列特征函数对应的分布密度.

(1) f(t) = cos t.

(2) f(t) =
∞∑
k=0

ak cos(kt), 其中 ak > 0,
∞∑
k=0

ak = 1.

解: (1) 由于

cos(t) =
1

2
(exp(it) + exp(−it)) = E(eiξt),

其中 ξ 的密度矩阵为 (
−1 1
1
2

1
2

)
,

由唯一性定理知这是 cos t 对应的分布密度.

(2) 取离散型随机变量 ξ, 其密度为

P(ξ = k) =

{
a|k|
2 , k = ±1, · · · ,±n, · · · ;

a0, k = 0,
(1.2)

则其特征函数为

f(t) =
1

2

∞∑
k=1

(ak cos(kt) + i sin(kt)) + a0 +
1

2

∞∑
k=1

(ak cos(−kt) + i sin(−kt)) =
∞∑
k=0

ak cos(kt),

由唯一性定理知所求的概率密度由(1.2)给出. �

练习4.4.3 若随机变量 ξ 的特征函数是
eit(1− eint)

n(1− eit)
, 试证明 ξ 以概率

1

n
取值 1, 2, · · · , n.

证明: 若 ξ 以概率 1
n 取值 1, 2, · · · , n, 由特征函数的定义

fξ(t) = E(eitξ) =
1

n

n∑
k=1

eitk =
eit − (eit)n+1

n(1− eit)
=

eit(1− eitn)

n(1− eit)
.

由唯一性定理得结论. �

练习4.4.4 设随机变量 ξ 的分布函数为 F (x), F (x) 连续且严格单调. 求 F (ξ) + b 的特征函数, 其中 b 为实

数.
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解: 记 η = F (ξ) + b, 由 F 为严格单增连续函数得

Fη(x) = P(F (ξ) + b 6 x) = P(ξ 6 F−1(x− b)) =


0, x < b;

x− b, b 6 x < b+ 1;

1, x > b+ 1,

即 η ∼ U(b, b+ 1), 由例 4.4.3 结论知 F (ξ) + b 的特征函数为

f(t) =
eibt(eit − 1)

it
.

�

练习4.4.5 设 F (x) 和 f(t) 分别是随机变量 ξ 的分布函数和特征函数. 令

G(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h

F (y)dy,

其中 h > 0 为常数. 试证明 G(x) 为分布函数, 其对应的特征函数为
sin(ht)

ht
f(t).

证明: 取与 ξ 相互独立的随机变量 η ∼ U(−h, h), 则

fη(t) =
sin(ht)

ht
, fξ+η(t) = f(t)× sin(ht)

ht
.

另一方面,

Fξ+η(x) = E(F (x− η)) =
1

2h

∫ h

−h

F (x− u)du =
1

2h

∫ x+h

x−h

F (y)dy = G(x),

即 G(x) 为分布函数, 其特征函数为
sin(ht)

ht
f(t). �

练习4.4.6 要使函数 f(t) 及 1
f(t) 都成为特征函数, f(t) 必需且只需满足什么条件？

解: 若 f(t) 和 1
f(t) 均为特征函数, 则

|f(t)| 6 1,

∣∣∣∣ 1

f(t)

∣∣∣∣ 6 1,

所以 |f(t)| ≡ 1; 反之, 若特征函数 f(t) 的模恒等于 1, 则

1

f(t)
=

f(−t)

f(t)f(−t)
=

f(−t)

|f(t)|2
= f(−t)

为特征函数. 所以必需且只需 f(t) 为模恒等于 1 的特征函数. �

练习4.4.7 假设特征函数 f(t) 为实函数, 试证明

1− f(2t) 6 4(1− f(t)), 1 + f(2t) > 2(f(t))2.

证明: 设 ξ 的特征函数为 f(t), 由它为实值函数知

f(t) = E(eiξt) = E(cos(ξt)),

进而

1− f(2t) = E(1− cos(2ξt)) = E(1− cos2(tξ) + sin2(tξ)) = 2E(1− cos2(tξ)).

注意到1− cos2(tξ) 6 2− 2 cos(tξ), 由数学期望的单调性得

1− f(2t) 6 2E(2− 2 cos(tξ)) = 4(1− f(t));
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另一方面, 由 Cauchy-Schwarz 不等式得

1 + f(2t) = 2E(cos2(tξ)) > 2(E(cos(tξ)))2 = 2(f(t))2.

�

练习4.4.8 设二维随机变量 (ξ, η) 具有联合密度函数：

p(x, y) =

{
1
4 (1 + xy(x2 − y2)), |x| < 1, |y| < 1;

0 其他,

试证明 ξ + η 的特征函数等于 ξ 的特征函数与 η 的特征函数之积, 但是 ξ 和 η 并不相互独立.

证明: 因为

fξ+η(t) = E(ei(ξ+η)t) =
1

4

∫ 1

−1

dx

∫ 1

−1

ei(x+y)t(1 + xy(x2 − y2))dy

=
1

4

∫ 1

−1

cos(xt)dx

∫ 1

−1

cos(yt)dy =

(
sin t

t

)2

,

fξ(t) = E(eiξt) =
1

4

∫ 1

−1

dx

∫ 1

−1

eixt(1 + xy(x2 − y2))dy

=
1

4

∫ 1

−1

cos(xt)dx

∫ 1

−1

(1 + xy(x2 − y2))dy =
sin t

t
,

fη(t) = E(eiηt) =
1

4

∫ 1

−1

dy

∫ 1

−1

eiyt(1 + xy(x2 − y2))dx

=
1

4

∫ 1

−1

cos(yt)dy

∫ 1

−1

(1 + xy(x2 − y2))dx =
sin t

t
,

所以 fξ+η(t) = fξ(t)fη(t). 另一方面,

pξ(x) =
1

4

∫ 1

−1

(1 + xy(x2 − y2))dy =
1

2
, |x| < 1,

pη(y) =
1

4

∫ 1

−1

(1 + xy(x2 − y2))dx =
1

2
, |y| < 1,

所以 p(x, y) ̸= pξ(x)pη(y), 即 ξ 和 η 并不相互独立. �

练习4.4.9 试证明定理 4.4.12 中结论(1), (2), (5)和(6).

证明: 设 f(t1, t2, · · · , tn) 为随机向量 ξ⃗ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 的特征函数, 则

|f(t1, t2, · · · , tn)| =
∣∣∣∣E( exp

(
i

n∑
k=1

tkξk

))∣∣∣∣ 6 E
(∣∣∣∣ exp(i n∑

k=1

tkξk

)∣∣∣∣) = 1 = f(0, 0, · · · , 0),

即定理 4.4.12 结论(1)成立.

注意到

f(−t1,−t2, · · · ,−tn) = E
(
exp

(
i

n∑
k=1

(−tk)ξk

))
= E

(
exp

(
− i

n∑
k=1

tkξk

))
= f(t1, t2, · · · , tn),

即定理 4.4.12 结论(2)成立.

注意到

f(ξs1 ,ξs2 ,··· ,ξsk )(ts1 , ts2 , · · · , tsk) = E
(
exp

(
i

k∑
j=1

tsjξsj

))
= f(0, · · · , 0, ts1 , 0, · · · , 0, ts2 , 0, · · · , 0, tsk , 0, · · · , 0),



18

即定理 4.4.1 结论(5)成立.

由反演公式知联合特征函数与联合分布函数相互唯一确定, 由此知定理 4.4.12 结论(6)成立. �

练习4.4.10 设 ξ ∼ N(0, σ2), 试通过特征函数计算 E(ξ2).

解: 因为

fξ(t) = exp

(
− σ2t2

2

)
,

所以

dfξ(t)

dt
= −σ2t exp

(
− σ2t2

2

)
,

d2fξ(t)

dt2
= −σ2 exp

(
− σ2t2

2

)
+ σ4t2 exp

(
− σ2t2

2

)
,

即有

E(ξ2) =
1

i2
· d

2fξ(0)

dt2
= σ2.

�

§4.5.3 练习题

练习4.5.1 设 (ξ, η) 有密度

p(x, y) =
1

2π
exp

(
− 1

2
(2x2 + 2xy + y2)

)
,

求 cov (ξ, η).

解: 显然

2x2 + 2xy + y2 = (x, y)

(
2 1
1 1

)(
x
y

)
.

所以

(ξ, η) ∼ N

(
(0, 0),

(
2 1
1 1

)−1)
.

从而

var (ξ⃗) =

(
2 1
1 1

)−1

=

(
1 −1
−1 2

)
,

所以, cov (ξ, η) = −1. �

练习4.5.2 设 ξ⃗ = (ξ1, ξ2) 有密度

p(x, y) =
1

2π
exp

(
− 1

2
(2x2 + y2 + 2xy − 22x− 14y + 65)

)
,

求 ξ⃗ 的数学期望和方差矩阵.

解: 由待定系数法得

2x2 + y2 + 2xy − 22x− 14y + 65 = (x− 4, y − 3)

(
2 1
1 1

)(
x− 4
y − 3

)
,
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所以

E(ξ⃗) = (4, 3), var (ξ⃗) =

(
2 1
1 1

)−1

=

(
1 −1
−1 2

)
.

�

练习4.5.3 设 ξ⃗ = (ξ1, ξ2) ∼ N (⃗a,B), 其中

B =

(
σ2 rσ2

rσ2 σ2

)
.

试证明 η1 = ξ1 + ξ2 与 η2 = ξ1 − ξ2 相互独立.

证明: 记

A =

(
1 1
1 −1

)
,

则

(η1, η2) = ξ⃗A ∼ N (⃗aA,A′BA).

由于

A′BA =

(
2(1 + r)σ2 0

0 2(1− r)σ2

)
,

所以 η1 和 η2 相互独立, 即 ξ1 + ξ2 和 ξ1 − ξ2 相互独立. �

练习4.5.4 已知 ξ⃗ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∼ N (⃗a,B), 其中

B =

2 1 0
1 1 0
0 0 2

 ,

试证明 ξ1 与 ξ2 相互不独立, 而 (ξ1, ξ2) 与 ξ3 独立.

证明: 显然 cov (ξ1, ξ2) = 1, 所以 ξ1 和 ξ2 不相互独立.

记 η⃗1 = (ξ1, ξ2), η⃗2 = ξ3, 则有 cov (η⃗1, η⃗2) = (0, 0)′, 即 (ξ1, ξ2) 和 ξ3 相互独立. �

练习4.5.5 设 ξ⃗ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 为 n 元正态分布的随机变量. 求证对于任何常数 b0, b1, · · · , bn 有

P(b1ξ1 + b2ξ2 + · · ·+ bnξn = b0) = 0或 1.

证明: 记 C = (b1, b2, · · · , bn)′, 则 η =
n∑

k=1

bkξk = ξ⃗C ∼ N (⃗aC,C ′BC).

当实数 C ′BC > 0 时, η 为连续型随机变量, 从而 P(η = b0) = 0.

当 C ′BC = 0 时, η 的密度矩阵为
( a⃗C

1

)
, 即 P(η = b0) = 0 或 1.

综上所述 P
( n∑

k=1

bkξk = b0

)
= P(η = b0) = 0 或 1. �

练习4.5.6 假设 (ξ1, ξ2) 是服从二元正态分布的随机变量, 且对 k, j = 1, 2 有 E(ξk) = 0 与 E(ξkξj) = σ2 >

0. 求 η = σ−2ξ1ξ2 的分布.

解: 显然相关系数 r(ξ1, ξ2) = 1, 由定理 4.2.6 知

ξ1
σ

=
ξ2
σ
, a.e..
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这样 η = ξ1ξ2
σ2 与 ( ξ1σ )2 同分布, 即 η ∼ χ2(1). �

练习4.5.7 设 ξ⃗1, ξ⃗2, · · · , ξ⃗m 独立同分布, ξ⃗1 ∼ N(µ⃗, B),

z⃗1 =
m∑
i=1

aiξ⃗i, z⃗2 =
m∑
i=1

biξ⃗i,

其中 a1, a2, · · · , am, b1, b2, · · · bm 均为实数, 满足条件
m∑
i=1

aibi = 0, 试证明 z⃗1 和 z⃗2 相互独立, 都服从正态

分布.

证明: 记 η = (ξ⃗1, ξ⃗2, · · · , ξ⃗m),

η ∼ N((µ⃗, µ⃗, · · · , µ⃗), diag {B,B, · · · , B}),

且 (z⃗1, z⃗2) 是 η 的线性变换, 必然服从正态分布. 所以 z⃗1 和 z⃗2 都服从正态分布. 进一步,

cov (z⃗1, z⃗2) =
m∑
i=1

aicov (ξ⃗i, z⃗2) =
m∑
i=1

m∑
j=1

aibjcov (ξ⃗i, ξ⃗j) =
m∑
i=1

aibiB = 0B = O,

即 z⃗1 和 z⃗2 相互独立.

注: 事实上,

z⃗1 = (ξ⃗1, ξ⃗2, · · · , ξ⃗m)


a1Ik
a2Ik
...

amIk

 , z⃗2 = (ξ⃗1, ξ⃗2, · · · , ξ⃗m)


b1Ik
b2Ik
...

bmIk

 ,

其中 Ik 为 k 阶单位矩阵. �

练习4.5.8 已知随机向量 (ξ, η) 的联合密度函数

f(x, y) = Ce−(4(x−5)2+2(x−5)(y−3)+5(y−3)2),

求常数 C, E(ξ), E(η) 及特征函数 f(ξ,η)(t1, t2).

解:

4(x− 5)2 + 2(x− 5)(y − 3) + 5(y − 3)2 = (x− 5, y − 3)

(
4 1
1 5

)(
x− 5
y − 3

)
,

所以

(ξ, η) ∼ N

((
5
3

)′

,

(
2

(
4 1
1 5

))−1)
= N

((
5
3

)′

,

(
8 2
2 10

)−1)
.

进而

C =
1

2π

∣∣∣∣ 8 2
2 10

∣∣∣∣ 12 =

√
76

2π
, E(ξ) = 5, E(η) = 3

和

f(ξ,η)(t1, t2) = exp

(
i(5t1 + 3t2)−

5
38 t

2
1 − 1

19 t1t2 +
2
19 t

2
2

2

)
.

�
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练习4.5.9 假设 ξ⃗ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 的各个分量独立同分布, ξ1 ∼ N(0, 1). 若

η⃗ = ξ⃗A, A =


0 1

0
. . .

. . . 1
0

 ,

求 η⃗ = (η1, η2, · · · , ηn) 的特征函数, 以及在已知 η1 = 0 的情况下 ζ⃗ = (η2, η3, · · · , ηn) 的条件密度函数.

解: 显然

ξ⃗ ∼ N (⃗0, In),

其中 In 为 n 阶单位矩阵. 所以

η⃗ ∼ N (⃗0, A′A).

注意到

A′A =

(
0

In−1

)
,

得特征函数

fη⃗(t1, t2, · · · , tn) = exp

(
− 1

2

n∑
k=2

t2k

)
.

因此 η⃗ 的各个分量相互独立, 从而在已知 η1 = 0 的情况下 ζ⃗ = (η2, η3, · · · , ηn) 的条件分布函数等于 ζ⃗ 的

边缘分布函数, 且

fζ⃗(t2, t3, · · · , tn) = exp

(
− 1

2

n∑
k=2

t2k

)
,

相应的条件密度函数为

p(x2, x3, · · · , xn) = (2π)−(n−1)/2 exp

(
− 1

2

n∑
k=2

x2
k

)
.

�


