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1 第第第三三三章章章 随随随机机机变变变量量量与与与随随随机机机向向向量量量

§3.1.5 练习题

练习3.1.1 设 Ω 为样本空间，ξ : Ω → R, A ⊂ B ⊂ R, 试证明 ξ−1(A) ⊂ ξ−1(B).

证明: 若 ω ∈ ξ−1(A), 则 ξ(ω) ∈ A ⊂ B, 即 ω ∈ ξ−1(B), 所以 ξ−1(A) ⊂ ξ−1(B). �

练习3.1.2 若对每个 n > 1, ξn 为随机变量, 证明:

sup
n

ξn, inf
n

ξn, lim
n

ξn, lim
n

ξn

均为随机变量.

证明: 显然 {
sup
n

ξn 6 x

}
=

∞∩
n=1

{ξn 6 x},

{
inf
n

ξn 6 x

}
=

∞∩
m=1

∞∪
n=1

{
ξn 6 x+

1

m

}
,

所以 supn ξn 和 infn ξn 为随机变量.

进一步,{
lim
n

ξn 6 x

}
=

{
inf
n

sup
k>n

ξk 6 x

}
=

∞∩
m=1

∞∪
n=1

{
sup
k>n

ξk 6 x+
1

m

}
=

∞∩
m=1

∞∪
n=1

∞∩
k=n

{
ξk 6 x+

1

m

}
,{

lim
n

ξn 6 x

}
=

{
sup
n

inf
k>n

ξk 6 x

}
=

∞∩
n=1

{
inf
k>n

ξk 6 x

}
=

∞∩
n=1

∞∩
m=1

∞∪
k=n

{
ξk 6 x+

1

m

}
,

所以 lim
n

ξn 和 lim
n

ξn 为随机变量. �

练习3.1.3 设 ξ 和 η 均为随机变量, 试证明 ξ + η 为随机变量.

证明: 用 Q 表示有理数全体, 对于任何实数 x,

{ξ + η > x} =
∪
r∈Q

{ξ > r, η > x− r} =
∪
r∈Q

({ξ > r} ∩ {η > x− r}) =
∪
r∈Q

(
{ξ 6 r} ∩ {η 6 x− r}

)
.

注意到 Q 为可数集, 知 {ξ + η > x} 为事件, 从而 {ξ + η > x} = {ξ + η 6 x} 为事件, 亦即 ξ + η 为随机

变量.

附:若 ξ+η > x,则存在 r1 ∈ Q满足 ξ+η > r1 > x,再由 ξ > r1−η,存在 r ∈ Q满足 ξ > r > r1−η,

此时, η + r > r1 > x, 进而 η > x− r. �
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练习3.1.4 试证明互不相容事件的示性函数的线性组合为随机变量.

证明: 考虑互斥事件 A1, A2, · · · , An, 其线性组合

ξ(ω) =
n∑

i=1

ai1Ai
(ω),

其中 a1, a2, · · · , an 为实数, 往证 ξ 为随机变量.

对于任意实数 x, 有

{ξ 6 x} =
∪

k:ak6x

Ak

为事件, 即 ξ 为随机变量. �

练习3.1.5 若 F 为 ξ 的分布函数, 试证明如下等式

P(ξ = x) = F (x)− F (x−), P(ξ > x) = 1− F (x), P(a < ξ 6 b) = F (b)− F (a).

证明: 由概率的上连续性得

F (x)− F (x−) = P(ξ 6 x)− lim
n→∞

P
(
ξ 6 x− 1

n

)
= lim

n→∞
P
(
x− 1

n
< ξ 6 x

)
= P(ξ = x).

由补事件的概率计算公式得

P(ξ > x) = 1− P(ξ 6 x) = 1− F (x).

由概率的可减性得

P(a < ξ 6 b) = P(ξ 6 b)− P(ξ 6 a) = F (b)− F (a).

�

练习3.1.6 设随机变量 ξ 的分布函数为 F (x), 证明 η = eξ 也是随机变量, 并求 η 的分布函数.

证明: 对于任何实数 x,

{η 6 x} = {eξ 6 x} =

{
∅, x 6 0;

{ξ 6 lnx}, x > 0.

由 ξ 为随机变量知, η 为随机变量. 进一步, η 的分布函数为

Fη(x) =

{
0, x 6 0;

F (lnx), x > 0.

�

练习3.1.7 若 ξ 为连续型随机变量, 试证明

P(ξ = x) = 0, x ∈ R1.

证明: 设 ξ 的密度函数为 p(x), 由概率的上连续性得

P(ξ = x) = lim
n→∞

P
(
x− 1

n
< ξ 6 x

)
= lim

n→∞

∫ x

x− 1
n

p(t)dt = 0.

�

练习3.1.8 假设分布函数分段可微连续函数, 试证明该分布函数为连续型的.
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证明: 用 D 表示分布函数 F 的全体可微点, 由 F 分段可微知 D 至多为可列点集, 不妨假

设 D = {a1, a2, · · · }, 定义

p(x) =

{
dF (x)
dx , x ∈ D;

0, x /∈ D.

由 F 为连续函数和定积分的几何性质知

F (x) =

∫ x

−∞
p(t)dt,

即 F 为连续型分布函数. �

练习3.1.9 试证明连续型分布函数为连续增函数.

证明: 设 p(x) 为分布函数 F (x) 的密度函数, 则

F (x)− F (x+∆) =

∫ x

x+∆

p(x)dx
∆→0−−−→ 0,

即 F 为连续函数. 再由分布函数的性质知, F 为增函数. �

练习3.1.10 在半径为 R 的车轮边缘上有一裂纹, 求随机停车后裂纹距地面高度 ξ 的分布函数.

解: 用 θ 表示裂纹与车轴连线与垂直于地面的车轴与地面连线的夹角, Ω = [0, π). 则对于任

何 A ∈ B ∩ Ω, 有

P(θ ∈ A) =
m(A)

π
,

其中 m(A) 表示 A 的长度. 因此当 y ∈ (0, 2R) 时, 有

Fξ(y) = P(R−R cos θ 6 y) = P(arccos(1− y/R) > θ) =
arccos(1− y/R)

π
.

显然, 当 y 6 0 时, Fξ(y) = 0; 当 y > 2R 时, Fξ(y) = 1. 所以

Fξ(y) =


0, y 6 0;
arccos(1−y/R)

π , 0 < y < 2R;

1, y > 2R.

�

练习3.1.11 设 ξ 的密度函数

p(x) = e−e(x−a), x > 0,

求 b, 使 P(ξ > b) = b.

解: 由密度函数的性质知

1 =

∫ ∞

−∞
p(x)dx =

∫ ∞

0

e−e(x−a)dx = eea−1,

从而得 a = e−1. 要使 P(ξ > b) = b, 只需

0 < b =

∫ ∞

b

p(x)dx = e−e(b−e−1)−1 = e−be,

即 b = e−1. �
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练习3.1.12 设

F (x) =


0, x 6 0;
1 + 2x

3
, 0 < x 6 1;

1, 1 < x.

试证明 F (x) 为离散型分布函数和连续型分布函数的线性组合.

证明: 记

F1(x) = 1(0,∞)(x), F̃ (x) = F (x)− 1

3
F1(x).

令 F2(x) =
3
2 F̃ (x), 则 F1 和 F2 分别是离散型和连续型分布函数, 且

F (x) =
1

3
F1(x) +

2

3
F2(x),

即 F 可以写成离散型和连续型分布函数的线性组合. �

§3.2.4 练习题

练习3.2.1 向目标进行 20 次独立的射击, 假定每次命中率均为 0.2. 试求至少命中 19 次的概率.

解: 用 ξ 表示命中的次数, 则 ξ ∼ B(20, 0.2), 则至少命中 19 次的概率为

P(ξ > 19) =

(
20

19

)
× 0.219 × 0.8 +

(
20

20

)
× 0.220 ≈ 8.4935× 10−13.

�

练习3.2.2 同时掷两枚骰子, 直到某个骰子出现 6 点为止. 用 ξ 表示投掷的次数, 求 ξ 的密度.

解: 用 ξ 表示第一次某骰子出现 6 点所投掷的次数, 则 ξ ∼ G(p), 其成功概率

p = P(ξ = 1) = 1− 25

36
=

11

36
,

其密度为

pn = P(ξ = n) = g

(
n;

11

36

)
=

(
25

36

)n−1
11

36
, n > 1.

�

练习3.2.3 某公司经理拟将一提案交董事代表会批准, 规定如提案获多数代表赞成则通过. 经理估计各代表

对此提案投赞成票的概率为 0.6, 且各代表投票情况相互独立. 为以较大概率通过提案, 试问经理请 3 名

董事代表好还是请 5 名好?

解: 用 ξ 表示投赞成票的人数, 则 ξ ∼ B(n, 0.6), 其中 n 为所请代表人数. 当请 3 名代表时, 通过提

案的概率为

P(ξ > 1) = b(2; 3, 0.6) + b(3; 3, 0.6) ≈ 0.648,

当请 5 名代表时, 通过提案的概率为

P(ξ > 2) = b(3; 5, 0.6) + b(4; 5, 0.6) + b(5; 5, 0.6) ≈ 0.68256,
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所以请 5 名代表通过决议的概率较大. �

练习3.2.4 假定一硬币抛出正面的概率为 p(0 < p < 1), 反复抛这枚硬币直至正面与反面都出现过为止, 求

抛掷次数恰为 k 的概率.

解: {抛掷次数恰为 k} = {前 k− 1次为正面, 第 k次为反面} ∪ {前 k− 1次为反面, 第 k次为正面}. 因

此有

P ({抛掷次数恰为 k}) = pk−1(1− p) + (1− p)k−1p, k > 2.

�

练习3.2.5 甲、乙两队比赛篮球. 假定每一场甲乙队获胜的概率分别为 0.6 与 0.4, 且各场胜负独立. 如果

规定先胜 4 场者为冠军, 求甲队经 i 场(i = 4, 5, 6, 7)比赛而成为冠军的概率 pi. 再问与“三场两胜”制相比

较, 采用哪种赛制甲队最终夺得冠军的概率较小?

解: 对于 i = 4, 5, 6, 7 有

pi = f(i; 4, 0.6) =

(
i− 1

3

)
× 0.64 × 0.4i−4,

即

p4 ≈ 0.1296, p5 ≈ 0.2074, p6 ≈ 0.2074, p7 ≈ 0.1659.

在“先胜 4 场者为冠军”的规则下, 甲队夺冠概率为

p4 + p5 + p6 + p7 ≈ 0.7103.

另一方面，在“三场两胜”制的规则下, 甲队夺冠概率为

f(2; 2, 0.6) + f(3; 2, 0.6) ≈ 0.648.

所以采用“三场两胜”制甲队最终夺得冠军的概率较小. �

练习3.2.6 (Banach 火柴问题)某人口袋中有甲、乙两盒火柴, 开始时每盒火柴各装 n 根火柴. 每次他从口

袋中任取一盒使用其中一根火柴. 求此人发现一盒已空, 而另一盒尚剩 r 根的概率.

解: 用 A 表示“发现甲盒已空, 乙盒剩 r 根”的事件, B 表示“发现乙盒已空, 而甲盒剩 r 根”的事件.

用 ξn+1 表示第 n+ 1 次取到甲盒的时刻,则 ξn+1 ∼ f(k;n+ 1, 1
2 ). 所以

P(A) = P(ξn+1 = 2n− r + 1) = f

(
2n− r + 1;n+ 1,

1

2

)
=

(
2n− r

n

)(
1

2

)2n−r+1

.

类似地,

P(B) =

(
2n− r

n

)(
1

2

)2n−r+1

.

注意到 AB = ∅, 知所求概率为

P(A) + P(B) =

(
2n− r

n

)(
1

2

)2n−r

.

�
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练习3.2.7 在可列重 Bernoulli 实验中，以 ξi 表第 i 次成功的等待时间, 求证 ξ2 − ξ1 与 ξ1 有相同的概率

分布.

证明: 对于任何自然数 n, 由全概率公式

P(ξ2 − ξ1 = n) =
∞∑
i=1

P(ξ1 = i)P(ξ2 − ξ1 = n|ξ1 = i)

=
∞∑
i=1

P(ξ1 = i)P(ξ2 = n+ i|ξ1 = i)

=

∞∑
i=1

qi−1pqn−1p = qn−1p,

即 ξ2 − ξ1 与ξ1 有相同的概率分布. �

练习3.2.8 广义 Bernoulli 实验中假定一实验有 r 个可能结果 A1, A2, · · · , Ar, 并且 P(Ai) = pi > 0,

p1 + p2 + · · ·+ pr = 1. 现将此实验独立地重复 n 次．求 A1 恰出现入 k1 次, · · · , Ar 恰出现 kr 次(ki >

0, k1 + k2 + · · ·+ kr = n)的概率.

解: 用 ξi 表示在 n 次试验中事件 Ai 出现的次数(i = 1, 2, · · · , r), 则由概率的有限可加性和试验的独

立性得

P(ξ1 = k1, · · · , ξr = kr) =
n!

k1!k2! · · · kr!
pk1
1 pk2

2 · · · pkr
r , ki > 0, 1 6 i 6 r,

r∑
i=1

ki = n.

�

§3.3.3 练习题

练习3.3.1 假定一本 500 页的书总共有 500 个错字, 每个错字等可能地出现在每一页上. 试用 Poisson 分

布近似计算指定一页上有至少 3 个错字的概率.

解: 用 ξ 表示该页上错字的数目, 则 ξ ∼ B(500, 0.002), 从而

P(ξ > 3) = 1−
2∑

i=0

b(i; 500, 0.002) ≈ 1−
2∑

i=0

p(i; 1) ≈ 0.8.

�

练习3.3.2 假设一块放射性物质在单位时间内放射出的 α 粒子数 ξ ∼ P (λ), 而每个放射出的 α 粒子被仪

器记录下来的概率均为 p. 如果各粒子是否被记录相互独立, 试求被记录下例子数 η 的分布.

解: 记

ηi =

{
1, 第 i个粒子被仪器记录下来;

0, 否则.

则 {ηi}为独立同分布随机变量序列, ηi ∼ B(1, p). 进一步，记录下的 α粒子数 η =
ξ∑

i=1

ηi,且 {ηi}与 ξ 相

互独立. 由 Poisson 分布的随机选择不变性知, η ∼ P (λp). �
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练习3.3.3 在 Poisson 粒子流中, 用 ξt 表示 (0, t] 时间段内到达的粒子数, 用 η 表示第一个粒子到达的时

间, 试证明

P(η 6 s|ξt = 1) =
s

t
, s ∈ (0, t].

解: 不妨设粒子流的强度为 λ > 0. 注意到 {η 6 s} = {ξs > 1}, 有

P(η 6 s|ξt = 1) = P(ξs > 1|ξt = 1) =
P(ξs > 1, ξt = 1)

P(ξt = 1)
.

再注意到 s 6 t, 由独立增量性和平移不变性得

P(ξs > 1, ξt = 1) = P(ξs = 1, ξt = 1) = P(ξs = 1, ξt − ξs = 0) = P(ξs = 1)P(ξt−s = 0).

由于 ξt ∼ P (λt), 所以

P(η 6 s|ξt = 1) =
λse−λse−λ(t−s)

λte−λt
=

s

t
, s ∈ (0, t].

�

练习3.3.4 据以往的记录, 某商店每月出售的电视机台数 ξ 服从参数 λ = 7 的 Poisson 分布. 问月初应库

存多少台电视机, 才能以 0.999 的概率保证满足顾客对电视机的需求?

解: 设月初应库存 n 台电视机, 则

P(ξ 6 n) =

n∑
k=0

7k

k!
e−7.

注意到
15∑
k=0

7k

k!
e−7 < 0.999 <

16∑
k=0

7k

k!
texte−7.

得结论: 当 n > 16 时能够满足要求. �

练习3.3.5 假定每小时进入某商店的顾客数 ξ 服从 λ = 200 的 Poisson 分布, 而进来的顾客将购买商品的

概率均为 0.05, 且各顾客是否购物相互独立. 求在 1 小时中至少有 6 位顾客在此商店中购物的概率.

解: 用 η 表示在商店中购物的人数, 则由 Poisson 分布的随机选择不变性知, η ∼ P (0.05× 200), 所以

至少有 6 位顾客在此商店中购物的概率为

P(η > 6) = 1−
5∑

i=0

p(i; 10) ≈ 0.9329.

�

练习3.3.6 通过一交叉路口的汽车流可看作一个 Poisson 过程. 如果 1 分钟内没有汽车通过的概率为 0.02.

求 2 分钟内有多于 1 辆汽车通过的概率.

解: 用 ξt 表示 (0, t] 时间段内通过交叉路口的汽车辆数, 则 ξt ∼ P (λt). 注意到 e−λ = P(ξ1 = 0) =

0.02, 得 2 分钟内有多于 1 辆汽车通过的概率

P(ξ2 > 1) = 1− P(ξ2 6 1) = 1− e−2λ − 2λe−2λ ≈ 0.9965.

�
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练习3.3.7 设单调(或连续)函数 f 满足条件

f(x+ y) = f(x)f(y)

且不恒等于 0, 证明存在数 a, 使得 y = ax.

证明: 对于任何正整数 m 和 n, 有

f(n) = (f(1))n, f(n) =

(
f

(
n

m

))m

, f

(
n

m

)
= (f(1))n/m.

所以对于任何有理数 r > 0 有: f(r) = (f(1))r. 记 a = f(1) > 0. 由函数的单调(或连续)性得

f(x) = ax, x > 0.

若能证明 f(0) = 1, 则 f(x)f(−x) = 1, 即 f(−x) = (f(x))−1 = a−x, 亦即

f(x) = ax, x ∈ R.

所以只需证明 f(0) = 1.

显然, a = f(1) = f(0)f(1). 再注意到 f 不恒等于 0, 得 a ̸= 0, 进而得 f(0) = 1. �

练习3.3.8 试证, 如果非负整值离散型分布的密度 {pk, k = 0, 1, · · · } 满足条件
pk

pk−1
=

λ

k
, k > 1,

其中常数 λ > 0, 则此分布是以 λ 为参数的 Poisson 分布.

证明: 显然, 当 k > 1 时有: pk = λ
k pk−1. 递推得

pk =
λk

k!
p0.

注意到 1 =
∞∑
k=0

pk, 得 p0 = e−λ, 所以

pk = p(k;λ), k > 0,

即此分布是以 λ 为参数的 Poisson 分布. �

§3.4.4 练习题

练习3.4.1 在 △ABC 内任取一点 M , 连结 AM 并延长, 与边 BC 相交于 N , 试证明点 N 的坐标在线

段 BC 构成的区间上均匀分布.

证明: 用 ξ 表示线段 BN 的长度, b 表示 BC 的长度, 则 ξ ∈ (0, b). 记 h 为△ABC 的以 BC 为底边

的高, 根据几何概型的定义有

P(ξ 6 x) =
hx/2

hb/2
=

x

b
, x ∈ (0, b),

即 ξ ∼ U(0, b). �

练习3.4.2 假设 ξ ∼ N(a, σ2), η = cξ + d, 其中 c 和 d 为实数, 且 c > 0. 试证明 η ∼ N(ca+ d, (cσ)2).
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证明: 显然, 有

Fη(x) = P(η 6 x) = P
(
ξ 6 x− d

c

)
= Φ

( x−d
c − a

σ

)
= Φ

(
x− (ca+ d)

cσ

)
= Φ(ca+d),(cσ)(x).

所以 η ∼ N(ca+ d, (cσ)2). �

练习3.4.3 假设 a < b, 试证明 Φa,σ(x) > Φb,σ(x).

证明: 设 ξ ∼ N(a, σ2), 则 ξ + (b− a) ∼ N(b, σ2), 因此

Φa,σ(x) = P(ξ 6 x) > P(ξ 6 x− (b− a)) = P(ξ + (b− a) 6 x) = Φb,σ(x).

�

练习3.4.4 试证明 Φa,σ(a+ x) = 1− Φa,σ(a− x).

证明: 事实上,

Φa,σ(a+ x) = Φ

(
(a+ x)− a

σ

)
= Φ

(
x

σ

)
= 1− Φ

(
− x

σ

)
.

注意到

Φ

(
− x

σ

)
= Φ

(
(a− x)− a

σ

)
= Φa,σ(a− x).

得证结论. �

练习3.4.5 假设学生的成绩 ξ ∼ N(a, σ2). 若规定分数在 a + σ 以上为“优秀”, a 至 a + σ 之间为“良好”,

a− σ 至 a 之间为“一般”, a− σ 以下为“较差”. 试求这四个等级的学生各占多大比例(Φ(1) = 0.8413).

解: 令 η = ξ−a
σ , 则 η ∼ N(0, 1). 因此

P(ξ > a+ σ) = P(η > 1) = 1− Φ(1) = 0.1587,

P(a < ξ 6 a+ σ) = P(0 < η 6 1) = Φ(1)− 1

2
= 0.3413,

P(a− σ < ξ 6 a) = P(−1 < η 6 0) = Φ(1)− 1

2
= 0.3413,

P(ξ 6 a− σ) = P(η 6 −1) = 1− Φ(1) = 0.1587.

因此这四个等级的学生各占比例分别为 0.1587, 0.3413, 0.3413 和 0.1587. �

练习3.4.6 设 ξ 服从参数为 λ 的指数分布, 求 η = [ξ] + 1 的分布.

解: 显然, η 为取正整数值的随机变量, 其密度

pk = P(η = k) = P(k − 1 6 ξ < k) =

∫ k

k−1

λe−λxdx = e−λ(k−1)(1− e−λ), k > 1,

即 η ∼ G(1− e−λ). �

§3.5.5 练习题

练习3.5.1 试证明定理3.1.9.
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证明: 对于任何 B ∈ B, g−1(B) ∈ Bn. 注意到 (ξ1, · · · , ξn) 为随机向量知,

η−1(B) = {(ξ1, · · · , ξn) ∈ g−1(B)} ∈ F ,

所以 η 为随机变量. �

练习3.5.2 将两个不同的球任意放入编号为 1, 2, 3 的三个盒, 每球入各盒均等可能. 以 ξ 表示空盒个数,

η 表示有球盒的最小编号. 试求 (ξ, η) 的联合分布密度及 P(ξ = η).

解: ξ 和 η 的取值分别为 1, 2 和 1, 2, 3. 于是

p11 = P(ξ = 1, η = 1) = P(1号盒仅有一球) = 4/9,

p12 = P(ξ = 1, η = 2) = P(2, 3号盒各一球) = 2/9,

p13 = P(ξ = 1, η = 3) = P(∅) = 0,

p2j = P(ξ = 2, η = j) = P(两球均在 j号盒中) = 1/9, j = 1, 2, 3.

所以联合密度矩阵为: (
(1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2) (2, 3)
4/9 2/9 1/9 1/9 1/9

)
.

进而 P(ξ = η) =
∑
i=j

pij = p11 + p22 = 5/9. �

练习3.5.3 甲、乙两人轮流投篮. 假定每次甲的命中率为 0.4, 乙的命中率为 0.6, 且各次投篮相互独立. 现

甲先投, 乙再投, 直至有人命中为止. 试求甲与乙投篮次数 ξ 与 η 的联合分布密度与边缘分布密度.

解: 记 pnm = P(ξ = n, η = m). 当 n = m+ 1 时,

pnm = 0.6m × 0.4× 0.4m = 0.4× 0.24m;

当 n = m 时,

pnm = 0.6m × 0.4m−1 × 0.6 = 0.36× 0.24m−1;

在其他情况下, pnm = 0. 所以 ξ 与 η 的联合分布密度为:

pnm =

{
0.4× 0.24m, 1 6 n = m+ 1;

0.36× 0.24m−1, 1 6 n = m.

ξ 的边缘分布密度

pn• = 0.76× 0.24n−1, n > 1;

η 的边缘分布密度

p•m =

{
0.4, m = 0;

0.456× 0.24m−1, m > 1.

�

练习3.5.4 f(x) 是某非负值随机变量的密度函数, 试证

p(x, y) =
f(x+ y)

x+ y
, x, y > 0
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是二维密度函数.

证明: 显然 p(x, y) > 0, 且∫∫
R2

p(x, y)dxdy =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x+ y)

x+ y
dxdy.

令 s = x, t = x+ y, 有

∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1.

从而 ∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(x+ y)

x+ y
dxdy =

∫∫
0<s<t<∞

f(t)

t
dsdt =

∫ ∞

0

dt

∫ t

0

f(t)

t
ds =

∫ ∞

0

f(t)dt = 1,

即 p(x, y) 是二维密度函数. �

练习3.5.5 设 (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) = a(6− x− y), 0 < x < 2 < y < 4,

求常数 a, 以及 ξ 和 η 的边缘密度函数.

解: 由

1 = a

∫ 2

0

dx

∫ 4

2

(6− x− y)dy = a

∫ 2

0

(6− 2x)dx = 8a

知, a = 1
8 . 进一步,

pξ(x) =

∫ 4

2

6− x− y

8
dy =

3− x

4
, 0 < x < 2;

pη(y) =

∫ 2

0

6− x− y

8
dx =

5− y

4
, 2 < y < 4.

�

练习3.5.6 在可列重 Bernoulli 实验中, 以 ξi 表第 i 次成功的等待时间, 试求 (ξ1, ξ2) 的 (1) 联合分布密度;

(2) 边缘分布密度.

解: (1) 用 p 表示成功概率, q = 1− p, 则 (ξ1, ξ2) 的联合分布密度为

pmn , P(ξ1 = m, ξ2 = n)

= P({前m− 1次失败})P({第m次成功})P({第m+ 1到n− 1次失败})P({第n次成功})

= p2qn−2, 1 6 m < n.

(2) ξ1 的边缘分布密度为

pm• =
∞∑

n=m+1

p2qn−2 = pqm−1, m > 1;

ξ2 的边缘分布密度为

p•n =
n−1∑
m=1

p2qn−2 = (n− 1)p2qn−2, n > 2.

�
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练习3.5.7 雷达圆形屏幕的半径为 R, 设其上出现目标点 (ξ, η) 的联合密度为

p(x, y) = a, x2 + y2 < R2,

求常数 a, 以及 ξ 和 η 的边缘密度函数.

解: 由

1 =

∫∫
x2+y2<R

adxdy = aπR2

知, a = 1
πR2 . 进一步,

pξ(x) =
1

πR2

∫ √
R2−x2

−
√
R2−x2

dy =
2
√
R2 − x2

πR2
, −R < x < R;

pη(y) =
1

πR2

∫ √
R2−y2

−
√

R2−y2

dx =
2
√

R2 − y2

πR2
, −R < y < R.

�

练习3.5.8 设 ξ ∼ N(0, 1), 试证明

P(−a < ξ < a) 6
√
1− e−a2 , a > 0.

证明: 取与 ξ 相互独立的随机变量 η ∼ N(0, 1), 记 I , P(−a < ξ < a), 则

I2 = P(|ξ| < a, |η| < a) 6 P(ξ2 + η2 < 2a2)

=

∫∫
x2+y2<2a2

1

2π
exp

(
− x2 + y2

2

)
dxdy

=

∫ 2π

0

dθ

∫ √
2a

0

1

2π
re−r2/2dr = 1− e−a2

,

从而知结论成立. �

练习3.5.9 设随机向量 (ξ, η, ζ) 有联合密度函数

p(x, y, z) = xze−(x+xy+z), x, y, z > 0,

试求 (1) ξ, η 的边缘密度; (2) (ξ, ζ) 的二维边缘密度.

解: (1) ξ 的边缘密度为

p1(x) =

∫∫
R2

p(x, y, z)dydz =

∫ ∞

0

dy

∫ ∞

0

xze−(x+xy+z)dz = e−x, x > 0;

η的边缘密度为

p2(y) =

∫∫
R2

p(x, y, z)dxdz =

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

xze−(x+xy+z)dz =
1

(y + 1)2
, y > 0.

(2) (ξ, ζ) 的二维边缘密度为

p13(x, z) =

∫ ∞

−∞
p(x, y, z)dy =

∫ ∞

0

xze−(x+xy+z)dy = ze−(x+z), x > 0, z > 0.

�
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§3.6.4 练习题

练习3.6.1 设随机向量 (ξ, η) 的联合密度

p(x, y) = 24y(1− x− y), x, y > 0, x+ y < 1.

对于 x ∈ (0, 1), 求已知 ξ = x 时 η 的条件密度函数.

解: 因为

p1(x) =

∫ 1−x

0

24y(1− x− y)dy = 4(1− x)3, 0 < x < 1,

所以对于 x ∈ (0, 1), ξ = x 时 η 的条件密度函数为

p(y|ξ = x) =
p(x, y)

p1(x)
=

6y(1− x− y)

(1− x)3
, 0 < y < 1− x.

�

练习3.6.2 设 (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) =
1

2
sin(x+ y), 0 < x, y <

π

2
.

对于 y ∈
(
0, π

2

)
, 求已知 η = y 时 ξ 的条件密度函数.

解: η 的边缘密度函数

p2(y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx =

∫ π
2

0

1

2
sin(x+ y)dx =

1

2
(sin y + cos y), 0 < y <

π

2
,

所以对于 y ∈
(
0, π

2

)
, η = y 时 ξ 的条件密度函数为

p(x|η = y) =
p(x, y)

p2(y)
=

sin(x+ y)

sin y + cos y
, 0 < x <

π

2
.

�

练习3.6.3 设随机变量 ξ 有密度函数

p1(x) = λ2xe−λx, x > 0,

而 η 服从区间 (0, ξ) 上的均匀分布. 试求 η 的密度函数.

解: 因为 η ∼ U(0, ξ), 所以已知 ξ = x 时 η 的条件密度函数为

p(y|ξ = x) =
1

x
, 0 < y < x,

从而 ξ 与 η 的联合密度函数为

p(x, y) = p(y|ξ = x)p1(x) = λ2e−λx, 0 < y < x.

因此 η 的密度函数为

p2(y) =

∫ ∞

y

λ2e−λxdx = λe−λy, y > 0.

�
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练习3.6.4 甲从 1, 2, 3, 4 中任取一数 ξ, 乙再从 1, 2, · · · , ξ 中任取一数 η. 试求 (ξ, η) 的联合分布密度与边

缘分布密度.

解: 由概率乘法公式得联合分布密度

pnm = P(ξ = n, η = m) = P(ξ = n)P(η = m|ξ = n) =
1

4n
, 1 6 m 6 n 6 4.

进而 ξ 和 η 的边缘分布密度分别为

pn• =
n∑

m=1

pnm =
1

4
, 1 6 n 6 4; p•m =

4∑
n=m

pnm =
4∑

n=m

1

4n
, 1 6 m 6 4.

�

练习3.6.5 设随机向量 (ξ, η) 的联合密度函数

p(x, y) = 4xy, 0 < x, y < 1,

试证明 ξ 和 η 相互独立.

证明: 因为 ξ 和 η 的边缘分布密度函数分别为

p1(x) =

∫ 1

0

4xydy = 2x, 0 < x < 1; p2(y) =

∫ 1

0

4xydx = 2y, 0 < y < 1,

则 p(x, y) = p1(x)p2(y), 所以 ξ 与 η 相互独立. �

练习3.6.6 设随机向量 (ξ, η) 的联合密度函数

p(x, y) = 8xy, 0 < x < y < 1,

问 ξ 与 η 是否独立?请证明你的结论.

解: 由于ξ 和 η 的边缘分布密度函数分别为

p1(x) =

∫ 1

x

8xydy = 4x(1− x2), 0 < x < 1; p2(y) =

∫ y

0

8xydx = 4y3, 0 < y < 1,

所以 p(x, y) ̸= p1(x)p2(y), 即 ξ 与 η 不相互独立. �

练习3.6.7 设随机向量 (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) =
1 + xy

4
, |x| < 1, |y| < 1,

试证明 ξ2 和 η2 相互独立.
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证明: 显然, 当 x > 0, y > 0 时

F(ξ2,η2)(x, y) = P(−
√
x 6 ξ 6

√
x,−√

y 6 η 6 √
y) =

∫ 1∧
√
x

−(1∧
√
x)

du

∫ 1∧√
y

−(1∧√
y)

1 + uv

4
dv

=

∫ 1∧
√
x

−(1∧
√
x)

1 ∧√
y

2
du = (1 ∧

√
x)(1 ∧√

y),

G1(x) = P(−
√
x 6 ξ 6

√
x) =

∫ 1∧
√
x

−(1∧
√
x)

du

∫ 1

−1

1 + uv

4
dv

=

∫ 1∧
√
x

−(1∧
√
x)

1

2
du = 1 ∧

√
x,

G2(y) = P(−√
y 6 η 6 √

y) =

∫ 1

−1

du

∫ 1∧√
y

−(1∧√
y)

1 + uv

4
dv

=

∫ 1

−1

1 ∧√
y

2
du = 1 ∧√

y,

则

F(ξ2,η2)(x, y) = G1(x)G2(y)

即 ξ2 和 η2 相互独立. �

练习3.6.8 若 ξ, η 独立, 都服从 −1 与 1 这两点上的等可能分布, 而 ζ = ξη. 求证 ξ, η, ζ 两两独立但不相

互独立.

证明: (ξ, η, ζ) 的联合分布密度

pijk = P(ξ = i, η = j, ζ = k) = 1/4, i, j = ±1, k = i× j.

ζ 的边缘分布密度

p••k = P(ζ = k) = P(ξ = 1, ζ = k) + P(ξ = −1, ζ = k) =
1

2
, k = ±1,

ξ 和 η 的边缘密度分别为

pi•• = P(ξ = i) = P(ξ = i, ζ = 1) + P(ξ = i, ζ = −1) =
1

2
, i = ±1,

p•j• = P(η = j) = P(η = j, ζ = 1) + P(η = j, ζ = −1) =
1

2
, j = ±1,

显然 p111 ̸= p1••p•1•p••1, 所以 ξ, η, ζ 不相互独立.

另一方面, 由联合密度得其三个二元边缘密度

pij• = pi•k = p•jk =
1

4
, i, j, k = ±1,

从而

pij• = pi••p•j•, pi•k = pi••p••k, p•jk = p•j•p••k, i, j, k = ±1,

即 ξ, η, ζ 两两独立. �

练习3.6.9 试证常数 c 与任何随机变量 ξ 相互独立.
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证明: 设 ξ 为任意一个随机变量, 则任意 A,B ∈ B,

P(c ∈ A, ξ ∈ B) =

{
0, c ̸∈ A;

P(ξ ∈ B), c ∈ A.

注意到

P(c ∈ A) =

{
0, c ̸∈ A;

1, c ∈ A.

故有

P(c ∈ A, ξ ∈ B) = P(c ∈ A)P(ξ ∈ B), A,B ∈ B,

即常数 c 与随机变量 ξ 相互独立. �

练习3.6.10 设 F 和 G 为分布, p ∈ [0, 1], 试证明

H = pF+ (1− p)G

为分布.

证明: 取相互独立的随机变量 ξ, η 和 ζ, 使得

ξ ∼ F, η ∼ G, ζ ∼ B(1, p).

定义 γ = ξζ + η(1− ζ), 则对于任何 B ∈ B, 由全概率公式和随机变量的独立性得

P(γ ∈ B) = P(ζ = 1)P(γ ∈ B|ζ = 1) + P(ζ = 0)P(γ ∈ B|ζ = 0)

= pP(ξ ∈ B|ζ = 1) + (1− p)P(η ∈ B|ζ = 0)

= pP(ξ ∈ B) + (1− p)P(η ∈ B)

= pF(B) + (1− p)G(B) = H(B),

因此 H 为 γ 的分布. �

练习3.6.11 设 ξ 有母函数 G(s) = es−1, 求 ξ 的分布密度.

解: 因为

es−1 = e−1
∞∑

n=0

1

n!
sn =

∞∑
n=0

e−1

n!
sn,

所以 ξ 的密度为

P(ξ = n) =
e−1

n!
, n > 0.

�

练习3.6.12 某城镇共有 1000 辆汽车, 牌照号自 000 至 999. 试用母函数求在此城街上任遇一汽车, 其牌照

号数字之和等于 9 的概率.

解: 用 ξi 表示汽车牌照第 i 位数字(i = 1, 2, 3), 则 ξ =
3∑

i=1

ξi 为牌照数字之和, 且

Gξi(s) =
1

10

9∑
j=0

sj , i = 1, 2, 3,
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从而

Gξ(s) =

(
1

10

9∑
j=0

sj
)3

=
1

1000

(
1− s10

1− s

)3

=
1

1000

(
1−

(
3

1

)
s10 +

(
3

2

)
s20 −

(
3

3

)
s30

) ∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
sn,

故所求概率为

P(ξ = 9) =
1

1000
· (9 + 1)(9 + 2)

2
=

11

200
.

附:

1

(1− s)3
=

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
sn, 0 < s < 1.

�

练习3.6.13 甲、乙两人各掷均匀的硬币 n 次, 用母函数的方法计算甲得正面数比乙得正面数

多 k(0 6 k 6 n)的概率.

解: 用 ξ 和 η 分别表示甲和乙得正面的次数, 记 ζ = ξ − η + n, 则 ζ 为非负整数值随机变量,

且 {ξ − η = k} = {ζ = n+ k}. 由硬币的均匀性得

Gξ(s) =

(
1 + s

2

)n

, Gn−η(s) =

(
1 + s

2

)n

,

再由 ξ 与 η 的独立性知

Gζ(s) =

(
1 + s

2

)2n

=

(
1

4

)n 2n∑
j=0

(
2n

j

)
sj .

因此所求概率为

P(ξ − η = k) = P(ζ = n+ k) =

(
1

4

)n(
2n

n+ k

)
, 0 6 k 6 n.

�

§3.7.6 练习题

练习3.7.1 设 ξ ∼ Γ(1, 1), a > 0, b > 0, 试证明 η = bξ1/a 的密度函数

pη(x) =
a

b

(
x

b

)a−1

exp

(
−
(
x

b

)a)
, x > 0,

称 η 的分布为Weibull 分布, 简记为 W (a, b), a 和 b 称为该分布的形状参数和尺度参数.

证明: 易见

Fη(x) = P(bξ1/a 6 x) = P
(
ξ 6

(
x

b

)a)
= Fξ

((
x

b

)a)
, x > 0.

因此 η 的密度函数

pη(x) =
dFη(x)

dx
= pξ

((
x

b

)a)((
x

b

)a)′

=
a

b

(
x

b

)a−1

exp

(
−

(
x

b

)a)
, x > 0.
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�

练习3.7.2 设 ξ 的密度函数为 p(x), x ∈ (a, b), f(x) 为 (a, b) 上的严格单减可微函数, h(y) 为其反函数, 试

证明 η = f(ξ) 的密度函数为

pη(y) = p(h(y))|h′(y)|, y ∈ (f(b), f(a)).

证明: 对于任何 y ∈ (f(b), f(a)), 有

Fη(y) = P(η 6 y) = P(ξ > h(y)) = 1− Fξ(h(y)).

因此

pη(y) =
dFη(y)

dy
= −pξ(h(y))h

′(y) = pξ(h(y))|h′(y)|, y ∈ (f(b), f(a)).

�

练习3.7.3 若 ξ ∼ N(a, σ2), η = eξ, 试证明 η 的密度函数为

pη(x) =
1√
2πσx

exp

(
− (lnx− a)2

2σ2

)
, x > 0.

称 η 的分布为对数正态分布.

证明: 显然, 当 x 6 0 时, Fη(x) = 0. 当 x > 0 时,

Fη(x) = P(eξ 6 x) = P(ξ 6 lnx) = Fξ(lnx),

所以

pη(x) =
dFη(x)

dx
= pξ(lnx)(lnx)

′ =
1√
2πσx

exp

(
− (lnx− a)2

2σ2

)
, x > 0.

�

练习3.7.4 设 ξ 和 η 相互独立, 同服从参数为 p 的几何分布, 试求 ξ + η 和 ξ ∨ η 的密度.

解: (1) 由卷积公式, ξ + η 的密度为

p(i) =

i−1∑
k=1

P(ξ = i− k)P(η = k) = (i− 1)(1− p)i−2p2, i > 2,

即 ξ + η 服从负二项分布 Nb(2, p).

(2) ξ ∨ η 的密度为

q(i) = P(ξ ∨ η = i) = P(ξ = i, η 6 i) + P(ξ < i, η = i)

= P(ξ = i)P(η 6 i) + P(ξ < i)P(η = i)

= (1− p)i−1p

( i∑
k=1

(1− p)k−1p+
i−1∑
k=1

(1− p)k−1p

)
= (1− p)i−1p(2− (1− p)i−1 − (1− p)i), i > 1.

�

练习3.7.5 设 ξ1 和 ξ2 相互独立, ξi ∼ P (λi), 试求已知 ξ1 + ξ2 = n 时 ξ1 的条件分布.
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解: (1) 由卷积公式, 有

P(ξ1 + ξ2 = n) =
n∑

k=0

λk
1

k!
e−λ1

λn−k
2

(n− k)!
e−λ2 =

(λ1 + λ2)
n

n!
e−(λ1+λ2), n > 0,

所以, ξ + η ∼ P (λ1 + λ2).

(2) 由条件概率的定义及上面的结果得

P(ξ1 = k|ξ1 + ξ2 = n) =
P(ξ1 = k, ξ2 = n− k)

P(ξ1 + ξ2 = n)
=

(
n

k

)(
λ1

λ1 + λ2

)k(
λ2

λ1 + λ2

)n−k

, 0 6 k 6 n,

即已知 ξ1 + ξ2 = n 时 ξ1的条件分布为 B
(
n, λ1

λ1+λ2

)
. �

练习3.7.6 设随机变量 ξ 有标准正态分布, 求 ξ−2 的密度函数.

解: 当 x > 0 时, ξ−2 的分布函数

F (x) = P(ξ−2 6 x) = P(x−1/2 6 |ξ|) = 2Φ(−x−1/2),

求导得

pξ−2(x) =
2√
2π

exp

(
− 1

2x

)
1

2
x−3/2 =

1

x3/2
√
2π

exp

(
− 1

2x

)
, x > 0.

�

练习3.7.7 设 ξ1, ξ2, · · · , ξn 为相互独立的随机变量, 每个 ξi 服从参数为 λi 的指数分布. 试求它们的最小

值
∧n

i=1 ξi 的分布.

解: 记 η =
∧n

i=1 ξi, 则

P(η > x) = P(ξ1 > x, ξ2 > x, · · · , ξn > x) =

{
e−λx, x > 0;

1, x 6 0,

其中 λ =
n∑

i=1

λi. 所以 η 的密度函数为

pη(x) = λe−λx, x > 0,

即
n∧

i=1

ξi 服从参数为
n∑

i=1

λi的指数分布. �

练习3.7.8 设随机变量 ξ 与 η 独立，同服从 U(0, 1) 分布，求 ξ + η 的密度函数.

解: 由卷积公式, 有

pξ+η(y) =

∫ 1

0

pξ(x)pη(y − x)dx =

∫ 1∧y

0∨(y−1)

dx

= (1 ∧ y)− 0 ∨ (y − 1) =

{
y, 0 < y < 1;

2− y, 1 6 y < 2.

�

练习3.7.9 向区间 (0, a) 内任投两点, 求两点间距离的密度函数.

解: 用 ξ1, ξ2 分别表示两个点的坐标, 则它们相互独立，都服从 U(0, a), 且两点之间的距离

为 η = η2 − η1, 其中 η1 = ξ1 ∧ ξ2, η2 = ξ1 ∨ ξ2.

分别记 F (x) 和 p(x) 为 U(0, a) 的分布函数和密度函数, 则 (η1, η2) 的联合密度函数为

p(x, y) = 2(F (y)− F (x))2−2p(x)p(y) = 2/a2, 0 < x < y < a.
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所以 η 的分布函数为

Fη(z) = P(η2 − η1 < z) =

∫∫
y−x<z,0<x<y<a

2/a2dxdy

=

∫ a

0

dx

∫ a∧(z+x)

x

2/a2dy =

{
2az−z2

a2 , 0 < z 6 a;

1, z > a.

由此可得两点间距离的密度函数为

pη(z) =
2a− 2z

a2
, 0 < z < a.

�

练习3.7.10 设随机变量 ξ 与 η 独立. ξ ∼ U(0, 1), η 的分布函数为 F (y) = 1− 1
y2 , y > 1. 试求 ξη 的密度

函数.

解: ξη 的分布函数为

Fξη(z) =

∫∫
0<x<1,y>1

xy<z

2

y3
dxdy =

{
2z
3 , 0 < z 6 1;

1− 1
3z2 , z > 1.

注意到 Fξη 连续且分段可微, 得密度函数

pξη(z) =

{
2
3 , 0 < z 6 1;
2

3z3 , z > 1.

�

练习3.7.11 设 (ξ, η) 服从区域 D = {(x, y) : 0 < |x| < y < 1} 上的均匀分布, 试求 ξ2 的密度函数.

解: 设联合密度函数 p(x, y) = c, (x, y) ∈ D. 由于

1 =

∫∫
D

p(x, y)dxdy = c

∫ 1

−1

dx

∫ 1

|x|
dy = c,

所以 (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) = 1, (x, y) ∈ D.

从而 ξ2的分布函数为

Fξ2(z) =

∫∫
x2<z,0<|x|<y<1

dxdy =

∫ √
z∧1

−(
√
z∧1)

dx

∫ 1

|x|
dy

=

{
2
√
z − z, 0 < z 6 1;

1, z > 1.

因此, ξ2 的密度函数为

pξ2(z) =
1√
z
− 1, 0 < z < 1.

�

练习3.7.12 设随机向量 (ξ, η) 的联合密度函数为

p(x, y) =
1

x2y2
, x, y > 1,
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试求 α = ξη 与 β = ξ/η 的联合密度函数与边缘密度函数.

解: 令 u = xy, v = x
y , x, y > 1, 则

x =
√
uv, y =

√
u

v
, u > 1,

1

u
6 v 6 u.

从而 |J | = 1
2v , 所以 (α, β) 的联合密度函数为

pα,β(u, v) =
1

2u2v
, u > 1,

1

u
6 v 6 u.

α 的边缘密度函数为

pα(u) =

∫ u

1/u

1

2u2v
dv =

lnu

u2
, u > 1,

β 的边缘密度函数为

pβ(v) =

∫ ∞

v∨1∨ 1
v

1

2u2v
du =

{
1
2 , 0 < v 6 1;
1

2v2 , v > 1.

�

练习3.7.13 设随机变量 ξ 与 η 独立同分布, 都服从 Γ(λ, r) 分布. 试证 ξ + η 与 ξ/η 相互独立.

证明: 令 {
u = x+ y,

v = x
y ,

x > 0, y > 0,

则 {
x = uv

v+1 ,

y = u
v+1 ,

u > 0, v > 0; |J | = u

(v + 1)2
.

由随机变量 ξ 与 η 独立同分布, 都服从 Γ(λ, r) 分布知, (ξ, η) 的联合密度函数为

p(ξ,η)(x, y) = pξ(x)pη(y) =

(
λr

Γ(r)

)2

(xy)r−1e−λ(x+y), x > 0, y > 0.

所以 ξ + η 与 ξ/η 的联合密度函数为

p(u, v) =

(
λr

Γ(r)

)2

u2r−1e−λu vr−1

(v + 1)2r
, u > 0, v > 0,

从而 ξ + η 与 ξ/η 相互独立. �

练习3.7.14 设 ξ 的分布函数 F 连续, 求 η = F (ξ) 的分布.

解: 设 ξ 的值域为 [a, b]. 对于任何 y ∈ (0, 1), 由 F 的连续性知: 存在 t ∈ [a, b], 使得 F (t) = y. 记

F−1(y) = inf{x : F (x) > y},

由分布函数的单调性知

F−1(y) = inf{x : F (x) = y}.

所以

F (F−1(y)) = F (F−1(F (t))) = F (t) = y.
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因此

y = F (F−1(y)) = P(ξ 6 F−1(y)) 6 P(F (ξ) 6 F (F−1(y))) = P(η 6 y).

注意到 {F (ξ) 6 y} ⊂ {ξ 6 F−1(y)} ∪ {F (ξ) = y}, 得

P(η 6 y) = P(F (ξ) 6 y) 6 P(ξ 6 F−1(y)) + P(F (ξ) = y) = F (F−1(y)) = y.

因此

P(η 6 y) = y,

即 η ∼ U(0, 1).


