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1 第第第一一一章章章

§1.1.6 练习题

练习1.1.1 请举一个不具备频率稳定性的不确定现象的例子.

解: 考察模型 y = sin(π6 )+ e, 其中 e按照某种非随机方式变化, 第 n次观测时 e的取值为 (−1)[
log n
log 2 ].

观测序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 · · ·
e 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 · · ·
y 1.5 -0.5 -0.5 1.5 1.5 1.5 1.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5 1.5 · · ·

表1.1 e 以某种非随机方式变化时 y 的观测值

事实上, 对于整数 k > 0,

logn

log 2
= k, 2k 6 n < 2k+1.

此时有

y = 0.5 + (−1)k.

用 f1.5(n) 表示前 n 个观测值中 y = 1.5 的频率, 则

lim
k→∞

f1.5(2
2k − 1) = lim

k→∞

1

22k − 1

k−1∑
i=0

22i = lim
k→∞

1

22k − 1
· 2

2k − 1

3
=

1

3
,

lim
k→∞

f1.5(2
2k+1 − 1) = lim

k→∞

1

22k+1 − 1

∑
i=0

k22i = lim
k→∞

1

22k+1 − 1
· 2

2k+2 − 1

3
=

2

3
,

即 y = 1.5 的频率不具备频率的稳定性. �

练习1.1.2 请给出一个不确定现象的例子, 并给出相应的样本空间的数学表达式.

解: 投掷一颗质地均匀的骰子, 观测出现的点数, 用 i 表示“出现的点数为 i”(i = 1, 2, 3, 4, 5, 6), 样本

空间 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. �

练习1.1.3 试证明 A−B = A ∩B,A = Ω−A.

证明: 由定义知,

A−B = {ω : ω ∈ A且ω /∈ B} = {ω : ω ∈ A} ∩ {ω : ω /∈ B} = A ∩B,

Ω−A = {ω : ω ∈ Ω且ω /∈ A} = {ω : ω /∈ A} = A.
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�

练习1.1.4 设 A,B,C 为某随机实验中三个事件. 试说明下列事件关系的概率含义, 并画出相应的 Venn 图.

(a) A ∩B ∩ C = A.

(b) A ∪B ∪ C = A.

(c) A ∩B ⊂ C.

(d) A ⊂ B ∩ C.

解: (a) 事件 A 发生当且仅当事件 A,B,C 同时发生.

(b) 事件 A 发生当且仅当事件 A,B,C 中至少有一个发生.

(c) 事件 A,B 同时发生能够推出事件 C 发生.

(d) 事件 A 发生能够推出事件 B,C 中至少有一个不发生.

Venn 图暂略. �

练习1.1.5 考察某网站在一小时内被点击的次数. 记

Ak = {至少被点击 k次},

试述事件 Ak, Ak −Ak+1,

∞∪
n=1

An 和
∞∩

n=1

An 的含义.

解: Ak = {点击次数不多于 k − 1 次}; Ak − Ak+1 = {点击次数为 k 次};
∞∪

n=1

An = {点击次数至

少 1 次};
∞∩

n=1

An = ∅ 表示不可能事件. �

练习1.1.6 若 {An} 为事件列, 试证明

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An.

证明: 显然对于任意正整数 k 和 m, 有
∞∩

n=k

An ⊂
∞∪

n=m

An,

所以

lim
n→∞

An =
∞∪
k=1

( ∞∩
n=k

An

)
⊂

∞∪
n=m

An, m > 1.

进而

lim
n→∞

An ⊂
∞∩

m=1

∞∪
n=m

An = lim
n→∞

An.

�

练习1.1.7 若任意 n > 1 有 An ⊂ An+1, 就称事件列 {An} 为单增事件列; 任意 n > 1 有 An ⊃ An+1, 就

称事件列 {An} 为单减事件列. 对于单增事件列 {An}, 试证明

lim
n→∞

An =
∞∪

n=1

An = lim
n→∞

An.
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对于单减事件列, 相应的结论是什么?

证明: 由 {An} 单增知, 任意 n > 1 有
∞∪

k=n

Ak =
∞∪
k=1

Ak,

从而有
∞∩

n=1

∞∪
k=n

Ak =
∞∪
k=1

Ak,

即

lim
n→∞

An =
∞∪

n=1

An.

由 {An} 单增知, 任意 n > 1 有
∞∩

k=n

Ak = An,

从而有
∞∪

n=1

∞∩
k=n

Ak =

∞∪
n=1

An,

即

lim
n→∞

An =
∞∪

n=1

An.

因此,

lim
n→∞

An =
∞∪

n=1

An = lim
n→∞

An.

对于单增事件列 {Bn} 有

lim
n→∞

Bn =

∞∩
n=1

Bn = lim
n→∞

Bn.

�

练习1.1.8 设 Ai, i > 1 为事件, 试证明
∞∪
i=1

Ai =
∞∪
i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
,

这里及以后约定
0∪

i=1

Ai = ∅.

证明: 显然 { n∪
i=1

Ai

}
和

{ n∪
i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))}
都是单增事件. 一方面,

n∪
i=1

Ai ⊃
n∪

i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
. (1.1)

另一方面, 若 ω ∈
n∪

i=1

Ai, 则存在 j 6 n, 使得

j = arg min{m : ω ∈ Am},
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因此,

ω ∈
j∪

i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
⊂

n∪
i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
,

即
n∪

i=1

Ai ⊂
n∪

i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
. (1.2)

由(1.1)和(1.2)得
n∪

i=1

Ai =
n∪

i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
, n > 1.

进而
∞∪
i=1

Ai = lim
n→∞

n∪
i=1

Ai = lim
n→∞

n∪
i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
=

∞∪
i=1

(
Ai −

( i−1∪
k=1

Ak

))
.

�

练习1.1.9 设 A = {A}, 求 σ(A ).

解: 一方面, 由 σ(A ) 是 A 生成的事件域, A ∈ A ⊂ σ(A ), 因此, 由事件域的定义和性质知,

Ω,∅, A,A ∈ σ(A ), 因此, {Ω,∅, A,A} ⊂ σ(A ). 另一方面, 可以验证, {Ω,∅, A,A} 是包含 A 的事件域,

故 {Ω,∅, A,A} ⊃ σ(A ). 因此

σ(A ) = {Ω,∅, A,A}.

�

练习1.1.10 依据概率的频率学派定义, 试证明概率的规范性.

证明: 依据概率的频率学派定义, 将事件 Ω 的频率稳定值称为事件 Ω 的概率, 而事件 Ω 的频率总

是 1, 因此其稳定值为 1, 因而事件 Ω 的概率 P(Ω) = 1, 这就是概率的规范性. �

§1.2.5 练习题

练习1.2.1 用计数原理证明
n∑

i=1

i

(
n

i

)
= n2n−1.

证明: 考虑 n 个人的分房问题. 有一间单人房, 两间多人房, 单人间必须且只能住 1 人, 多人间的人

数不限制.

乘法原理. 分为两步, 第一步, 从 n 个人选取一人住单人间, 共有 n 种方法; 第二步, 剩下的 n− 1 个

人分到两间多人间, 每人有两种方法, 共有 2n−1 种方法. 总共 n2n−1 种方法.

加法原理. 完成此任务共有 n 种可能方式, 单人间和第一间多人间共住 i 个人(i = 1, 2, · · · , n). 对于

每种可能方式, 共有 i
(
n
i

)
种方法. 所以完成此任务共有

∑n
i=1 i

(
n
i

)
种方法.
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因此结论成立. �

练习1.2.2 把 n 个不同的元素分成 r 组, 使得各个组中元素的个数分别为 ni, 1 6 i 6 r, 问有多少种不同

的分组方法?

解: 设有 x 种不同的分组方法. 把 n 个不同的元素不放回地依次取出排成一列, 共有 n! 种不同

的排法. 也可以分成两步完成: 第一步, 把 n 个不同的元素分成 r 组, 使得各个组中元素的个数分别

为 ni, 1 6 i 6 r, 共有 x 种不同的分组方法; 第二步, 将各组元素排成一列, 共有 n1!n2! · · ·nr! 种排法. 因

此, 总共有 xn1!n2! · · ·nr! 种不同的排法. 由此得出

x =
n!

n1!n2! · · ·nr!
.

�

练习1.2.3 袋中有 r 个红球与 b 个黑球, 现一一摸出, 直至剩下同色球为止, 求剩下的全是红球的概率.

解: 将袋中的球一一摸出, 直到最后一个球被摸出为止, 用 A 表示最后摸出的是红球, 则事件 A 发生

当且仅当剩下的全是红球发生, 从而

P(A) =
r

r + b
.

另一解法. 看作球可辨. 显然, n(Ω) = (b+ r)!. 完成剩下的全是红球此任务共有 r 种可能方式, 剩下

的全是红球为 i 个(i = 1, 2, · · · , r). 对于每种可能方式, 分三步. 第一步, 从 r 个红球选出 i 个红球依次放

在最后 i 个位置, 共有
(
r
i

)
i! 种排法; 第二步, 在倒数第 i+ 位置放一个黑球, 共有 b 种方法; 第三步, 在剩

下 r + b− i− 1 个位置依次放其余的 r + b− i− 1 个球, 共有 (r + b− i− 1)! 种排法. 所以,

n(A) =
r∑

i=1

(
r

i

)
i!b(r + b− i− 1)! = b!r!

r∑
i=1

(
r − i+ b− 1

b− 1

)
= b!r!

r−1∑
j=0

(
j + b− 1

b− 1

)
= b!r!

(
b+ r − 1

b

)
.

所以,

P(A) =
b!r!

(
b+r−1

b

)
(b+ r)!

=
r

r + b
.

�

练习1.2.4 甲抛 n+ 1 个, 乙抛 n 个均匀硬币, 求甲得正面比乙多的概率.

解: 用 A 表示甲得正面比乙多, 用 B 表示甲得反面比乙多, 则 A 与 B 互不相容, 事件 A 和 B 有相

同多的样本点. 注意到 Ω = A ∩B, 有

n(A) = n(B) =
1

2
n(Ω),

因此得 P(A) = 1
2 . �

练习1.2.5 从 0 至 9 这十个数中不放回地取出四个依次排好, 求恰排成一个四位偶数的概率.

解: 显然, n(Ω) = 10 ·9 ·8 ·7. 用 A表示恰排成一个四位偶数, B 表示恰排成一个四位的个位数为 0偶

数, B 表示恰排成一个四位的个位数不为 0 偶数, 则 B 和 C 互不相容且 A = B ∪ C. 则 n(B) = 9 · 8 · 7,
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n(C) = 8 · 8 · 7 · 4(先选定个位, 再选定千位). 因此, n(A) = n(B) + n(C) = 9 · 8 · 7 + 8 · 8 · 7 · 4, 进而,

P(A) =
9 · 8 · 7 + 8 · 8 · 7 · 4

10 · 9 · 8 · 7
=

41

90
≈ 0.46.

�

练习1.2.6 袋中有 n 个球, 分别标有号码 1, 2, · · · , n. 从中任意不放回地取 k 个球, 求取出的球中有第 i 号

球的概率.

解: 用 A 表示取出的球中有第 i 号球, 则 n(Ω) =
(
n−1
n−k

)
, n(A) =

(
n−1
n−k

)
, 所以

P(A) =

(
n−1
k−1

)(
n
k

) =
k

n
.

�

练习1.2.7 将 r 个红球与 b 个黑球任排成一列(r 6 b), 求没有两个红球相邻的概率.

解: 看作球不可辨. 显然, n(Ω) =
(
r+b
r

)
. 用 A 表示没有两个红球相邻. 把黑球看成隔板, b 个黑球把

直线分成 b+ 1 个区间盒子, 完成 A 相当于往 b+ 1 个盒子任意放 r 个不可辨球,每个盒子至多只能放一

个球, 所以 n(A) =
(
b+1
r

)
, 因此,

P(A) =
(
b+1
r

)(
r+b
r

) .
�

练习1.2.8 袋中有 r 个红球与 b 个黑球, 现有放回地任意摸球, 直到摸出 i 个红球为止, 求恰好摸 k 次的概

率.

解: 看作球可辨. 将球编号 1 至 r + b, 则 n(Ω) = (r + b)k. 用 A 表示恰好在第 k 次摸出第 i 个红

球, B 表示恰好在前 k − 1 次摸出 i− 1 个红球, C 表示恰好在第 k 次摸出红球, 则 A = BC. 乘法原理,

第一步, 从前 k − 1 个位置中选出 i − 1 个位置作为放红球的位置, 共有
(
k−1
i−1

)
种取法; 第二步, 在前面

的 i− 1 个红球位置和第 k 位置放红球, 共有 ri 种取法; 第三步, 在剩下 k− i 个位置放黑球, 共有 bk−i 种

取法. 所以

P(A) =
(
k−1
i−1

)
ribk−i

(r + b)k
.

�

练习1.2.9 在单位圆的圆周上任取三点 A,B,C, 试求事件 E = {△ABC 成锐角三角形} 的概率.

解: 用 x, y 和 z 分别表示三段圆弧 AB,BC 和 CA 所对应的圆心角, 则

Ω = {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z > 0, x+ y + z = 2π}.

此时, E = {(x, y, z) ∈ Ω : x < π, y < π, z < π}. 进而 m(E) 为 m(Ω) 的四分之一, 所以, P(E) = 0.25. �

练习1.2.10 把长为 ℓ 的线段任意折成 3 段, 试求它们可构成一个三角形的概率.
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解: 用 x, y 和 z 分别表示第一, 第二和第三段的长度, 则

Ω = {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z > 0, x+ y + z = ℓ}.

用 A 表示可构成一个三角形, 则

A = {(x, y, z) ∈ Ω : x+ y > z, y + z > x, z + x > y} = {(x, y, z) ∈ Ω : x <
ℓ

2
, y <

ℓ

2
, z <

ℓ

2
}.

进而 m(A) 为 m(Ω) 的四分之一, 所以, P(A) = 0.25. �

练习1.2.11 向面积为 S 的 △ABC 内任投一点 P , 求 △PBC 的面积小于 S/2 的概率.

解: 设三角形底边 BC 边长为 α, 高为 h, DE 为三角形对应的中位线. 则

Ω = {P : P 落在△ABC内}, G = {P : P 落在梯形BCED内},

从而

m(Ω) =
1

2
αh, m(G) =

1

2

(α
2
+ α

)h
2
=

3

8
αh,

所以, P(G) = 3
4 . �


