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摘要 连续时间 Markov 链唯一性的判别准则是富有挑战性的问题. 本文研究向上或向下一致有限程

连续时间 Markov 链并获得其常返性和唯一性的显式判别准则, 主要想法源自最近对单死过程相关问

题的研究. 此外, 本文还提供了一些具体例子以说明本文的结果.
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1 引言

在概率空间 (Ω,F ,P) 上, 考虑可数状态空间 Z+ := {0, 1, 2, . . .} 的具有转移概率矩阵 P (t) =

(pij(t)) 和转移速率 (密度) 矩阵 Q = (qij) 的连续时间时齐 Markov 链 {X(t) : t > 0}. 通常转移速率
矩阵称为 Q 矩阵. 本文总假设 Q 矩阵是全稳定和保守的, 即对所有的 i ∈ Z+, 有

qi := −qii =
∑
j ̸=i

qij < +∞.

需要注意的是, 在实际中, 我们知道的是 Q 矩阵而非 P (t). 对于给定的 Q 矩阵, 是否存在一个满

足非负性、Chapman-Kolmogorov 条件、连续性条件 (跳条件) 及 P (t)1 6 1 的次转移概率矩阵 P (t)

(其中 1 为元素全为 1 的列向量), 使得其 0 时的导数矩阵 P ′(t)|t=0 = Q? 此为 Q 过程的存在性问题,

该 Markov链称为相应的 Q过程. 从 Chapman-Kolmogorov方程出发,可以推导出如下两个微分方程:

Kolmogorov 向后方程 P ′(t) = QP (t),

Kolmogorov 向前方程 P ′(t) = P (t)Q.
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回顾 Q 矩阵全稳定且保守的假设, 可知每一个 Q 过程都满足 Kolmogorov 向后方程. 由此出发, Q 过

程的存在性问题就转化为 Kolmogorov 向后方程的解的存在性问题. 事实上, 此时, Q 过程总是存在,

因为方程的最小非负解就是一个 Q 过程, 称为最小 Q 过程, 而且 Kolmogorov 向后、向前方程有相同

的最小非负解. 这是由 Feller [7] 在 1940 年构造性地解决的, 文献中称为 Feller 构造.

接下来自然要问, 若 Q 过程存在, 是否唯一? 这是所谓 Q 过程的唯一性问题, 与 Markov 链的常

返性与遍历性一起合称为 Markov 链的经典问题. 为考虑唯一性, 从向后方程可以推导出流出方程

(λ+ qi)ui =
∑
j ̸=i

qijuj , 0 6 ui 6 1, i > 0,

其解集合称为流出空间. 注意流出空间并非线性空间, 但可以暂时借用维数概念, 零维时称为零流出,

1 维时称为单流出, 维数大于 1 时称为多流出. 而此时唯一性与零流出等价, 这是分别由 Feller [8] 和

Reuter [10] 获得的结果.

定理 1.1 (唯一性准则) 给定一个 Q矩阵 Q = (qij), Q过程唯一当且仅当对某个 (等价地, 对于

所有) λ > 0, 上述流出方程仅有平凡解 ui ≡ 0.

全稳定保守且决定唯一Q过程的Q矩阵称为正则的. 关于唯一性的更多实用准则,可参见文献 [3].

上述准则有很多应用, 例如, 对于生灭过程和单生过程, 由此准则可得到完整答案, 这是因为, 由于单

生的特点, 其流出空间至多单流出, 排除掉单流出, 就是零流出. 然而将该准则直接应用于下面所谓的

m 死过程, 哪怕是单死过程, 由于单死 Q 矩阵可能多流出, 甚至可能是无穷流出的, 要排除这些情形

和单流出情形, 几乎是不可能完成的任务, 故其唯一性问题是很困难的. 正是由于这些原因, 在过去几

十年,单生过程一直被认为是可以期待获得唯一性显式判别准则的最大类 Markov链. 幸运的是,最近

我们得到了单死过程唯一性的答案, 其中后面的定理 1.2 扮演了重要角色 1). 此工作激发我们去研究

所谓的向上或向下一致有限程 Markov 链的常返性和唯一性.

给定一个 Q 矩阵, 若存在一个正整数 m 使得

qi,i+m > 0, qij = 0, j > i+m, i > 1,

则称其为向上一致有限程的 Q 矩阵; 对称地, 若存在一个正整数 m 使得

qi,i−m > 0, qij = 0, 0 6 j < i−m, i > m,

则称其为向下一致有限程的 Q 矩阵. 特别地, 对于 m = 1 的情形, 此 Q 矩阵也分别称为单生 Q 矩阵

和单死 Q 矩阵, 或者向上非跨跳 Q 矩阵和向下非跨跳 Q 矩阵. 为简单起见, 分别称其为 m 生 Q 矩

阵和 m 死 Q 矩阵. 关于单生过程和单死过程的系统性结果, 参见文献 [1, 2,4,9,12,14–16]. 注意到, 在

过去关于单生过程的研究中, 总假设 q01 > 0 和对于任意 j > 1 有 q0j = 0. 对于向上一致有限程 Q 矩

阵, 这里去掉了关于状态 0 的相关假设.

近年的研究表明唯一性与常返性密切相关 (参见文献 [3, 11]). 相关结果陈述如下.

定理 1.2 令 E 是一个可数集合, 给定 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ E). 记次随机矩阵

Π(λ) = (Πij(λ) : i, j ∈ E) =

(
(1− δij)qij

λ+ qi
: i, j ∈ E

)
, λ > 0,

1) Mao Y H, Yan Y Y, Zhang Y H. Criteria for three classical problems of downwardly skip-free Markov processes. Preprint,
2022
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设 (pj : j ∈ E) 是 E 上一个正概率测度. 引入一个虚拟状态 ∆, 在扩大的状态空间 E∆ := E ∪ {∆} 上
定义一个新转移概率矩阵

Π∆
ij(λ) =



Πij(λ), 若 i, j ∈ E,

λ

λ+ qi
, 若 i ∈ E, j = ∆,

pj , 若 i = ∆, j ∈ E,

0, 若 i = j = ∆.

(1.1)

则由原 Q 矩阵决定的 Q 过程唯一当且仅当离散时间 Π∆(λ) = (Π∆
ij(λ) : i, j ∈ E∆) 链是常返的.

对于 Markov链 P (t) = (pij(t)),若对于每个 h > 0,其离散时间 h骨架链 P (h)是常返的,等价地,

对于所有 i ∈ Z+, 有
∫ +∞
0

pii(t)dt = +∞, 则称 P (t) 是常返的.

定义 P (t) 的嵌入链 Π = (Πij) 如下:

Πij = 1{qi ̸=0}(1− δij)
qij
qi

+ 1{qi=0}δij .

众所周知, 对于正则不可约 Q 矩阵, 相应的 Q 过程常返当且仅当其嵌入链常返 (参见文献 [6]).

更准确的叙述是, 对全稳定保守且不可约的 Q 矩阵, 相应的最小 Q 过程常返当且仅当其嵌入链常返.

详细的结果见如下定理 (参见文献 [2, 8]).

定理 1.3 (常返性定理) 对于给定的全稳定保守 Q 矩阵 Q = (qij), 记相应的最小 Q 过程为

Pmin(t) = (pmin
ij (t)), 则 ∫ +∞

0

pmin
ij (t)dt =

1

qj

+∞∑
n=0

Π
(n)
ij .

特别地, 若 Q 是不可约且正则的, 则相应的 Q 过程 P (t) 常返当且仅当其嵌入链常返.

对于 Z+ 上全稳定保守 Q 矩阵, 在扩大空间 Z∆
+ := Z+ ∪ {∆} 上定义一个全稳定保守且不可约 Q

矩阵 Q∆ = (q∆ij ) 如下:

q∆ij =



1, 若 i ∈ Z+, j = ∆,

qij , 若 i ̸= j, i, j ∈ Z+,

−1− qi, 若 i = j, i, j ∈ Z+,

pj , 若 i = ∆, j ∈ Z+,

−1, 若 i = j = ∆,

其中 (pj : j ∈ Z+) 是 Z+ 上一个正概率测度. 显然, (1.1) 中的 Π∆(1) 是 Q∆ 决定过程的嵌入链. 从定

理 1.2 和 1.3 可以直接得出, 原 Q 矩阵决定的 Q 过程唯一当且仅当 Q∆ 相应的最小过程是常返的.

基于以上结果, 本文研究了向上或向下一致有限程 Markov 链的常返性和唯一性. 本文余下内容

的安排如下. 第 2节对不可约的向上或向下一致有限程 Q矩阵,给出并证明其相应的最小过程的常返

性准则 (定理 2.1 和 2.2), 并呈现一些具体例子. 第 3 节结合第 2 节常返性准则及上述讨论, 对全稳定

保守的向上或向下一致有限程 Q 矩阵, 获得其过程唯一性准则 (定理 3.1 和 3.2). 这两节对单生、单

死、2 生和 2 死均有详尽的讨论. 由于记号的复杂性, 在此处暂不展示本文的主要结果, 详细结论见各

节. 最后, 为便于读者理解本文中一些例子的计算, 附录 A 给出差数列及和数列 (Fibonacci 数列) 的

相关内容.
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2 常返性准则

对正则不可约的向上或向下一致有限程 Q 矩阵, 在研究其相应 Q 过程的常返性问题之前, 对一

个全稳定保守且不可约 Q 矩阵, 其相应的最小过程记为 (X(t))t>0, 考虑其常返性问题.

记状态 0 的回返时为 σ0, 即

σ0 = inf{t >首次跳时刻 : X(t) = 0}.

固定 N ∈ Z+, 记集合 {N,N + 1, . . .} 的首次击中时为

τN+ = inf{t > 0 : X(t) > N}.

令

q
(k)
i =

k∑
j=0

qij , 0 6 k < i; q
(k)
i =

+∞∑
j=k

qij , k > i > 0.

记

p
(N)
i = Pi(τN+ < σ0).

由强 Markov 性质和过程的跳性质, 得到下面的方程组:

p
(N)
0 =

N−1∑
j=1

q0j
q0

· p(N)
j +

q
(N)
0

q0
, (2.1)

p
(N)
i =

∑
16j6i−1

qij
qi

· p(N)
j +

∑
i+16j6N−1

qij
qi

· p(N)
j +

q
(N)
i

qi
, 1 6 i 6 N − 1, (2.2)

p
(N)
N = 1. (2.3)

此时限制在 {1, 2, . . . , N − 1} 上的嵌入链的次转移概率矩阵为

(N)Πij =
qij
qi

(1− δij), 1 6 i, j < N.

则方程组 (2.2) 可改写为

(I(N) − (N)Π)p(N) = r(N),

其中, I(N) 是 (N − 1)× (N − 1)阶单位矩阵, p(N) = (p
(N)
1 , . . . , p

(N)
N−1)

T 且 r(N) = (
q
(N)
1

q1
, . . . ,

q
(N)
N−1

qN−1
)T. 注

意 uT 表示向量 u 的转置.

由 Q 的不可约性知, 此局部嵌入链是非常返的, 故

(I(N) − (N)Π)−1 =
+∞∑
n=0

((N)Π)n < +∞.

由此得出

p(N) =
+∞∑
n=0

((N)Π)nr(N),

其蕴涵着方程组 (2.2) 存在唯一解, 即上面这个解. 该解的概率意义是清楚的, 即对原来的嵌入链, 在

回到 0 之前按照首次击中集合 {N,N + 1, . . .} 进行的分解.
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众所周知, 最小过程常返当且仅当

lim
N→+∞

P0(τN+ < σ0) = 0.

因此, 在理论意义上, 由 (2.1) 和上面的讨论, 得到

P0(τN+ < σ0) =

(
q01
q0

, . . . ,
q0,N−1

q0

) +∞∑
n=0

((N)Π)nr(N) +
q
(N)
0

q0
;

进而, 常返性准则为

lim
N→+∞

(
q01
q0

, . . . ,
q0,N−1

q0

) +∞∑
n=0

((N)Π)nr(N) = 0.

但在实际意义上,对于一般 Q矩阵,它基本是不可能计算和使用的. 故本文只考虑一些特殊情形 Q矩

阵, 即 m 生或者 m 死转移速率矩阵.

对于 2 6 k 6 N , 令 wk = p
(N)
k − p

(N)
k−1. 则由 (2.2) 和 (2.3) 得到

qi0p
(N)
1 +

∑
26k6i

q
(k−1)
i wk =

∑
i+16k6N

q
(k)
i wk, 1 6 i 6 N − 1. (2.4)

接下来分别考虑 m 生转移速率矩阵和 m 死转移速率矩阵.

2.1 m 生转移速率矩阵

考虑 m 生情形. 假设存在一个正整数 m 使得

qi,i+m > 0, qij = 0, j > i+m, i > 1.

对于 m 6 n 6 N − 1, 定义 N ×N 阶矩阵 An = (a
(n)
ik : 0 6 i, k 6 N − 1) 如下:

a
(n)
ik =



δik, 若 0 6 i < n, 0 6 k < N,

q
(k)
i−m+1

qi−m+1,i+1
, 若 i = n, 0 6 k 6 i−m,

−
q
(k+1)
i−m+1

qi−m+1,i+1
, 若 i = n, i−m+ 1 6 k < i,

0, 若 i = n, i 6 k < N,

0, 若 n < i < N, 0 6 k < N.

定义一些 N 维向量如下:

f (j) = AN−1 · · ·Amej , j = 0, 1, . . . ,m− 1,

其中, f (j) = (f
(j)
0 , . . . , f

(j)
N−1)

T, ej 是 N 维单位向量 ej = (δjk : 0 6 k < N)T (j = 0, 1, . . . ,m − 1). 定

义 N ×m 阶矩阵

F (m) = (f (0), . . . ,f (m−1)).
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再定义 m×N 阶矩阵 R = (rik : N −m+ 1 6 i 6 N, 0 6 k < N) 如下:

rik =


q
(k)
i , 若 N −m+ 1 6 i < N, 0 6 k < i,

−q
(k+1)
i , 若 N −m+ 1 6 i < N, i 6 k < N,

1, 若 i = N, 0 6 k < N.

m 维单位列向量 (0, . . . , 0, 1)T 记为 e
(m)
m . 定义 m×m 阶矩阵

C(N) = RF (m), C
(N)
j = (Rf (0), . . . ,Rf (j−1), e(m)

m ,Rf (j+1), . . . ,Rf (m−1)),

其中 j = 0, . . . ,m− 1 (m > 1), 而当 m = 1 时, C
(N)
0 = 1.

基于以上记号, m 生情形的常返性准则可以陈述如下.

定理 2.1 假设 m 生 Q 矩阵 Q = (qij) 是不可约的, 则相应的最小过程是常返的当且仅当

lim
N→+∞

∑N−1
k=0 q

(k+1)
0

∑m−1
j=0 det(C

(N)
j )f

(j)
k

det(C(N))
= 0,

其中 det(A) 是指方阵 A 的行列式. 若修改 q̄01 > 0 和 q̄0j = 0 (对于所有 j > 2) 还能够保持不可约性,

则原过程常返当且仅当

lim
N→+∞

det(C
(N)
0 )

det(C(N))
= 0.

注 2.1 事实上, 对于 0 6 j 6 m− 1 和 0 6 i 6 m− 1, 有 f
(j)
i = δji 且

f
(j)
i+m−1 =

1

qi,i+m

( i−1∑
k=0

q
(k)
i f

(j)
k −

∑
i6k6i+m−2

q
(k+1)
i f

(j)
k

)
, 1 6 i 6 N −m.

注 2.2 det(C(N)) =
∑m−1

j=0 1Tf (j)det(C
(N)
j ), 其中 1T = (1, . . . , 1).

定理 2.1 的证明 从 (2.4) 和 m 生性质, 可以得到

qi0p
(N)
1 +

∑
26k6i

q
(k−1)
i wk =

∑
i+16k6(i+m)∧N

q
(k)
i wk, 1 6 i 6 N − 1. (2.5)

对于所有 1 6 k 6 N − 1, 令 vk = wk+1 = p
(N)
k+1 − p

(N)
k 和 v0 = p

(N)
1 . 则 (2.5) 成为

∑
06k6i−1

q
(k)
i vk =

∑
i6k6(i+m)∧N−1

q
(k+1)
i vk, 1 6 i 6 N − 1, (2.6)

由 q
(i+m)
i = qi,i+m > 0 知, 上式蕴涵着

vi+m−1 =
1

qi,i+m

( i−1∑
k=0

q
(k)
i vk −

i+m−2∑
k=i

q
(k+1)
i vk

)
, 1 6 i 6 N −m,
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则由上面的讨论得到

v(N) :=



v0
...

vm−1

vm
...

vN−1


= AN−1 · · ·Am



v0
...

vm−1

0

...

0


=

m−1∑
j=0

vjf
(j) = F (m)v(m). (2.7)

结合 p
(N)
N =

∑N−1
k=0 vk 和 (2.3) 及 (2.6), 得到

i−1∑
k=0

q
(k)
i vk −

N−1∑
k=i

q
(k+1)
i vk = 0, N −m < i 6 N − 1,

N−1∑
k=0

vk = 1.

(2.8)

由 (2.7) 和 (2.8) 可以得到, 当 m > 1 时,

C(N)v(m) = Rv(N) = e(m)
m ; (2.9)

当 m = 1 时,

C(N)v(1) = 1Tv(N) = 1.

基于本节开始的讨论, 可知方程组 (2.1) 存在唯一解, 等价地, 方程组 (2.9) 存在唯一解, 这意味着

det(C(N)) ̸= 0. 因此, 对于方程组 (2.9), 由 Cramer 法则知, 该解为

v(m) =
1

det(C(N))


det(C

(N)
0 )

...

det(C
(N)
m−1)

 . (2.10)

进而由 (2.7) 得到

v(N) =
1

det(C(N))

∑
06j6m−1

det(C
(N)
j )f (j).

再从 (2.1) 容易看出

p
(N)
0 =

1

q0
·
∑N−1

k=0 q
(k+1)
0

∑m−1
j=0 det(C

(N)
j )f

(j)
k

det(C(N))
,

这意味着定理结论成立.

注 2.3 当 m = 1 时, 单生过程常返当且仅当

lim
N→+∞

∑N−1
k=0 q

(k+1)
0 f

(0)
k∑N−1

k=0 f
(0)
k

= 0.

若仅重设 q̄01 > 0 且对于所有 j > 2 都有 q̄0j = 0 时不可约性仍然可以保持, 则原过程常返当且仅当∑+∞
k=0 f

(0)
k = +∞, 其中 f

(0)
k 恰等于文献 [2, 4] 中的 F

(0)
k .
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注 2.4 事实上, 由上面定理的证明可以得到

P0(σ0 < τN+) = 1− 1

q0
·
∑N−1

k=0 q
(k+1)
0

∑m−1
j=0 det(C

(N)
j )f

(j)
k

det(C(N))
,

Pi(σ0 < τN+) = 1−
∑i−1

k=0

∑m−1
j=0 det(C

(N)
j )f

(j)
k

det(C(N))
, 1 6 i 6 N.

进而, 得出灭绝/回返概率具有下面的形式:

P0(σ0 < +∞) = 1− 1

q0
lim

N→+∞

∑N−1
k=0 q

(k+1)
0

∑m−1
j=0 det(C

(N)
j )f

(j)
k

det(C(N))
,

Pi(σ0 < +∞) = 1− lim
N→+∞

∑i−1
k=0

∑m−1
j=0 det(C

(N)
j )f

(j)
k

det(C(N))
, i > 1.

当 m = 1 时, 灭绝/回返概率可以表示为

P0(σ0 < +∞) = 1− 1

q0
lim

N→+∞

∑N−1
k=0 q

(k+1)
0 f

(0)
k∑N−1

k=0 f
(0)
k

,

Pi(σ0 < +∞) =

∑+∞
k=i f

(0)
k∑+∞

k=0 f
(0)
k

, i > 1.

同样的结果可参见文献 [4].

接下来考虑 2 生过程. 现在有

f
(0)
0 = 1, f

(0)
1 = 0, f

(0)
i+1 =

1

qi,i+2

( i−1∑
k=0

q
(k)
i f

(0)
k − q

(i+1)
i f

(0)
i

)
, 1 6 i 6 N − 2,

f
(1)
0 = 0, f

(1)
1 = 1, f

(1)
i+1 =

1

qi,i+2

( i−1∑
k=0

q
(k)
i f

(1)
k − q

(i+1)
i f

(1)
i

)
, 1 6 i 6 N − 2.

定义

f
(0)
N =

N−2∑
k=0

q
(k)
N−1f

(0)
k − q

(N)
N−1f

(0)
N−1, f

(1)
N =

N−2∑
k=0

q
(k)
N−1f

(1)
k − q

(N)
N−1f

(1)
N−1,

则

C(N) =

 f
(0)
N f

(1)
N∑N−1

k=0 f
(0)
k

∑N−1
k=0 f

(1)
k


且

C
(N)
0 =

0 f
(1)
N

1
∑N−1

k=0 f
(1)
k

 , C
(N)
1 =

 f
(0)
N 0∑N−1

k=0 f
(0)
k 1

 .

进而

det(C(N)) = f
(0)
N

N−1∑
k=0

f
(1)
k − f

(1)
N

N−1∑
k=0

f
(0)
k , det(C

(N)
0 ) = −f

(1)
N , det(C

(N)
1 ) = f

(0)
N .

因此, 由定理 2.1 和上面的讨论, 容易看到下面的结论成立.
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推论 2.1 假设 2 生 Q 矩阵 Q = (qij) 是不可约的, 则相应的最小过程常返当且仅当

lim
N→+∞

∑N−1
k=0 q

(k+1)
0 (f

(0)
N f

(1)
k − f

(1)
N f

(0)
k )

f
(0)
N

∑N−1
k=0 f

(1)
k − f

(1)
N

∑N−1
k=0 f

(0)
k

= 0.

若仅重设 q̄01 > 0 且对于所有 j > 2 都有 q̄0j = 0 时不可约性仍然可以保持, 则原过程常返当且仅当

lim
N→+∞

f
(1)
N

f
(1)
N

∑N−1
k=0 f

(0)
k − f

(0)
N

∑N−1
k=0 f

(1)
k

= 0.

2.2 m 死转移速率矩阵

为了后面在唯一性问题上的应用, 考虑比 m 死更扩展一些的转移速率矩阵. 事实上, 我们需要研

究所谓带可能大灾难的 m 死 Q 矩阵, 即存在一个正整数 m 使得转移速率矩阵满足

qi,i−m > 0, qij = 0, 1 6 j < i−m, i > m.

换而言之, 对于任意 i ̸= m, qi0 没有限制条件, 这意味着对某个或者所有 i ̸= m, qi0 > 0 可以发生.

对于 m+ 1 6 n 6 N − 1, 定义 (N − 1)× (N − 1) 阶矩阵 Bn = (b
(n)
ik : m < i, k < N +m) 如下:

b
(n)
ik =



0, 若 m < i < n, m < k < N +m,

− qi0
qi,i−m

, 若 i = n, k = m+ 1,

0, 若 i = n, m+ 2 6 k 6 i,

−q
(k−m)
i − qi0
qi,i−m

, 若 i = n, i+ 1 6 k < i+m,

q
(k−m+1)
i + qi0

qi,i−m
, 若 i = n, i+m 6 k < N +m,

δik, 若 n < i < N +m, m < k < N +m.

定义一些 N − 1 维向量:

g(j) = Bm+1 · · ·BN−1ej , j = 2, N −m+ 1, . . . , N,

其中, 对于 j = 2, N −m+ 1, . . . , N , g(j) = (g
(j)
2 , . . . , g

(j)
N )T; ej 是 N − 1 维单位向量, ej = (δjk : 2 6 k

6 N)T. 定义 (N − 1)×m 阶矩阵

G(m) = (g(N−m+1), . . . , g(N)).

定义 m× (N − 1) 阶矩阵 S = (sik : 1 6 i 6 m, 2 6 k 6 N) 如下:

sik =

−q
(k−1)
i + qi0, 若 1 6 i 6 m, 2 6 k 6 i,

q
(k)
i + qi0, 若 1 6 i 6 m, i < k 6 N.

定义 m×m 阶矩阵

D(N) = SG(m).
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当 m > 1 时, 对于 j = N −m+ 1, . . . , N , 定义

D
(N)
j = (Sg(N−m+1), . . . ,Sg(j−1), q − Sg(2),Sg(j+1), . . . ,Sg(N));

当 m = 1 时, 令 D
(N)
N = q − Sg(2), 其中 q = (q10, . . . , qm0)

T.

下面结果是我们关于带可能大灾难的 m 死 Q 矩阵的常返性准则.

定理 2.2 假设带可能大灾难的 m 死 Q 矩阵 Q = (qij) 是不可约的, 则相应的最小过程常返当

且仅当

lim
N→+∞

N∑
k=2

(q
(1)
0 − q

(k)
0 )

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
= q0.

若仅重设 q̄01 > 0和对于所有 j > 2有 q̄0j = 0时不可约性仍然可以保持, 则原最小过程常返当且仅当

lim
N→+∞

N∑
k=2

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
= 1.

证明 由 (2.4) 和 m 死性质得到

qi0 +
∑

(i−m+1)∨16k6i

(q
(k−1)
i − qi0)wk =

∑
i+16k6N

(q
(k)
i + qi0)wk, 1 6 i 6 N − 1. (2.11)

对于 m+ 1 6 i 6 N − 1, 由 q
(i−m)
i − qi0 = qi,i−m > 0 和 (2.11) 知, 下式成立:

wi−m+1 =
1

qi,i−m

( ∑
i+16k6N

(q
(k)
i + qi0)wk −

∑
i−m+26k6i

(q
(k−1)
i − qi0)wk − qi0

)
. (2.12)

则上述讨论蕴涵着

w(N−1) :=



w2

w3

...

wN−m

wN−m+1

...

wN


= Bm+1 · · ·BN−1



1

0

...

0

wN−m+1

...

wN


= g(2) +

N∑
j=N−m+1

wjg
(j)

= (g(2),G(m))



1

wN−m+1

...

wN


=: (g(2),G(m))

 1

w(m)

 . (2.13)

从 (2.11) 推导出

qi0 +
∑

26k6i

(q
(k−1)
i − qi0)wk =

∑
i+16k6N

(q
(k)
i + qi0)wk, 1 6 i 6 m.
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由 (2.13) 知, 其等价于

(Sg(2),SG(m))

 1

w(m)

 = S(g(2),G(m))

 1

w(m)

 = Sw(N−1) = q,

即

D(N)w(m) = SG(m)w(m) = q − Sg(2). (2.14)

由本节开始部分的讨论知, 方程组 (2.1) 存在唯一解, 等价地, 方程组 (2.14) 存在唯一解, 这意味着

det(D(N)) ̸= 0. 因此, 对于方程组 (2.14), 由 Cramer 法则知, 此解可以表示为

w(m) =
1

det(D(N))


det(D

(N)
N−m+1)

...

det(D
(N)
N )

 . (2.15)

进而, 由 (2.13) 和 (2.15), 得到

w(N−1) = g(2) +
1

det(D(N))

∑
N−m+16j6N

det(D
(N)
j )g(j). (2.16)

再从 (2.16) 得出

p
(N)
i = 1−

N∑
k=i+1

wk = 1−
N∑

k=i+1

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
, 1 6 i < N.

进而, 由 (2.1), 容易看出

p
(N)
0 = 1− 1

q0

N∑
k=2

(q
(1)
0 − q

(k)
0 )

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
,

其意味着定理结论成立.

注 2.5 事实上, 对于 j = 2, N −m+ 1, . . . , N ,

g
(j)
i = δij , N −m < i 6 N,

且

g
(j)
i−m+1 =

1

qi,i−m

( ∑
i+16k6N

(q
(k)
i + qi0)g

(j)
k −

∑
i−m+26k6i

(q
(k−1)
i − qi0)g

(j)
k − qi0δj2

)

对 m+ 1 6 i 6 N − 1 成立.

注 2.6 由上面定理的证明知, 灭绝/回返概率可以表示为

P0(σ0 < +∞) =
1

q0
lim

N→+∞

N∑
k=2

(q
(1)
0 − q

(k)
0 )

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
,

Pi(σ0 < +∞) = lim
N→+∞

N∑
k=i+1

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
, i > 1.
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注 2.7 若限制在 N := {1, 2, . . .} 上的 Q 矩阵是不可约的, 对于所有 j > 2, 重令 q̄01 > 0 和

q̄0j = 0, 则不可约性可以保持.

对于 m = 1 的情形, 考虑没有大灾难的单死情形, 其转移速率矩阵满足

qi,i−1 > 0, i > 1; qij = 0, 0 6 j < i− 1,

则 g
(2)
i ≡ 0 且

g
(N)
N = 1, g

(N)
i =

1

qi,i−1

∑
i+16k6N

q
(k)
i g

(N)
k , 2 6 i 6 N − 1.

此外, 定义

g
(N)
1 =

1

q10

∑
26k6N

q
(k)
1 g

(N)
k .

进而,

D(N) =

N∑
k=2

(q
(k)
1 + q10)g

(N)
k = q10

N∑
k=1

g
(N)
k , D

(N)
N = q10.

注意到 q0 = q
(1)
0 , 则极限

lim
N→+∞

∑N
k=2(q

(1)
0 − q

(k)
0 )g

(N)
k∑N

k=1 g
(N)
k

= q0

等价于

lim
N→+∞

∑N
k=1 q

(k)
0 g

(N)
k∑N

k=1 g
(N)
k

= 0. (2.17)

因此, 从定理 2.2 直接得到如下的结论.

推论 2.2 假设不带大灾难的单死 Q 矩阵 Q = (qij) 是不可约的, 则相应的最小过程是常返的当

且仅当 (2.17) 成立. 若仅重设 q̄01 > 0 且 q̄0j = 0 对于所有 j > 2 成立时不可约性仍然保持, 即限制在

N := {1, 2, . . .} 上的 Q 矩阵是不可约的, 则最小过程是常返的当且仅当

lim
N→+∞

g
(N)
1∑N

k=1 g
(N)
k

= 0.

下面考虑没有大灾难的 2 死过程, 此时转移速率矩阵满足

qi,i−2 > 0, i > 2; qij = 0, 0 6 j < i− 2.

则 g
(2)
i ≡ 0 且

g
(N)
N = 1, g

(N)
N−1 = 0, g

(N)
i−1 =

1

qi,i−2

( ∑
i+16k6N

q
(k)
i g

(N)
k − q

(i−1)
i g

(N)
i

)
, 3 6 i 6 N − 1,

g
(N−1)
N = 0, g

(N−1)
N−1 = 1, g

(N−1)
i−1 =

1

qi,i−2

( ∑
i+16k6N

q
(k)
i g

(N−1)
k − q

(i−1)
i g

(N−1)
i

)
, 3 6 i 6 N − 1.

同上面一样定义 g
(N)
1 和 g

(N−1)
1 . 再定义

g
(N)
0 =

∑
26k6N

q
(k)
1 g

(N)
k − q

(0)
1 g

(N)
1 , g

(N−1)
0 =

∑
26k6N

q
(k)
1 g

(N−1)
k − q

(0)
1 g

(N−1)
1 .
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进而

D(N) =

g(N−1)
0 + q10

∑N
k=1 g

(N−1)
k g

(N)
0 + q10

∑N
k=1 g

(N)
k

q20
∑N

k=1 g
(N−1)
k q20

∑N
k=1 g

(N)
k

 ,

D
(N)
N−1 =

q10 g
(N)
0 + q10

∑N
k=1 g

(N)
k

q20 q20
∑N

k=1 g
(N)
k

 ,

D
(N)
N =

g(N−1)
0 + q10

∑N
k=1 g

(N−1)
k q10

q20
∑N

k=1 g
(N−1)
k q20

 .

故有

det(D(N)) = q20

(
g
(N−1)
0

N∑
k=1

g
(N)
k − g

(N)
0

N∑
k=1

g
(N−1)
k

)
,

det(D
(N)
N−1) = −q20g

(N)
0 , det(D

(N)
N ) = q20g

(N−1)
0 .

因此,

lim
N→+∞

N∑
k=2

(q
(1)
0 − q

(k)
0 )

det(D
(N)
N−1)g

(N−1)
k + det(D

(N)
N )g

(N)
k

det(D(N))
= q0,

等价于

lim
N→+∞

∑N
k=1 q

(k)
0 (g

(N−1)
0 g

(N)
k − g

(N)
0 g

(N−1)
k )

g
(N−1)
0

∑N
k=1 g

(N)
k − g

(N)
0

∑N
k=1 g

(N−1)
k

= 0. (2.18)

则从定理 2.2 立刻得到如下推论.

推论 2.3 假设不带大灾难的 2死 Q矩阵 Q = (qij)是不可约的, 则相应的最小过程常返当且仅

当 (2.18) 成立. 若仅重令 q̄01 > 0 和 q̄0j = 0 (对于所有 j > 2) 时不可约性仍然能够保持, 则最小过程

常返当且仅当

lim
N→+∞

g
(N−1)
0 g

(N)
1 − g

(N)
0 g

(N−1)
1

g
(N−1)
0

∑N
k=1 g

(N)
k − g

(N)
0

∑N
k=1 g

(N−1)
k

= 0.

2.3 例子

例 2.1 给定正则不可约单死 Q 矩阵如下:

qi,i−1 = a > 0, qi,i+1 = b > 0, qi,i+2 = d > 0, i > 1,

其中 b+ d > 0, 且对于其他的 i, j > 1, i ̸= j, 有 qij = 0. 则过程常返当且仅当 a > b+ 2d.

证明 事实上, 可以看到

g
(N)
N = 1, g

(N)
N−1 =

b+ d

a
, g

(N)
i =

b+ d

a
g
(N)
i+1 +

d

a
g
(N)
i+2 , 1 6 i 6 N − 2.

由推广的 Fibonacci 数列可知 (参见附录 A)

g
(N)
i =

1

λ1 − λ2
(λN−i+1

1 − λN−i+1
2 ), 1 6 i 6 N,
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其中

λ1 =
b+ d+

√
(b+ d)2 + 4ad

2a
, λ2 =

b+ d−
√
(b+ d)2 + 4ad

2a
.

注意到 −1 < λ2 < 0 和 λ1 > 0, 更细致地, 有

λ1


> 1, 若 a < b+ 2d,

= 1, 若 a = b+ 2d,

< 1, 若 a > b+ 2d.

如果 a ̸= b+ 2d, 则

g
(N)
1∑N

k=1 g
(N)
k

=
λN
1 − λN

2

λN+1
1 −λ1

λ1−1 − λN+1
2 −λ2

λ2−1

.

因此

lim
N→+∞

g
(N)
1∑N

k=1 g
(N)
k

=


λ1 − 1

λ1
̸= 0, 若 a < b+ 2d,

0, 若 a > b+ 2d.

当 a = b+ 2d 时,

lim
N→+∞

g
(N)
1∑N

k=1 g
(N)
k

= lim
N→+∞

1− λN
2

N − λN+1
2 −λ2

λ2−1

= 0.

故由推论 2.2 知结论成立.

例 2.2 给定一个正则不可约 2 死 Q 矩阵 Q = (qij) 如下:

qi,i−2 = c > 0, qi,i−1 = a > 0, i > 2, q1,0 = d > 0; qi,i+1 = b > 0, i > 0,

且 qij = 0 对其他的 i, j > 1, i ̸= j 成立. 则过程常返当且仅当 a + 2c > b. 此例子在 a = 0, d = 1 且

c = b = 1 的情形参见文献 [9], 在该文献中证明了该过程是指数遍历但非强遍历.

证明 由于

g
(N)
N = 1, g

(N)
N−1 = 0, g

(N)
i−1 =

b

c
g
(N)
i+1 − a+ c

c
g
(N)
i , 2 6 i 6 N − 1,

g
(N−1)
N = 0, g

(N−1)
N−1 = 1, g

(N−1)
i−1 =

b

c
g
(N−1)
i+1 − a+ c

c
g
(N−1)
i , 2 6 i 6 N − 1,

因此, 有 (参见附录 A)

g
(N)
i =

(−1)N−i−1λ1λ2

λ1 − λ2
(λN−i−1

1 − λN−i−1
2 ), 1 6 i 6 N,

g
(N)
0 =

(−1)N−1λ1λ2

λ1 − λ2
(b(λN−3

1 − λN−3
2 ) + d(λN−2

1 − λN−2
2 )),

g
(N−1)
i =

(−1)N−i−1

λ1 − λ2
(λN−i

1 − λN−i
2 ), 1 6 i 6 N,

g
(N−1)
0 =

(−1)N−1

λ1 − λ2
(b(λN−2

1 − λN−2
2 ) + d(λN−1

1 − λN−1
2 )),
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其中

λ1 =
a+ c+

√
(a+ c)2 + 4bc

2c
, λ2 =

a+ c−
√
(a+ c)2 + 4bc

2c
.

注意到 λ1 > 1 和 λ2 < 0. 事实上,

|λ2|


> 1, 若 a+ 2c < b,

= 1, 若 a+ 2c = b,

< 1, 若 a+ 2c > b.

经过计算, 得到

g
(N−1)
0 g

(N)
1 − g

(N)
0 g

(N−1)
1 = b(−1)2N−1λN−2

1 λN−2
2

和

g
(N−1)
0

N∑
k=1

g
(N)
k − g

(N)
0

N∑
k=1

g
(N−1)
k

=
(−1)N−1λ1λ2

λ1 − λ2
×



(
(bλN−3

2 + dλN−2
2 )

(−λ1)
N − 1

λ1(λ1 + 1)

−(bλN−3
1 + dλN−2

1 ) (−λ2)
N−1

λ2(λ2+1)

)
, 若 λ2 ̸= −1,(

(bλN−3
2 + dλN−2

2 )
(−λ1)

N − 1

λ1(λ1 + 1)

−(bλN−3
1 + dλN−2

1 )N

)
, 若 λ2 = −1.

从上面的两个等式得出

lim
N→+∞

g
(N−1)
0 g

(N)
1 − g

(N)
0 g

(N−1)
1

g
(N−1)
0

∑N
k=1 g

(N)
k − g

(N)
0

∑N
k=1 g

(N−1)
k

=


0, 若 a+ 2c > b,

b(λ1 + 1)(λ2 + 1)

(d+ b)λ1λ2 + b(λ1 + λ2)
̸= 0, 若 a+ 2c < b,

由推论 2.3 知, 其意味着结论成立.

例 2.3 给定一个正则不可约 2 死 Q 矩阵 Q = (qij), 其满足

qi,i−2 = c > 0, i > 2; qi,i+2 = d > 0, i > 0; q01 = b > 0, q10 = a > 0,

且 qij = 0 对于其他的 i ̸= j 成立. 则过程常返当且仅当 c > d.

证明 令 h = d/c. 由于

g
(N)
N = 1, g

(N)
N−1 = 0, g

(N)
N−2 = h · g(N)

N − g
(N)
N−1,

g
(N)
i−1 = h · g(N)

i+2 + h · g(N)
i+1 − g

(N)
i , 2 6 i 6 N − 2,

g
(N)
0 = d · g(N)

3 + d · g(N)
2 − a · g(N)

1 ;

g
(N−1)
N = 0, g

(N−1)
N−1 = 1, g

(N−1)
N−2 = h · g(N−1)

N − g
(N−1)
N−1 ,

g
(N−1)
i−1 = h · g(N−1)

i+2 + h · g(N−1)
i+1 − g

(N−1)
i , 2 6 i 6 N − 2,

g
(N−1)
0 = d · g(N−1)

3 + d · g(N−1)
2 − a · g(N−1)

1 ,
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因此,

g
(j)
N−2i = hig

(j)
N −

∑
06k6i−1

hkg
(j)
N−1, 0 6 i 6

[
N

2

]
− 1, j = N − 1, N,

g
(j)
N−(2i+1) =

∑
06k6i

hkg
(j)
N−1, 0 6 i 6

[
N

2

]
− 1, j = N − 1, N.

进而推导出

g
(N)
N−2i = hi, g

(N)
N−(2i+1) = 0, 0 6 i 6

[
N

2

]
− 1,

g
(N−1)
N−2i = −

∑
06k6i−1

hk, g
(N−1)
N−(2i+1) =

∑
06k6i

hk, 0 6 i 6
[
N

2

]
− 1.

令

HN : =
N∑

k=1

q
(k)
0 (g

(N−1)
0 g

(N)
k − g

(N)
0 g

(N−1)
k )

= g
(N−1)
0 ((b+ d)g

(N)
1 + d · g(N)

2 )− g
(N)
0 ((b+ d)g

(N−1)
1 + d · g(N−1)

2 )

和

JN := g
(N−1)
0

N∑
k=1

g
(N)
k − g

(N)
0

N∑
k=1

g
(N−1)
k .

当 N = 2K 时,

g
(N)
1 = 0, g

(N)
2 = hK−1, g

(N)
3 = 0, g

(N)
0 = dhK−1,

g
(N−1)
1 =

K−1∑
k=0

hk, g
(N−1)
2 = −

K−2∑
k=0

hk, g
(N−1)
3 =

K−2∑
k=0

hk, g
(N−1)
0 = −a

K−1∑
k=0

hk.

因此,

H2K = −dhK−1

(
(a+ b)

K−1∑
k=0

hk + dhK−1

)
,

J2K = −a

(K−1∑
k=0

hk

)2

− dhK−1
K−1∑
i=1

hi.

然后

H2K

J2K
=


d(a+ b)K + d2

aK2 + d(K − 1)
, 若 h = 1,

(1− h)(d(a+ b)hK−1 + d2h2K−2 − d(a+ b+ d)h2K−1)

a+ (d− 2a)hK − dhK+1 − dh2K−1 + (1 + d)h2K
, 若 h ̸= 1,

由其推导出

lim
K→+∞

H2K

J2K
=


0, 若 h 6 1,

d(h− 1)((a+ b+ d)h− d)

(1 + d)h2 − dh
̸= 0, 若 h > 1.
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当 N = 2K + 1 时,

g
(N)
1 = hK , g

(N)
2 = 0, g

(N)
3 = hK−1, g

(N)
0 = dhK−1 − ahK ,

g
(N−1)
1 = −

K−1∑
k=0

hk, g
(N−1)
2 =

K−1∑
k=0

hk, g
(N−1)
3 = −

K−2∑
k=0

hk,

g
(N−1)
0 = dhK−1 − a

K−1∑
k=0

hk.

因此,

H2K+1 = d(b+ d)h2K−1 + (bdhK−1 − a(2b+ d)hK)
K−1∑
k=0

hk,

J2K+1 = dhK−1
K∑

k=0

hk − a
K−1∑
k=0

hk
K∑

k=0

hk.

所以,

H2K+1

J2K+1
=


d(b+ d) + (bd− 2ab− ad)K

d(K + 1)− aK(K + 1)
, 若 h = 1,

(1− h)(bdhK−1 − a(2b+ d)hK + d2h2K−1 + a(2b+ d)h2K)

−a+ dhK−1 + (a− d)hK + ahK+1 − dh2K + (d− a)h2K+1
, 若 h ̸= 1,

由上式可以推导出

lim
K→+∞

H2K+1

J2K+1
=


0, 若 h 6 1,

(h− 1)(d2 + a(2b+ d)h)

dh+ (a− d)h2
̸= 0, 若 h > 1.

因此, limN→+∞
HN

JN
= 0 当且仅当 h 6 1, 即 d 6 c. 故由推论 2.3 知结论成立.

例 2.4 给定一个正则不可约 2 死 Q 矩阵 Q = (qij) 如下:

qi,i−2 = qi,i−1 = 1, i > 2; qi,i+1 = qi,i+2 = 1, i > 0; q10 = 2,

且 qij = 0 对于其他的 i ̸= j 成立. 则过程常返 (参见文献 [17]).

证明 由于

f
(0)
0 = 1, f

(0)
1 = 0, f

(0)
2 = 2f

(0)
0 − 2f

(0)
1 , f

(0)
i+1 = f

(0)
i−2 + 2f

(0)
i−1 − 2f

(0)
i , 2 6 i 6 N − 1,

f
(1)
0 = 0, f

(1)
1 = 1, f

(1)
2 = 2f

(1)
0 − 2f

(1)
1 , f

(1)
i+1 = f

(1)
i−2 + 2f

(1)
i−1 − 2f

(1)
i , 2 6 i 6 N − 1,

因此,

f
(0)
i = (−1)iFi−1Fi+1, i > 1; f

(1)
i = (−1)i−1FiFi+1, i > 0,

其中 {Fi}+∞
i=0 是 Fibonacci 数列且满足 F0 = 0 和 F1 = 1, 即

Fi =
1√
5
(Ai −Bi), i > 0; A =

1 +
√
5

2
, B =

1−
√
5

2
.
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注意到 AB = −1 且 A+B = 1. 因此

f
(0)
i =

1

5
((−A2)i + (−B2)i + 3), f

(1)
i =

1

5
((−A)(−A2)i + (−B)(−B2)i + 1), i > 0.

进而有
N−1∑
k=0

f
(1)
k =

1

25
(5(3N + 1)− (1 +B2)(−A2)N − (1 +A2)(−B2)N ),

N−1∑
k=0

f
(0)
k =

1

25
(5N +A(1 +B2)(−A2)N +B(1 +A2)(−B2)N ),

从其出发得到 f
(1)
N = A2N+1

5 ((−1)N+1 + o(1)) (N → +∞) 和

f
(1)
N

N−1∑
k=0

f
(0)
k − f

(0)
N

N−1∑
k=0

f
(1)
k =

A4N

125
(B −A+ o(1)) (N → +∞).

因此

lim
N→+∞

f
(1)
N

f
(1)
N

∑N−1
k=0 f

(0)
k − f

(0)
N

∑N−1
k=0 f

(1)
k

= 0.

由推论 2.1 知, 上式蕴涵着过程是常返的.

3 唯一性准则

本节考虑 m 生转移速率矩阵和 m 死转移速率矩阵的唯一性准则. 已经知道, 唯一性与常返性密

切相关 (见第 1 节). 为方便读者, 重新整理相关结果如下.

引理 3.1 给定 Z+ 上一个全稳定保守的 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij), 定义一个 Z+ 上全稳定保守且不可

约的 Q 矩阵 Q = (qij) 如下:

qij =



1, 若 i > 1, j = 0,

q̃i−1,j−1, 若 i ̸= j, i, j > 1,

−1− q̃i−1, 若 i = j, i, j > 1,

µj > 0, 若 i = 0, j > 1,

−
∑

j>1 µj < +∞, 若 i = j = 0,

则 Q̃ 决定的原过程唯一当且仅当 Q 决定的最小过程是常返的.

一方面, 在引理 3.1 中, 对于所有 j > 1, µj 被要求是正的只是为了保证矩阵 Q 的不可约性. 另一

方面,对于任意 j > 1,无论 q̃0j 是什么,甚至 0是 Q̃的一个吸收态, Q̃决定过程的唯一性都是相互等价

的 (参见文献 [2, 第 109 页, 定理 3.16] 的替代证明). 因此, 不失一般性, 不妨考虑这样的 Q̃: 对于任意

j > 1, 从 0 出发最终都可达 (这意味着存在有限个互异的状态 j1, j2, . . . , jk 使得 q0j1qj1j2 · · · qjkj > 0).

故为了保证引理 3.1 中矩阵 Q 的不可约性, 只需要定义 q01 = 1 和 q0j = 0 (j > 2).
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3.1 m 生转移速率矩阵

考虑 Z+ 上这样一个 m 生 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij): 从 0 出发, 任意 j > 1 都最终可达. 例如, 它满足

q̃0j > 0, 1 6 j 6 m; q̃0j = 0, j > m.

同引理 3.1, 定义 Z+ 上不可约、全稳定且保守的 Q 矩阵如下:

q01 = 1, q0j = 0, j > 2; qi0 = 1, qij = q̃i−1,j−1, i, j > 1, j ̸= i.

则按照第 2.1 小节中的定义, 对所有 0 6 i 6 m− 1, 有 f
(j)
i = δji 且

f
(j)
i+m−1 =

1

q̃i−1,i−1+m

(
f
(j)
0 +

∑
06k6i−2

(q̃
(k)
i−1 + 1)f

(j)
k+1 −

∑
i6k6i+m−2

q̃
(k)
i−1f

(j)
k

)
, 1 6 i 6 N −m;

同时,

rik =



1, 若 N −m+ 1 6 i < N, k = 0,

q̃
(k−1)
i−1 + 1, 若 N −m+ 1 6 i < N, 1 6 k < i,

−q̃
(k)
i−1, 若 N −m+ 1 6 i < N, i 6 k < N,

1, 若 i = N, 0 6 k < N.

由引理 3.1 和定理 2.1, 可得如下结果.

定理 3.1 对如上的 m 生 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij), 其决定的过程唯一当且仅当

lim
N→+∞

det(C
(N)
0 )

det(C(N))
= 0.

当 m = 1 时, 即单生情形, 容易验证

f
(0)
0 = 1; f

(0)
i =

1

qi,i+1

i−1∑
k=0

q
(k)
i f

(0)
k =

1

q̃i−1,i

(
f
(0)
0 +

∑
06k6i−2

(q̃
(k)
i−1 + 1)f

(0)
k+1

)
, i > 1.

记 m̃k = f
(0)
k+1 (对于所有 k > 0), 则

m̃0 =
1

q̃01
, m̃i =

1

q̃i,i+1

(
1 +

∑
06k6i−1

(q̃
(k)
i + 1)m̃k

)
, i > 1.

此时

C(N) =

N−1∑
i=0

f
(0)
i = 1 +

N−2∑
i=0

m̃i, C
(N)
0 = 1.

定义

m0 =
1

q̃01
, mi =

1

q̃i,i+1

(
1 +

∑
06k6i−1

q̃
(k)
i mk

)
, i > 1.

则单生过程唯一当且仅当
∑+∞

i=0 m̃i = +∞, 等价地,
∑+∞

i=0 mi = +∞ (参见文献 [4]).
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3.2 m 死转移速率矩阵

考虑 Z+ 上一个不带大灾难的 m 死 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij), 其满足

q̃i,i−m > 0, q̃ij = 0, 0 6 j < i−m, i > m,

且对于 Q̃, 从 0 出发, 任意 j > 1 都可达.

在 Z+ 上定义一个不可约、全稳定且保守的 Q 矩阵如下:

q01 = 1, q0j = 0, j > 2; qi0 = 1, qij = q̃i−1,j−1, i, j > 1, j ̸= i.

按照第 2.2 小节的定义, 对于 j = 2, N −m+ 1, . . . , N , 有

g
(j)
i = δij , N −m < i 6 N,

且

g
(j)
i−m+1 =

1

q̃i−1,i−1−m

( ∑
i6k6N−1

(q̃
(k)
i−1 + 1)g

(j)
k+1 −

∑
i−m+16k6i−1

q̃
(k−1)
i−1 g

(j)
k+1 − δj2

)
对于 m+ 1 6 i 6 N − 1 成立. 同时, 对于 1 6 i 6 m, 有

sik =

−q̃
(k−2)
i−1 , 若 1 6 i 6 m, 1 < k 6 i,

q̃
(k−1)
i−1 + 1, 若 1 6 i 6 m, i < k 6 N.

注意到 m 维列向量 q = (1, . . . , 1)T, 则由引理 3.1 和定理 2.2 立即得到下面的结果.

定理 3.2 对于如上的不带大灾难的 m 死 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij), 其决定的过程唯一当且仅当

lim
N→+∞

N∑
k=2

(
g
(2)
k +

∑
N−m+16j6N det(D

(N)
j )g

(j)
k

det(D(N))

)
= 1.

当 m = 1 时, 即单死情形, 容易验证

g
(N)
N = 1, g

(N)
i =

1

q̃i−1,i−2

∑
i+16k6N

(q̃
(k−1)
i−1 + 1)g

(N)
k , 2 6 i 6 N − 1 (3.1)

且

g
(2)
N = 0, g

(2)
i =

1

q̃i−1,i−2

( ∑
i+16k6N

(q̃
(k−1)
i−1 + 1)g

(2)
k − 1

)
, 2 6 i 6 N − 1. (3.2)

此时

D(N) =
N∑

k=2

(q̃
(k−1)
0 + 1)g

(N)
k =: g

(N)
1 (3.3)

和

D
(N)
N = 1−

N∑
k=2

(q̃
(k−1)
0 + 1)g

(2)
k =: −g

(2)
1 . (3.4)

注意到 g
(2)
i < 0 对于所有 1 6 i < N 都成立, 则由定理 3.2, 得到单死过程如下的唯一性准则.
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推论 3.1 对于不带大灾难的不可约单死 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij), 其决定的过程唯一当且仅当

lim
N→+∞

∑N
k=2(g

(N)
1 g

(2)
k − g

(2)
1 g

(N)
k )

g
(N)
1

= 1,

其中 g
(N)
i 和 g

(2)
i 分别由 (3.1)–(3.4) 定义.

下面给出一个众所周知的单死 Q 矩阵的例子.

例 3.1 给定一个不可约、全稳定且保守的不带大灾难的单死 Q 矩阵 Q̃ = (q̃ij), 其满足

q̃i,i−1 > 0, q̃ij = 0, i > 1, j ̸= i, j ̸= i− 1; q̃0j > 0, j > 1,

则过程唯一.

证明 g
(N)
i = −g

(2)
i 对于所有 2 6 i < N 成立, 进而 g

(N)
1 = −g

(2)
1 + q̃

(N−1)
0 . 注意到 g

(N)
N = 1 和

g
(2)
N = 0, 则

N∑
k=2

g
(2)
k − g

(2)
1

g
(N)
1

N∑
k=2

g
(N)
k =

N∑
k=2

g
(2)
k +

(
1− q̃

(N−1)
0

g
(N)
1

) N∑
k=2

g
(N)
k = 1− q̃

(N−1)
0

g
(N)
1

N∑
k=2

g
(N)
k .

由合分比性质可以得出

0 6 q̃
(N−1)
0

g
(N)
1

N∑
k=2

g
(N)
k 6 q̃

(N−1)
0 sup

26k6N

1

q̃
(k−1)
0 + 1

=
q̃
(N−1)
0

q̃
(N−1)
0 + 1

→ 0, N → +∞,

由推论 3.1 知, 其意味着过程唯一.

接下来介绍一个与 GI/G/1 型排队论模型相关的 Q 矩阵的结果.

命题 3.1 给定一个正则不可约 Q 矩阵 Q = (qij) 如下:

qi,i+k = ridk, i > 0, k > 1; qi,i−k = rick, i > k > 1; qi0 = ri

+∞∑
k=i

ck, i > 1,

其中, {ri}+∞
i=0 是一个正数列, {ck}+∞

k=1 和 {dk}+∞
k=1 是两个非负数列, 满足 c :=

∑+∞
k=1 kck < +∞ 和

d :=
∑+∞

k=1 kdk < +∞. 则相应的过程常返当且仅当 c > d.

证明 若 c > d, 则定义一个全稳定、保守且不可约单死 Q 矩阵 Q = (q̄ij) 如下:

q̄i,i+k = ridk, i > 0, k > 1; q̄i,i−1 = ri

+∞∑
k=1

ck, i > 1; q̄i,i−k = 0, i > k > 2,

这是文献 [5] 中讨论的连续时间分枝过程扩展类的 Q 矩阵. 注意到此时 c > d 等价于文献 [5] 中的

M1 6 1. 因此, 由文献 [5] 直接得出该单死过程是唯一且常返的.

注意到 Q 与 Q 是可比的, 这蕴涵着它们对应的过程是随机可比的, 换而言之, 前者被后者随机控

制. 从而存在它们的保序耦合 (参见文献 [2, 13]). 因此, 单死过程的常返性保证了原过程的常返性.

若原过程常返, 则定义两个正则不可约 Q 矩阵 Q̂ = (q̂ij) 和 Q̃ = (q̃ij) 如下:

q̂i,i+k = dk, i > 0, k > 1; q̂i,i−k = ck, i > k > 1; q̂i0 =
+∞∑
k=i

ck, i > 1;
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q̃i,i+1 =
+∞∑
k=1

dk, q̃i,i+k = 0, i > 0, k > 2; q̃i,i−k = ck, i > k > 1; q̃i0 =
+∞∑
k=i

ck, i > 1.

显然 Q̃ 为单生的. 一方面, 注意到 Q 和 Q̂ 有相同的嵌入链. 因此, 由定理 1.3 知, Q̂ 对应的过程

是常返的. 另一方面, Q̃ 和 Q̂ 是可比的, 进而它们对应的过程是随机可比的, 这意味着单生过程被 Q̂

对应的过程随机控制. 故由前面的讨论知单生过程是常返的. 因此由注 2.3 知,
∑+∞

k=0 f
(0)
k = +∞, 其等

价于 c > d. 事实上, 定义 Ci :=
∑+∞

k=i ck, 则 q̃
(ℓ)
k =

∑ℓ
j=0 q̃kj = Ck−ℓ 和 f

(0)
k = 1

d

∑k−1
ℓ=0 Ck−ℓf

(0)
ℓ 对于

k > 1 都成立. 因此,
∑+∞

i=1 Ci = c,

N∑
k=0

f
(0)
k = 1 +

1

d

N∑
k=1

k−1∑
ℓ=0

Ck−ℓf
(0)
ℓ = 1 +

1

d

N−1∑
ℓ=0

f
(0)
ℓ

N∑
k=ℓ+1

Ck−ℓ = 1 +
1

d

N−1∑
ℓ=0

f
(0)
ℓ

N−ℓ∑
k=1

Ck.

当 c > d 时, 如下事实
+∞∑
k=0

f
(0)
k = 1 +

c

d

+∞∑
ℓ=0

f
(0)
ℓ > 1 +

+∞∑
ℓ=0

f
(0)
ℓ

蕴涵
∑+∞

k=0 f
(0)
k = +∞. 当 c < d 时,

N∑
k=0

f
(0)
k 6 1 +

c

d

N−1∑
ℓ=0

f
(0)
ℓ 6 1 +

c

d

N∑
ℓ=0

f
(0)
ℓ ,

进而,
∑+∞

k=0 f
(0)
k 6 1

1− c
d
. 故命题结论成立.
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附录 A 差数列与和数列

对于数列 {cn}+∞
n=0, 若 cn+1 = cn−1 − cn (n > 1), 则称其为差数列; 若 cn+1 = cn−1 + cn, 则称其为

和数列或者 Fibonacci 数列. 对于满足 F0 = 1 和 F1 = 1 的 Fibonacci 数列 {Fn}+∞
n=0, 有

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n+1

−
(
1−

√
5

2

)n+1)
, n > 0.

对于满足 s0 = a和 s1 = b的差数列 {sn}+∞
n=0, 记 sn = (−1)n−2an · a+ (−1)n−1bn · b (n > 0),则 a0 = 1,

a1 = 0, b0 = 0, b1 = 1,

sn+1 = sn−1 − sn

= (−1)n−3an−1 · a+ (−1)n−2bn−1 · b− (−1)n−2an · a− (−1)n−1bn · b

= (−1)n−1(an−1 + an) · a+ (−1)n(bn−1 + bn) · b.

可以看到 an+1 = an−1 + an 和 bn+1 = bn−1 + bn 对于所有 n > 1 都成立, 这意味着 {an} 和 {bn} 都
是 Fibonacci 数列. 由 a0 = 1、a1 = 0、b0 = 0 和 b1 = 1, 可以得出 an+2 = Fn (对于所有 n > 0) 和

bn+1 = Fn (对于所有 n > 0). 进而, sn = (−1)n−2Fn−2 · a+ (−1)n−1Fn−1 · b, n > 2.

对于推广的 Fibonacci数列 {Fn}+∞
n=0, 其满足 Fn+2 = c ·Fn+1 + d ·Fn (对于所有 n > 0), 其中 c和

d 是两个正常数, 则Fn+1

Fn

 =

c d

1 0

 Fn

Fn−1

 =: A

 Fn

Fn−1

 = · · · = An

F1

F0

 , n > 0.

对于矩阵 A, 其特征值为

λ1 =
c+

√
c2 + 4d

2
, λ2 =

c−
√
c2 + 4d

2
,

此时, λ1 + λ2 = c, λ1λ2 = −d, 则

An =

λ1 λ2

1 1

λn
1 0

0 λ2

λ1 λ2

1 1

−1

=
1

λ1 − λ2

λ1 λ2

1 1

λn
1 0

0 λ2

 1 −λ2

−1 λ1


=

1

λ1 − λ2

λn+1
1 − λn+1

2 −λn+1
1 λ2 + λ1λ

n+1
2

λn
1 − λn

2 −λn
1λ2 + λ1λ

n
2

 .
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因此

Fn =
1

λ1 − λ2
((λn

1 − λn
2 )F1 − (λn

1λ2 − λ1λ
n
2 )F0)

=
1

λ1 − λ2
(λn

1 (F1 − λ2F0)− λn
2 (F1 − λ1F0)), n > 0.

特别地, 若 F1 = c · F0, 则

Fn =
F0

λ1 − λ2
(λn+1

1 − λn+1
2 ), n > 0.

对于差数列 {sn}+∞
n=0, 其满足 s0 = a, s1 = b 和 sn+1 = d · sn−1 − c · sn (对于所有 n > 1). 记

sn = (−1)n−2an · a+ (−1)n−1bn · b (对于所有 n > 0), 则 a0 = 1, a1 = 0, b0 = 0, b1 = 1,

sn+1 = d · sn−1 − c · sn

= (−1)n−3an−1 · da+ (−1)n−2bn−1 · db− (−1)n−2an · ca− (−1)n−1bn · cb

= (−1)n−1(c · an + d · an−1) · a+ (−1)n(c · bn + d · bn−1) · b.

可以看到 an+1 = c · an + d · an−1 和 bn+1 = c · bn + d · bn−1 对于所有 n > 1 都成立, 这意味着 {an} 和
{bn} 是推广的 Fibonacci 数列. 由 a0 = 1、a1 = 0、b0 = 0 和 b1 = 1, 可推导出

an = −λ1λ2(λ
n−1
1 − λn−1

2 )

λ1 − λ2
, bn =

λn
1 − λn

2

λ1 − λ2
, n > 0.

进而有

sn =
(−1)n−1

λ1 − λ2
(λ1λ2(λ

n−1
1 − λn−1

2 ) · a+ (λn
1 − λn

2 ) · b), n > 0.

Criteria on recurrence and uniqueness of time-continuous
Markov chains with uniformly upward or downward finite
ranges

Yuhui Zhang

Abstract The criterion of uniqueness is a challenging problem for time-continuous Markov chains. In this paper,
we obtain the explicit criteria for recurrence and uniqueness of time-continuous Markov chains with uniformly
upward or downward finite ranges. The main ideas originated from our recent work on single-death processes. In
addition, some concrete examples are presented to demonstrate the research results.
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