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摘要 单生过程与单死过程是经典的非对称 Markov过程, 而非对称 Markov过程相对于对称 Markov

过程的研究通常要困难得多. 近些年来, 关于单生过程的研究已获得相对系统的结果, 而对于一般的

单死过程所知有限.本文将介绍最近获得的关于单死过程击中时的显式表示和一些数字特征的概率意

义, 在此基础上给出单死过程遍历性和强遍历性的判别准则, 常返性和指数遍历性的充分或必要条件,

以及灭绝概率的表示等. 相关结果在本文中也应用于一类扩展分枝过程.
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1 引言

记 Z+ = {0, 1, 2, . . .}. 考虑 Z+ 上全稳定保守的 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ Z+), 即对一切 i > 0 有

qi := −qii =
∑

j ̸=i qij < ∞, 若满足

qi,i+1 > 0, qij = 0, j > i+ 1;

或者

qi,i−1 > 0, qij = 0, j < i− 1,

则称其决定的过程 (X(t); t > 0) 具有非跨跳性质 (skip-free). 我们称前者决定的过程为单生过程, 后

者决定的过程为单死过程. 此时, 若其决定的过程还是唯一的, 则称该 Q 矩阵是正则的.

单生过程和单死过程是经典的非对称 Markov 过程, 相对于对称 Markov 过程, 非对称 Markov 过

程的研究通常要困难得多; 但关于单生过程的研究, 这些年来已获得相对系统且丰富的结果. 相关的

研究背景和结果, 可以参见综述文献 [1–3] 及其参考文献. 相较于单生过程, 过去我们对一般的单死过
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程所知有限, 仅在平稳分布和零流入等方面有一些结果 (参见文献 [4–6]). 从对偶的观点来看, 单生过

程与单死过程有着某种对偶关系, 应该可以得到一些平行结果, 实际上可以利用分枝过程对偶地研究

特殊的单生过程 (参见文献 [7]); 而从研究的哲学来看, 应该是利用单生过程来对偶地研究一些特殊的

单死过程,目前用对偶方法直接尝试所得的结果,计算复杂且概率意义不清楚,没有完全反映出两者之

间的对偶本质1). 研究的难点在于, 从方程的观点看, 单生过程的 Q 矩阵类似下三角形矩阵, 有状态 0

作为初始点, 可以把握; 而对于单死过程, 初始点则是无穷, 看起来没有切入点.

虽然单死过程比单生过程复杂, 但作为单死过程特例的分枝过程, 研究成果特别丰富且应用广泛,

其主要工具是母函数方法 (参见文献 [8, 9]). 虽然对于一般的单死过程, 母函数方法通常是失效的, 但

是分枝过程可以作为我们研究单死过程的参考和对照. 最近, 我们关于单死过程的研究取得了一些进

展, 发现其部分结果 (对偶地) 平行于单生过程, 可以视为某种对偶关系的产物.

本文内容安排如下: 第 2 节介绍单死过程首次击中时一阶矩的显式表示, 以及遍历性和强遍历性

的显式判别准则.第 3节介绍单死过程指数遍历性,给出单死过程指数遍历的一个显式充分条件.第 4

节介绍单死过程常返性的显式充分条件和必要条件及回返 (灭绝) 概率的表示. 以三个例子贯穿这三

节. 第 5 节介绍单死过程零流入的判别准则和遍历性的另一个等价的判别准则以及非零流入与强遍

历性的等价性质. 第 6 节则是将前面的一些主要结果应用于一类扩展的分枝过程. 为使读者更容易了

解此领域的进展, 我们在最后一节总结对单死过程的研究, 概述已经能解决的和目前尚不能解决的一

些问题.

最后, 为后面叙述方便, 引入一些单死过程的常用记号. 首先, 对所有 0 6 n < k, 定义 q
(k)
n =∑

j>k qnj ; 再定义

G
(i)
i = 1, G(i)

n =
1

qn,n−1

i∑
k=n+1

q(k)n G
(i)
k , 1 6 n < i. (1.1)

可以证明

G
(i)
i = 1, G(i)

n =
i−1∑
k=n

G
(k)
n q

(i)
k

qk,k−1
, 1 6 n < i. (1.2)

2 击中时的矩、遍历性和强遍历性

记单死过程的首次跳时刻为 η1, 即 η1 = inf{t > 0 : X(t) ̸= X(0)}. 考虑单死过程状态 i 的首次击

中时 τi = inf{t > 0 : X(t) = i} 和首次回返时 σi = inf{t > η1 : X(t) = i}.
定义

hi =
∑
k>i

G
(k)
i

qk,k−1
, i > 1. (2.1)

注意 (hi; i > 1) 满足

hn =
1

qn,n−1

(
1 +

∞∑
k=n+1

q(k)n hk

)
, n > 1.

1) Chen M F, Li P S, Zhang Y H. Dual processes of single birth ones. Preprint, 2018
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固定 N ∈ Z+, 在有限状态空间 {0, 1, 2, . . . , N} 上定义 Q 矩阵 Q(N) = (q̃ij) 如下:

q̃ij =



qij , 当 i < N, j < N,

q
(N)
i , 当 i < N, j = N,

(qN ∨N)(1 +G(N)), 当 i = N, j = N − 1,

−(qN ∨N)(1 +G(N)), 当 i = N, j = N,

0, 当 i = N, j < N − 1,

其中 G(N) = max16n6N G
(N)
n . 再定义

q̃(k)n =
N∑

j=k

q̃nj , 0 6 n < k 6 N

和

G̃
(i)
i = 1, G̃(i)

n =
1

q̃n,n−1

i∑
k=n+1

q̃(k)n G̃
(i)
k , 1 6 n < i 6 N.

不难验证

h(N)
n :=

N∑
k=n

G̃
(k)
n

q̃k,k−1
(1 6 n 6 N) (2.2)

是下列方程的唯一 (最小非负) 解:

xi =
q̃
(i+1)
i

q̃i
· xi +

N∑
ℓ=i+1

q̃
(ℓ)
i

q̃i
· xℓ +

1

q̃i
, 1 6 i 6 N.

注意到 q̃i := −q̃ii = −qii = qi (i < N) 和 q̃
(k)
n = q

(k)
n (n < k 6 N). 进而知, G̃

(i)
n = G

(i)
n (n 6 i 6 N). 因

此, 我们能够改写上述方程为

xN =
1

(qN ∨N)(1 +G(N))
, xi =

q
(i+1)
i

qi
· xi +

N∑
ℓ=i+1

q
(ℓ)
i

qi
· xℓ +

1

qi
, 1 6 i < N. (2.3)

一方面,由文献 [1,定理 2.7]及方程 (2.3)和 (2.4)知,当 N → ∞时, (h
(N)
n )单调增加收敛到方程 (2.4)

的最小非负解. 另一方面, 从 (2.2) 直接推出, 当 N → ∞ 时,

h(N)
n =

N−1∑
k=n

G
(k)
n

qk,k−1
+

G
(N)
n

(qN ∨N)(1 +G(N))
→

∞∑
k=n

G
(k)
n

qk,k−1
= hn

对所有 n > 1 成立. 由此, 文献 [10] 证明了如下结论.

引理 2.1 给定全稳定保守单死 Q 矩阵 Q = (qij), 则 (2.1) 定义的 (hi; i > 1) 是下列方程的最小

非负解:

xi =
q
(i+1)
i

qi
· xi +

∑
ℓ>i+1

q
(ℓ)
i

qi
· xℓ +

1

qi
, i > 1. (2.4)
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给定状态 i0 ∈ Z+. 对全稳定保守不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij), 假定其决定的 Q 过程常返, 我们

熟知, (Eiτi0 ; i > 0) 是下列方程的最小非负解:

xi0 = 0, xi =
∑
j ̸=i

qij
qi

· xj +
1

qi
, i ̸= i0.

进一步, 应用单死性质和局部化定理 (参见文献 [1, 定理 2.13]), 得到下面引理.

引理 2.2 给定全稳定保守不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定其决定的 Q 过程常返. 给定状态

i0 ∈ Z+, 则 (Eiτi0 ; i > i0) 是下列方程的最小非负解:

xi0 = 0, xi =
∑

j ̸=i,j>i0

qij
qi

· xj +
1

qi
, i > i0.

由引理 2.1 和 2.2, 文献 [10] 证明了下面这个命题.

命题 2.3 给定全稳定保守不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定其决定的 Q 过程常返, 则

Enτn−1 =
∑
k>n

G
(k)
n

qk,k−1
, n > 1. (2.5)

因此, 在命题 2.3 的条件下,

Eiτi0 =
∑

i0+16j6i

∑
k>j

G
(k)
j

qk,k−1
, i > i0. (2.6)

定义

c0 = 1 +
∑
k>1

q
(k)
0 hk, ci =

1 +
∑

k>1 q
(k)
0 hk∑

16k6i q
(k)
0 G

(i)
k

, i > 1,

或者简写为

ci =
1 +

∑
k>1 q

(k)
0 hk

1{i=0} +
∑

16k6i q
(k)
0 G

(i)
k

, i > 0. (2.7)

文献 [11] 得到了如下关于平稳分布和击中时矩的结论.

命题 2.4 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定其决定的 Q 过程遍历, 则

π0 =
1

c0
, πi =

1

qi,i−1ci
, i > 1,

其中 (ci; i > 0) 由 (2.7) 定义, 且

Eiτi0 =
∑

i+16k6i0

(G
(i0)
k ci0 − hk), 0 6 i 6 i0 − 1.

由 (2.1)、(2.6) 和上式知, 在命题 2.4 的条件下,

Eiτi0 + Ei0τi = ci0
∑

i+16k6i0

G
(i0)
k , 0 6 i 6 i0 − 1.
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因此, cj
∑

i+16k6j G
(j)
k 是状态 i 和 j 之间的平均往返时 (i < j).

此时, 若定义

c̃k = max
i<k

∑
i+16j6k hj∑

i+16j6k G
(k)
j

, k > 1,

则 hk 6 c̃k 6 ci < ∞ 对所有 k > 1 成立.

基于命题 2.3 和文献 [1, 定理 4.44], 不难得到下面结果.

定理 2.5 给定全稳定保守不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定其决定的 Q 过程常返, 则

Enσ0 =
∑

16k6n

∑
ℓ>k

G
(ℓ)
k

qℓ,ℓ−1
, n > 1

和

E0σ0 =
1

q0
+

1

q0

∑
k>1

q
(k)
0

∑
ℓ>k

G
(ℓ)
k

qℓ,ℓ−1
.

进而, 过程遍历当且仅当

D :=
∑
k>1

q
(k)
0

∑
ℓ>k

G
(ℓ)
k

qℓ,ℓ−1
< ∞,

过程强遍历当且仅当

S :=
∑
k>1

∑
ℓ>k

G
(ℓ)
k

qℓ,ℓ−1
< ∞.

实际上, 对遍历性的论断, 常返性假设可以由唯一性来替代.

注意 1 +D = q0E0σ0 和 D 6 q0S. 我们来看几个单死过程的例子.

例 2.6 给定全稳定保守 (不可约) 生灭 Q 矩阵 Q = (ai, bi). 定义

µ0 = 1, µi =
b0b1 · · · bi−1

a1a2 · · · ai
, i > 1; µ[i,+∞) =

∑
k>i

µk, i > 0,

则

G(i)
n =

µiai
µnan

, 1 6 n 6 i.

假定其决定的 Q 过程常返 (参见第 4 节). 经过计算, 可得

Enτn−1 =
µ[n,+∞)

µnan
, n > 1.

进而由 (2.6) 得到

Eiτi0 =
∑

i0+16k6i

µ[k,+∞)

µkak
=

∑
i06k6i−1

µ[k + 1,+∞)

µkbk
, i > i0.

同时我们知道, 此生灭过程遍历当且仅当 D = µ[1,+∞) < ∞, 等价地, µ := µ[0,+∞) < ∞; 此生灭过

程强遍历当且仅当

S =
∑
n>1

µ[n,+∞)

µnan
=

∑
n>0

µ[n+ 1,+∞)

µnbn
< ∞.
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在过程遍历的条件下, 容易验证 c0 = µ 和 ci = µ/(µiai) (i > 1), 而且

c̃i 6
µ[1,+∞)

µiai
6 ci, i > 1.

此时由命题 2.4 知, 平稳分布为 πi = µi/µ (i > 0), 同时得到

Eiτi0 =
∑

i+16k6i0

µ[0, k)

µkak
=

∑
i6k6i0−1

µ[0, k]

µkbk
, i < i0.

这是我们熟知的. 事实上, 只要过程常返, 上式总成立. 这些结果都是已知的 (参见文献 [1]).

例 2.7 给定常数 b > 2. 定义全稳定保守不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij) 如下:

qij =
b− 1

bj−i+2
, j > i+ 1; qi,i−1 =

b− 1

b
, qi = −qii =

b2 − b+ 1

b2
, i > 1;

q0j =
b− 1

bj+1
, j > 1; q0 = −q00 =

1

b
.

此时其决定的 Q 过程常返, 参见第 4 节. 则 q
(k)
n = 1/bk−n+1 (1 6 n < k), q

(k)
0 = 1/bk (k > 1) 和

G(i)
n =

1

b(b− 1)i−n
, 1 6 n < i; Enτn−1 =

b− 1

b− 2
, n > 1; Eiτi0 = (i− i0)

b− 1

b− 2
, i > i0.

进而, 由 D = 1/(b− 2) 和 S = +∞ 以及定理 2.5 知, 此单死过程遍历但非强遍历. 在过程遍历的条件

下, 可以验证

c0 =
b− 1

b− 2
, ci =

b(b− 1)i

b− 2
, i > 1

和

c̃i 6
b(b− 1)i

b− 2
= ci, i > 1.

因此, 由命题 2.4 知,

Eiτi0 =
(b− 1)i0+2 − (b− 1)i+1

(b− 2)2
− (i0 − i)

b− 1

b− 2
, i < i0

和

πi =
b− 2

(b− 1)i+1
, i > 0.

例 2.8 给定常数 β ∈ (0, 1/2]. 定义全稳定保守不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij) 如下: 状态 0 不是

吸收态, 而且

qi,i+2 = βqi,i−1 > 0, qij = 0, j ̸= i− 1, i, i+ 2, i > 1.

此时其决定的 Q 过程常返, 参见第 4 节. 则 q
(n+1)
n = q

(n+2)
n = qn,n+2, q

(k)
n = 0 (1 6 n < k − 2).

进而 G
(n)
n = 1, G

(n+1)
n = β, G

(n+k)
n = β(G

(n+k−1)
n + G

(n+k−2)
n ) (k > 2). 因此, 对任意 n > 1, 数列

{G(n+k)
n }k>0 是广义 Fibonacci 数列. 记

A =
1

2
(
√
β2 + 4β + β), B =

1

2
(
√
β2 + 4β − β),

则由 F0 = 1, F1 = β, Fk = β(Fk−1 + Fk−2) (k > 2) 定义的广义 Fibonacci 数列 {Fk}k>0 为

Fk =
1√

β2 + 4β
(Ak+1 − (−B)k+1), k > 0.
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若取 β = 1 就回到标准的 Fibonacci 数列. 故

G(n+k)
n = Fk, k > 0, n > 1.

注意 AB = β = A−B,A+B =
√

β2 + 4β. 由 0 < β 6 1/2 知, 0 < B < A 6 1. 由命题 2.3 知,

Enτn−1 =
∑
ℓ>n

Fℓ−n

qℓ,ℓ−1
, n > 1.

由定理 2.5 知, 此时, 过程遍历当且仅当

D =
∑
k>1

q
(k)
0

∑
ℓ>k

Fℓ−k

qℓ,ℓ−1
< ∞,

过程强遍历当且仅当

S =
∑
k>1

∑
ℓ>k

Fℓ−k

qℓ,ℓ−1
< ∞.

对于至多可数状态空间 E 上的连续时间 Markov 链 X = (X(t); t > 0), 记其生命时为 T . 所谓拟

平稳性是指, 若 E 上的概率分布 ρ = (ρi; i ∈ E) 满足

Pρ(X(t) = j | T > t) = ρj , j ∈ E, t > 0,

则称 ρ 为 X 的一个拟平稳分布.

由文献 [12] 和命题 2.3 可以直接得到关于单死过程拟平稳性的下列结果.

定理 2.9 给定正则单死 Q矩阵 Q = (qij)使得 0为其吸收态且对应的过程几乎必然吸收.假定

Q = (qij) 在 N := {1, 2, 3, . . .} 上不可约. 若

∑
n>1

∑
k>n

G
(k)
n

qk,k−1
< ∞,

则此单死过程存在唯一拟平稳分布 ρ. 进一步, 存在常数 γ > 0, 使得对 N 上任意概率测度 µ, 下式

成立:

∥Pµ(X(t) ∈ · | t < τ0)− ρ∥TV 6 2(1− γ)[t], t > 0.

我们给出上面定理证明的一个概述. 只需要验证文献 [12] 给出的以下三个假设条件:

(H1) 存在有限子集 K ⊂ N 和常数 c1 > 0, 使得对任意 t > 0, 有

infi∈K Pi(t < τ0)

supi∈K Pi(t < τ0)
> c1;

(H2) 存在常数 λ0 > 0, c2 > 0, c3 > 0 和 i0 ∈ K, 使得

sup
i∈N

Ei(e
λ0τK∧τ0) 6 c2, Pi0(X(t) ∈ K) > c3e

−λ0t, t > 0;

(H3) 存在常数 c4 > 0 和 i0 ∈ K, 使得

inf
i∈N

Pi(X(1) = i0 | τ0 > 1) > c4.
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由于过程不可约, 则对于任意有限子集, 条件 (H1) 都成立.

对于任意 t > 0, i0 ∈ K, λ0 = qi0 , 有

Pi0(X(t) ∈ K) > Pi0(X(s) = i0,∀ s ∈ [0, t]) = e−λ0t.

故在 (H2) 中可以取 c3 = 1. 由定理条件和命题 2.3 得到, 对于任意 ε > 0, 存在充分大 iε, 使得

sup
i>iε

Eiτiε =
∑

n>iε+1

∑
k>n

G
(k)
n

qk,k−1
< ε.

由 Markov 不等式得到

sup
i>iε

Pi(τiε > 1) < ε,

进而, 得到

sup
i>iε

Pi(τiε > n) < εn, n > 1.

由此得出, 存在 i0 > 1, 使得

sup
i>i0

Ei(e
λ0τi0 ) < ∞.

特别地, 取 K = {1, 2, . . . , i0}, 则得到

sup
i∈N

Ei(e
λ0τK∧τ0) < ∞.

因此, 条件 (H2) 满足.

对于任意给定的 k ∈ N, 应用强 Markov 性和弱 Markov 性, 得到

inf
i∈N

Pi(X(1) = i0 | τ0 > 1) > inf
i∈N

Pi(X(1) = i0)

> inf
i∈N

Pi(τi0 6 1)Pi0(X(t) = i0,∀ t ∈ [0, 1])

> e−λ0 inf
i∈N

Pi(τi0 6 1)

> e−λ0 inf
i∈N

Pi

(
τk 6 1

2

)
Pk

(
τi0 6 1

2

)
.

由 Markov 不等式可知, 对于任意 ε > 0, 有

sup
i>iε

Pi

(
τiε >

1

2

)
6 2 sup

i>iε

Ei(τiε) < 2ε.

取 ε = 1
4 , 则

inf
i>i1/4

Pi

(
τi1/4 6 1

2

)
>

1

2
.

故对于 k = i1/4,

inf
i∈N

Pi(X(1) = i0 | τ0 > 1) > e−λ0

(
1

2
∧ inf

i<k
Pi

(
τk 6 1

2

))
Pk

(
τi0 6 1

2

)
.

由于过程不可约, 则 infi<k Pi(τk 6 1
2 ) 和 Pk(τi0 6 1

2 ) 均为正的. 因此,

inf
i∈N

Pi(X(1) = i0 | τ0 > 1) > 0.

故条件 (H3) 满足.

再结合文献 [12], 得证定理结论.
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3 指数遍历性

本节研究单死过程的指数遍历性. 定义

Gn = lim
m→∞

G
(m)
n

G
(m)
1

, n > 1. (3.1)

由 (1.1) 注意到

G
(m)
n

G
(m)
1

=
1

qn,n−1

∑
k>n+1

q(k)n

G
(m)
k

G
(m)
1

1[1,m](k).

再由 Fatou 引理, 得到

Gn > 1

qn,n−1

∞∑
k=n+1

q(k)n Gk, n > 1. (3.2)

运用 (3.2), 文献 [10] 给出了单死过程指数遍历的显式充分条件如下.

定理 3.1 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定
∑

k>1 q
(k)
0 Gk < ∞. 若

q := inf
n>0

qn > 0 且 M := sup
n>1

[ n∑
k=1

Gk

][ ∞∑
j=n

1

qj,j−1Gj

]
< ∞,

则此过程是指数遍历的.

上述结果的证明基于文献 [1, 定理 4.45(2)], 采用 Lyapubov 检验函数的方法, 这里检验函数的构

造参见文献 [13] 中单生过程的情形.

回到前一节的三个例子.

对生灭 Q 矩阵 Q (生灭系数分别为 bi 和 ai), 有 G
(m)
n /G

(m)
1 = µ1a1/(µnan). 因此,

Gn = lim
m→∞

G
(m)
n

G
(m)
1

=
µ1a1
µnan

, n > 1,

且
∑

k>1 q
(k)
0 Gk = b0 < ∞. 故 (3.2) 中等号成立, 而且

M = sup
n>1

[ n∑
k=1

1

µkak

][ ∞∑
j=n

µj

]
= sup

n>1

[ n−1∑
k=0

1

µkbk

][ ∞∑
j=n+1

µj

]
.

我们熟知, 生灭过程指数遍历当且仅当 M < ∞ (参见文献 [13, 14]).

对例 2.7, 此时常数 b > 2. 经过计算, 得到 G
(m)
n /G

(m)
1 = (b− 1)n−1. 因此,

Gn = lim
m→∞

G
(m)
n

G
(m)
1

= (b− 1)n−1, n > 1,

且
∑

k>1 q
(k)
0 Gk = 1 < ∞. 故 (3.2) 中等号成立. 注意到 q = 1/b > 0 且

M =
b(b− 1)

(b− 2)2
< ∞.

因此, 由定理 3.1 知, 此时, 过程是指数遍历的.
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对例 2.8, 由 A > B > 0, 可以得到

Gn = lim
m→∞

G
(m)
n

G
(m)
1

=
1

An−1
, n > 1.

假设该单死 Q 矩阵 Q = (qij) 正则且

∑
k>1

q
(k)
0

Ak
< ∞, q > 0.

由 q > 0 知, qi,i−1 > q/(1 + β) (i > 1). 故当 A < 1 即 β < 1/2 时,

M = sup
n>1

[ n∑
k=1

1

Ak−1

][ ∞∑
j=n

Aj−1

qj,j−1

]
6 (1 + β)A

q(1−A)2
< ∞.

过程必定指数遍历.

当 A = 1 即 β = 1/2 时, 若

M = sup
n>1

(
n

∞∑
j=n

1

qj,j−1

)
< ∞,

则此过程是指数遍历的. 特别地, 在 qi,i−1 = iθ (i > 1) 的情形, 当 θ > 2 时, 过程指数遍历 (实际上, 当

θ > 2时,过程强遍历,参见第 6节);当 0 < θ < 2时, M = ∞,无法用定理 3.1判断过程是否指数遍历.

任意给定一个正常数 c > q0G1, 定义一个生灭 Q 矩阵 (ai, bi):

b0 =
c

G1
, bi =

qi,i−1Gi

Gi+1
, ai = qi,i−1, i > 1.

此时, b0 > q0 = q
(1)
0 . 由 (3.2) 知, bi > q

(i+1)
i 对所有 i > 0 成立. 进一步, 我们有下述结论.

命题 3.2 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定上面定义的生灭 Q 矩阵正则, 则

Eiτ
n
0 6 Eiτ̄

n
0 , n > 0, i > 1,

其中 τ̄0 为生灭过程 0 状态的首次击中时.

由此及文献 [1, 定理 4.44 和 4.55], 可以得到单死过程几种遍历性的充分条件.

定理 3.3 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定
∑

k>1 Gk = ∞. 若上面定义的生灭 Q

矩阵对应的生灭过程遍历 (或者指数遍历, 或者强遍历), 则单死过程亦然. 等价地, 若∑
i>1

1

qi,i−1Gi
< ∞,

则单死过程遍历; 若 M < ∞, 则单死过程指数遍历; 若∑
n>1

Gn

∑
k>n

1

qk,k−1Gk
< ∞,

则单死过程强遍历.

条件 “
∑

k>1 Gk = ∞” 保证上述单死过程和生灭过程同时常返 (参见后面的定理 4.1). 故此生灭

过程是正则的.

220



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 1 期

4 常返性和回返 (灭绝) 概率

本节研究单死过程的常返性和回返 (灭绝) 概率. 不难证明下列事实:

G
(m)
k

G
(m)
1

6 1

G
(k)
1

, 1 6 k 6 m.

定义

G̃n = lim
m→∞

G
(m)
n

G
(m)
1

, n > 1. (4.1)

如果下面条件成立:

∑
k>n+1

q
(k)
n

G
(k)
1

< ∞, n > 1, (4.2)

则由 (4.2) 和 Fatou 引理推出

G̃n 6 1

qn,n−1

∞∑
k=n+1

q(k)n G̃k, n > 1. (4.3)

运用 (4.3), 文献 [10] 证明了关于单死过程常返性的如下结论.

定理 4.1 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 若对所有 n > 1, (3.1) 定义的 Gn < ∞ 且∑
n>1

Gn = ∞, (4.4)

则此单死过程常返. 反之, 假定 (4.2) 成立, 若过程常返, 则
∑

n>1 G̃n = ∞.

回到第 2 节的两个例子. 对生灭 Q 矩阵 (ai, bi), 有

∑
k>n+1

q
(k)
n

G
(k)
1

=
bn

G
(n+1)
1

=
b0
µn

< ∞, n > 1

和

Gn = G̃n =
µ1a1
µnan

, n > 1.

故 (4.2) 成立且 ∑
n>1

Gn =
∑
n>1

G̃n =
∑
n>1

µ1a1
µnan

=
∑
n>0

b0
µnbn

.

因此, 生灭过程常返当且仅当
∑

n>0 1/(µnbn) = ∞, 这是我们以前熟知的结论.

对例 2.7, 此时取常数 b > 1, 则

∑
k>n+1

q
(k)
n

G
(k)
1

=
∑

k>n+1

(b− 1)k−1

bk−n
= (b− 1)n < ∞, n > 1

和

Gn = G̃n = (b− 1)n−1, n > 1.
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故 (4.2) 成立且 ∑
n>1

Gn =
∑
n>1

G̃n =
∑
n>1

(b− 1)n−1,

该级数在 b > 2 时发散, 在 1 < b < 2 时收敛. 故过程常返当且仅当 b > 2. 从文献 [15, 定理 1.3] 也可

以得到, 此唯一的单死过程常返当且仅当 b > 2.

对例 2.8, 此时取常数 β > 0, 我们得到

∑
k>n+1

q
(k)
n

G
(k)
1

=
q
(n+1)
n

Fn
+

q
(n+2)
n

Fn+1
=

qn,n+2

Fn
+

qn,n+2

Fn+1
< ∞, n > 1

和

Gn = G̃n =
1

An−1
, n > 1.

故 (4.2) 成立且 ∑
n>1

Gn =
∑
n>1

G̃n =
∑
n>1

1

An−1
,

该级数在 A 6 1 时发散, 在 A > 1 时收敛. 故过程常返当且仅当 A 6 1, 等价地, β 6 1/2.

下面考虑单死过程的回返概率. 定义

G0 =
1

q0

∑
n>1

q
(n)
0 Gn, G =

∑
n>1

Gn

和

G̃0 =
1

q0

∑
n>1

q
(n)
0 G̃n, G̃ =

∑
n>1

G̃n.

显然, G0 6 G 且 G̃0 6 G̃. 文献 [10] 得到的单死过程回返概率相关结果如下.

定理 4.2 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij). 假定 (4.2) 成立, 则

P0(σ0 < ∞) 6 1− G̃0

G̃
, Pn(σ0 < ∞) 6 1− 1

G̃

∑
16k6n

G̃k, n > 1.

此外, 若还假定

lim
m→∞

1

G
(m)
1

∑
16j6k

G
(m)
j =

∑
16j6k

Gj , k > 1, (4.5)

则

P0(σ0 < ∞) > 1− G0

G
, Pn(σ0 < ∞) > 1− 1

G

∑
16k6n

Gk, n > 1.

若对所有 n > 1 有极限 limm→∞ G
(m)
n /G

(m)
1 存在且假设 (4.2) 成立, 则 Gn = G̃n (n > 0) 且 (4.5)

成立. 因此,

P0(σ0 < ∞) = 1− G0

G
, Pn(σ0 < ∞) = 1− 1

G

∑
16n6k

Gn, n > 1.

故 Pi(σ0 < ∞) = 1 (i > 1) 当且仅当 P0(σ0 < ∞) = 1, 等价地, 当且仅当 G = ∞. 顺便提一句, 此时,

由控制收敛定理知, (3.2) 或者 (4.3) 中等号成立. 参见第 2 节的三个例子.
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此节最后, 考虑单死过程的一些数字特征. 定义

Zm,n =
∑

n+16i6m

G
(m)
i , 0 6 n < m.

约定当 n > m 时, Zm,n =
∑

n+16i6m G
(m)
i = 0, 即

∑
∅ = 0. 文献 [11] 的两个相关结果如下.

定理 4.3 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij), 则对满足 m > n 的非负整数 m 和 n,

(i) 当 k > n 时,

Pk(τn < τm) =
Zm,k

Zm,n
, Pk(τm < τn) = 1− Zm,k

Zm,n
;

(ii) 当 0 6 k < n 时,

Pk(τm < τn) = Zn,kPn−1(τm < τn) +
Zn,kG

(m)
n

Zm,n
− Zm,k

Zm,n
+ 1.

对于 Pk(σm < τn), 显然当 k ̸= m 时, Pk(σm < τn) = Pk(τm < τn); 当 k ̸= n 时, Pk(σn < τm) =

Pk(τn < τm). 在单死过程遍历的条件下有更细致的结论.

定理 4.4 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij), 则对满足 m > n 的非负整数 m 和 n,

(i) 当单死过程遍历时, 则

Pn(τm < σn) =
qn,n−1cn
qncmZm,n

, Pn(σn < τm) = 1− qn,n−1cn
qncmZm,n

, n > 1,

P0(τm < σ0) =
c0

q0cmZm,0
, P0(σ0 < τm) = 1− c0

q0cmZm,0
,

进而, 下式成立:

Pn−1(τm < τn) =
1

Zm,n

(
cn
cm

+
1

qn,n−1

m−1∑
j=n+1

qnjZm,j

)
− q

(n+1)
n

qn,n−1
;

(ii) Pm(τm < σm) = 1, Pm(σm < τm) = 0 且

Pm(σm < τn) = 1− qm,m−1

qmZm,n
, Pm(τn < σm) =

qm,m−1

qmZm,n
.

5 零流入

给定 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ Z+), 若对某个 (等价地, 对所有) λ > 0, 方程

λyi =
∞∑
j=0

yjqji, yi > 0, i ∈ Z+, 且
∞∑
i=0

yi < ∞ (5.1)

只有平凡解, 则称该 Q 矩阵为零流入的.

在 Q 矩阵决定的 Q 过程中, 满足 Kolmogorov 向后方程的称为 BQ 过程, 满足 Kolmogorov 向前

方程的称为 FQ 过程. 由文献 [1, 第 75 页, 定理 2.21] 知, 最小 Q 过程总存在且既是 BQ 过程也是

FQ过程. 由文献 [1,第 101页,定理 3.6]知, FQ过程唯一当且仅当最小 Q过程不中断或者 Q矩阵零

流入.

本节介绍单死过程的零流入判别准则.文献 [4]研究了无吸收边界的保守单死 Q矩阵零流入的判

别准则; 文献 [5] 则是将单死 Q 矩阵零流入的判别准则推广至非保守情形, 而且将保守和非保守两种

情形下的判别相统一. 下面只介绍保守情形的答案.
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定理 5.1 给定全稳定保守单死 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ Z+), 则 Q 矩阵是零流入的当且仅当∑∞
ℓ=0 mℓ = ∞, 其中

m0 = 0, mℓ =
1

qℓ,ℓ−1

(
1 +

ℓ−1∑
n=0

q(ℓ)n mn

)
, ℓ > 1.

我们有如下等式成立:

mℓ =
1

qℓ,ℓ−1

ℓ∑
k=1

G
(ℓ)
k , ℓ > 1. (5.2)

用数学归纳法证明之. 当 ℓ = 1 时,

m1 =
1

q10

(
1 +

0∑
n=0

q(1)n mn

)
=

1

q10
=

1

q10

1∑
ℓ=1

G
(1)
ℓ .

所以, (5.2) 在 ℓ = 1 时成立. 假设直至 ℓ = i 时 (5.2) 都成立. 考虑 ℓ = i+ 1 的情形. 此时,

mi+1 =
1

qi+1,i

(
1 +

i∑
n=0

q(i+1)
n mn

)
=

1

qi+1,i

(
1 +

i∑
n=1

q(i+1)
n mn

)

=
1

qi+1,i

(
1 +

i∑
n=1

q(i+1)
n

1

qn,n−1

n∑
k=1

G
(n)
k

)

=
1

qi+1,i

(
1 +

i∑
k=1

i∑
n=k

G
(n)
k q

(i+1)
n

qn,n−1

)

=
1

qi+1,i

(
1 +

i∑
k=1

G
(i+1)
k

)

=
1

qi+1,i

i+1∑
k=1

G
(i+1)
k .

因此, 在 ℓ = i+ 1 的情形, (5.2) 也成立. 由归纳法知, (5.2) 对所有 ℓ > 1 都成立. 进而得到

∞∑
ℓ=0

mℓ =
∞∑
ℓ=1

mℓ =
∞∑
ℓ=1

1

qℓ,ℓ−1

ℓ∑
k=1

G
(ℓ)
k =

∞∑
k=1

∞∑
ℓ=k

G
(ℓ)
k

qℓ,ℓ−1
= S.

因此, 结合定理 2.5 和 5.1, 我们得到下面结论.

定理 5.2 给定正则不可约单死 Q 矩阵 Q = (qij), 则过程强遍历当且仅当该 Q 矩阵非零流入

(即单流入).

由定理 5.1 可直接得到如下两个推论.

推论 5.3 给定全稳定保守单死 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ Z+). 若
∑∞

k=1 q
−1
k,k−1 = ∞, 特别地, 若

supk>1 qk,k−1 < ∞, 则该单死 Q 矩阵零流入. 若存在 k0 > 1 使得当 k > k0 都有 q
(k)
k−1 > qk,k−1 成立,

则该 Q 矩阵亦零流入.

推论 5.4 给定全稳定保守生灭 Q 矩阵 Q = (ai, bi), 则该生灭 Q 矩阵零流入当且仅当

∞∑
n=1

µn

n∑
k=1

1

µkak
= ∞.
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上面关于生灭过程的结果是我们熟知的. 注意

∞∑
n=1

µn

n∑
k=1

1

µkak
=

∞∑
n=1

µn

n−1∑
k=0

1

µkbk
=

∞∑
k=0

1

µkbk

∞∑
n=k+1

µn = S.

关于单死过程的平稳分布, 则有如下熟知的结论.

定理 5.5 给定全稳定保守单死 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ Z+), 则该 Q 矩阵有唯一不变测度 (κi)

如下:

κ0 = 1, κk =
1

qk,k−1

k−1∑
n=0

q(k)n κn, k > 1.

由此得到单死过程遍历性的另一个判别准则.

定理 5.6 给定不可约正则单死 Q 矩阵 Q = (qij : i, j ∈ Z+), 则对应的过程遍历当且仅当

κ :=
∑
i>0

κi < ∞,

此时该过程的平稳分布 (πi) 为

πi =
κi

κ
, i > 0.

实际上, 可以证明 κ = 1 +D, 所以, 遍历性的两个判别准则 (定理 2.5 和 5.6) 是等价的. 下面来

证明 κ = 1 +D.

首先, 有如下等式成立:

κk =
1

qk,k−1

k∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0 G

(k)
ℓ , k > 1. (5.3)

我们用数学归纳法证明. 当 k = 1 时, 显然有

κ1 =
1

q10

0∑
n=0

q(1)n κn =
q
(1)
0

q10
=

1

q10

1∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0 G

(1)
ℓ .

所以, (5.3) 在 k = 1 时成立. 假设直至 k = i 时 (5.3) 都成立. 考虑 k = i+ 1 的情形. 由 (1.2) 推出

κi+1 =
1

qi+1,i

i∑
n=0

q(i+1)
n κn =

1

qi+1,i

(
q
(i+1)
0 +

i∑
n=1

q(i+1)
n κn

)

=
1

qi+1,i

(
q
(i+1)
0 +

i∑
n=1

q(i+1)
n

1

qn,n−1

n∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0 G

(n)
ℓ

)

=
1

qi+1,i

(
q
(i+1)
0 +

i∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0

i∑
n=ℓ

G
(n)
ℓ q

(i+1)
n

qn,n−1

)

=
1

qi+1,i

(
q
(i+1)
0 +

i∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0 G

(i+1)
ℓ

)

=
1

qi+1,i

i+1∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0 G

(i+1)
ℓ .
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因此, 在 k = i+ 1 的情形, (5.3) 也成立. 由归纳法知, (5.3) 对所有 k > 1 都成立.

其次, 由 (5.3) 可以直接推出

κ =
∑
i>0

κi = 1 +
∑
i>1

κi = 1 +

∞∑
i=1

1

qi,i−1

i∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0 G

(i)
ℓ

= 1 +
∞∑
ℓ=1

q
(ℓ)
0

∞∑
i=ℓ

G
(i)
ℓ

qi,i−1
= 1 +D.

更直接的证明是, 由 π0 = 1/(q0E0σ0) 知, κ = q0E0σ0; 而在第 2 节中, 我们知道, 1 +D = q0E0σ0,

因此, κ = 1 +D.

总之, 由以上讨论可知, 两个遍历性准则等价. 另外, 由 (2.7) 可以得到

c0 = κ, ci =
κ

qi,i−1κi
, i > 1.

对生灭过程例 2.6 而言, 正是

κ0 = 1 = µ0, κk =
b0b1 · · · bk−1

a1a2 · · · ak
= µk, k > 1

过程遍历当且仅当 κ (= µ) < ∞, 此时平稳分布 (πi) 为 πi = κi/κ = µi/µ (i > 0).

对例 2.7 在 b > 1 的情形, 计算得到

κk =
1

(b− 1)k
, k > 0.

所以, 过程遍历当且仅当 b > 2, 此时 κ = (b − 1)/(b − 2), 平稳分布 (πk) 为 πk = (b − 2)/(b − 1)k+1

(k > 0). 同第 2 节的结论.

6 一类扩展分枝过程

原始的分枝过程是这样描述的. 令 α > 0, (pj ; j > 0) 是 Z+ 上一概率分布. 分枝过程具有这样的

转移速率 Q 矩阵: 死亡速率 αip0 : i → i− 1 (i > 1), 增长速率 αipk+1 : i → i+ k (k > 1, i ∈ Z+). 注意

此过程在状态 0 处被吸收. 文献 [15] 介绍了一类扩展的分枝过程, 其 Q 矩阵如下:

qij =



q0j , j > i = 0,

−q0, j = i = 0,

rip0, j = i− 1, i > 1,

ripk+1, j = i+ k, i, k > 1,

−ri(1− p1), j = i > 1,

0, 其他的 i, j ∈ Z+,

(6.1)

其中对所有 i > 1 有 ri > 0 且 0 < q0 :=
∑

j>1 q0j < ∞.

为陈述结果, 定义两个非负向量 a = (an;n > 2) 和 b = (bn;n > 2) 的卷积如下:

(a ∗ b)n =
∑

26m6n

an+2−mbm, n > 2.
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再定义 fn =
∑

k>n pk (n > 0) 和 f = (fn;n > 2). 记 f 的 n 重卷积为 f∗n. 约定 f∗1 = f .

基于定理 2.5, 文献 [10] 得到的相关结果如下.

定理 6.1 假定 (6.1) 定义的 Q 矩阵 Q = (qij) 正则不可约, 则过程遍历当且仅当∑
ℓ>1

1

rℓ

(
q
(ℓ)
0 +

∑
16k6ℓ−1

(f∗k ∗ q)ℓ−k+1

pk0

)
< ∞,

过程强遍历当且仅当 ∑
ℓ>1

1

rℓ

(
1 +

∑
16k6ℓ−1

(f∗k ∗ 1)ℓ−k+1

pk0

)
< ∞,

其中 1 = (1, 1, 1, . . .) 和 q = (q
(n−1)
0 ;n > 2).

不难验证

q
(k)
i = ri

∞∑
j=k

pj−i+1 = ri

∞∑
j=k−i+1

pj = rifk−i+1, k > i > 1

和

G(k)
n =

1

p0

k∑
ℓ=n+1

fℓ−n+1G
(k)
ℓ , 1 6 n < k,

特别地, G
(k)
k−1 = f2/p0 (k > 2). 定义 M1 :=

∑∞
k=1 kpk 和 Γ :=

∑
k>1 kpk+1. 注意 M1 =

∑
k>1 fk,

Γ =
∑

k>2 fk = M1 − f1 = M1 + p0 − 1.

由卷积的定义可以推出 a ∗ b = b ∗ a 和 (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c). 实际上, 对任意 n > 2, 有

(a ∗ b)n =
∑

26m6n

an+2−mbm =
∑

26ℓ6n

bn+2−ℓaℓ = (b ∗ a)n

和

((a ∗ b) ∗ c)n =
∑

26m6n

(a ∗ b)n+2−mcm =
∑

26m6n

∑
26ℓ6n+2−m

an+4−m−ℓbℓcm

=
∑

26m6n

∑
m6k6n

an+2−kbk+2−mcm =
∑

26k6n

an+2−k

∑
26m6k

bk+2−mcm

=
∑

26k6n

an+2−k(b ∗ c)k = (a ∗ (b ∗ c))n.

当 an 6 bn (n > 2) 时, 记为 a 6 b. 对 a 6 b, 则有 a ∗ c 6 b ∗ c. 事实上, 对任意 n > 2, 有

(a ∗ c)n =
∑

26m6n

an+2−mcm 6
∑

26m6n

bn+2−mcm = (b ∗ c)n.

定理 6.1 的证明基于定理 2.5 和如下重要引理 (参见文献 [10]).

引理 6.2 给定一非负向量 g = (gn;n > 2), 则∑
16n6k−1

gn+1G
(k)
n =

∑
16n6k−1

(f∗n ∗ g)k−n+1

pn0
.

由定理 5.6、(5.3) 和引理 6.2, 可以推出如下关于平稳分布的求法.

227



张余辉: 单死过程的稳定性

推论 6.3 假定 (6.1) 定义的 Q 矩阵 Q = (qij) 正则不可约. 当过程遍历时, 平稳分布为 κi/κ

(i > 0), 其中 κ0 = 1,

κℓ =
1

rℓp0

(
q
(ℓ)
0 +

∑
16k6ℓ−1

(f∗k ∗ q)ℓ−k+1

pk0

)
, ℓ > 1

及 κ =
∑

i>0 κi.

回到例 2.7 (b > 2的情形). 取定区间 (0, 1− 1/(b2 − b+1))上一个正常数 a,则此时例 2.7是 (6.1)

的特例: ri = (b− 1)/(ab), p0 = a, pj = a/bj (j > 2) 和 p1 = 1− a− a/(b2 − b). 进而,

fn =
a

(b− 1)bn−1
, n > 2; q

(ℓ)
0 =

1

bℓ
, ℓ > 1.

有数学归纳法和组合公式
∑k

n=0 C
m
m+n = Cm+1

m+k+1, 可以证明

(f∗k ∗ q)ℓ−k+1 =
ak

(b− 1)kbℓ
Ck

ℓ−1, 1 6 k 6 ℓ− 1. (6.2)

因此, 由 (6.2) 推出 ∑
16k6ℓ−1

(f∗k ∗ q)ℓ−k+1

pk0
=

1

b(b− 1)ℓ−1
− 1

bℓ
.

进而知, ∑
ℓ>1

1

rℓ

(
q
(ℓ)
0 +

∑
16k6ℓ−1

(f∗k ∗ q)ℓ−k+1

pk0

)
=

a

b− 2
< ∞.

另外, 我们得到

κℓ =
1

(b− 1)ℓ
, ℓ > 1; κ =

b− 1

b− 2
.

因此, 平稳分布为

πℓ =
b− 2

(b− 1)ℓ+1
, ℓ > 0.

同第 2 节中的相应结论. 注意到

(f ∗ 1)ℓ =
a

(b− 1)2

(
1− 1

bℓ−1

)
.

由上式推出 ∑
ℓ>1

1

rℓ

(
1 +

∑
16k6ℓ−1

(f∗k ∗ 1)ℓ−k+1

pk0

)
>

∑
ℓ>2

1

rℓ
· (f ∗ 1)ℓ

p0
= ∞.

所以, 由定理 6.1 得到同样结论, 例 2.7 对应的过程遍历但非强遍历. 注意到

M1 =
a

(b− 1)2
+ 1− a.

故 M1 6 1 当且仅当 b > 2. 因此, 由文献 [15, 定理 1.2(i)] 知, 在 b > 2 时, 过程唯一; 由文献 [15, 定

理 1.2(i)和 1.3(i)]知,在 b = 2时,过程唯一且零常返;由文献 [15,定理 1.2(ii)和 1.3(i)]知,在 1 < b < 2

时, 过程唯一且非常返.
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对于例 2.8 (β > 0的情形),可以看作 (6.1)的特例: ri = qi,i−1(1+β), p0 = 1/(1+β), p3 = β/(1+β),

其他的 pj = 0. 注意到此时 M1 6 1 当且仅当 β 6 1/2. 因此, 由文献 [15, 定理 1.2(i)] 知, 当 β 6 1/2

时, 过程唯一; 而由文献 [15, 定理 1.3(i)] 知, 在过程唯一的假定下, 过程常返当且仅当 β 6 1/2. 结

论同第 4 节的讨论. 特别地, 若 qi,i−1 = iθ (i > 1), 当 β < 1/2 (即 M1 <1) 时, 过程强遍历当且仅当

θ > 1;当 β = 1/2 (即 M1 = 1)时,若 θ > 2,则过程强遍历,若 0 < θ 6 1,过程非强遍历 (参见文献 [13,

例 3.1]).

关于此类扩展分枝过程的研究, 还可以参见文献 [13, 16–19].

7 总结

对单死过程, 我们介绍了首次击中时一阶矩的显式表示以及一些数字特征的概率意义, 在此基础

上给出了其遍历和强遍历的显式判别准则、指数遍历的一个显式充分条件、单死过程常返性的显式充

分条件和必要条件以及回返 (灭绝) 概率的表示; 同时给出了单死过程零流入的判别准则、遍历性的

另一个等价的判别准则以及非零流入与强遍历的等价性质等. 下面对我们所关心的单死过程的其他问

题总结如下.

(1) 零流出及唯一性.

这是过程的经典问题,我们在此问题上还没有进展.对随机单调的单死过程,此时有单生过程为其

对偶, 脚注 1) 证明了该单死过程等价于对偶的单生过程非强遍历. 这只是一类单死过程的答案, 离此

问题最终解决还远远不够.

(2) 常返性.

我们得到的是单生过程常返的显式充分条件和必要条件, 虽然在一些情形是充分必要的, 但离判

别准则还有距离.

(3) 指数遍历性.

我们给出了单死过程指数遍历的显式充分条件, 离判别准则还有很大距离. 最近我们将单死过程

的研究方法应用到树上生灭过程, 在其首次击中时的高阶矩方面得到显式表示 (参见文献 [20]), 启发

我们研究单死过程首次击中时的高阶矩, 得到了显式表示, 由此可以得到单死过程指数遍历的必要条

件和代数式遍历的判别准则 (参见文献 [21]), 进一步可以得到指数遍历一个变分式判别准则 (此结果

还在整理中). 但离如生灭过程一样的指数遍历显式判别准则还有距离. 当然此类问题还包括 −Q 的

特征值估计, 即便在有限状态也是很有意义的, 这些问题的研究还都处在摸索状态.

(4) 积分型泛函.

基于文献 [22] 对生灭过程和文献 [23, 24] 对单生过程的积分型泛函的研究, 可以考虑对单死过程

进行相应研究.最近的研究表明,至少此方法适用于研究单死过程首次击中时的高阶矩.至于逗留时和

首次击中时的分布和渐近分布等, 都是待研究的问题.

(5) 拟平稳分布.

定理 2.9 给出的条件, 在生灭过程情形是存在唯一拟平稳分布的充分必要条件, 在单死过程情形,

答案是什么? 拟平稳分布这一方向,对单死过程有诸多问题待研究,因为即便是对生灭过程,最近还在

陆续给出答案.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵意见和建议.
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On stability of single death processes

Yuhui Zhang

Abstract Single birth processes and single death ones are the classical asymmetric Markov processes, on which
the investigation is more difficult than that on symmetric ones. In the past three decades, the investigation on
single birth processes is fruitful. But the results on single death processes are almost empty. In this paper, we
introduce our recent progress on single death processes. We present the explicit representation for the first hitting
times and the probabilistic meanings of some numerical characteristics of single death processes. Based on these
results, the criteria on ergodicity and strong ergodicity, sufficient or necessary conditions for recurrence and an
explicit sufficient condition for exponential ergodicity as well as presentation of returning probability of single
death processes, are obtained respectively. These assertions are also applied to an extended class of branching
processes.
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