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单生过程 separation cutoff的基于特征值的判别准则
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摘 要 对 于 时 间 逆 具 有 随 机 单 调 性 的 以 (<m„}为 关 于 》单 调增的自然数列）为 状 态 空 间 且 从 0 出发 

的单生过程族 . 利用其负转移速率矩阵第一非零特征值的正性及最快强平稳时的任意阶矩，可以由转移速率矩阵的特  

征值表示这些性质 . 得到该族马氏过程 separation cu to f f存在的一个基于特征值的判別准则，验证了  P e r e s的乘积条件 

对于此类单生过程成立 .

关 键 词 单 生 过 程 ；随机单调 ； separation c u to f f ;强平稳对偶；最快强平稳时；特征值

中图分类号  0 2 1 1 .6 2  DOI： 10. 16360/j. cnki.jbnuns. 2019. 06. 001

0 引言

给定一个马氏链，其概率分布随时间增长收敛到平稳分布.但在用有限马氏链逼近无穷马氏链过程中，有一 

种突变的现象尤其受到关注，即本文研究的cutoff现象.

cutoff现象是指一族遍历的马氏过程的概率分布收敛到平稳分布的收敛速度随状态数目的增长而发生突变 

的现象.它有很多实际应用，例如在马氏链Monte Carlo模拟中，可选取发生 c m o ff现象的临界时间作为模拟时 

间，从而提高T 作效率.

DiaC〇niS[1]首先发现并研究了 cutoff现象，发现在一些情形下，cutoff现象是由主特征值A, 的高重数引起 

的.他提出了如何判断一族有限马氏链是否产生cutoff现象的问题. 2004年 Peres[2]证明了一族可逆的马氏链发 

生 cutoff现象的必要条件是

lim A；"' r(mt  = ° ° ,„-»〇〇

此式称为乘积条件，其中 A t 为相应一Q1”1的第一非零特征值， 为马氏链；Cln) = 丨 丨 的 混 合 时 ，即

= inf{r ̂ 0 ： II P(Xi"> 6 〇 - ^ u,(.) ||
4

此 处 为 ； 的平稳分布 ， II •IItv为全变差距离；并且猜测，对于大部分可逆的过程，这个条件也是充分的.本 

文对于一类单生过程（为不可逆过程）验证了 Peres的猜想.

对有限状态空间S 上 的 2 个正概率测度//和 h 定义其 separation为

sep(/i ,v) =  m ax{ 1 —色 }•

此概念最早由文献 [ 3 ]引 人 ，而后得到广泛研究 . 应用于 有 限 遍 历 过 程 ，则有 _̂：1^印 （/ ( ( ) ，〇 = 0 , 这 里 7 (()为过程 

^时刻的分布，v 为平稳分布.对于有限状态空间<0,1,…， ，令 为 其 上 遍 历 马 氏 链 ，记 yW Q)是 ；C(">在/时 

刻 的 分 布 是 x w 的平稳分布.如果存在常数r> 0 和 时 间 列 丨 使 得

l i m s e p W V c O ’i/00)
丨1， 当 r < l ，

{〇， 当 c > l

成立，则称这族马氏链 separation cutoff现象发生，或者说存在 separation cutoff.

^ 3«)1̂ 等 ^研 究 得 到 ：对于从状态0出发的有限状态空间{0，1，2,-,/^丨上连续时间生灭过程；(：<">，这族 

生 灭 过 程 separation cutoff现象发生（或者说，存在）的充分必要条件为
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lim A(in)Er(n) = 〇〇, ⑴
n-*〇〇

式 中 为 生 灭 过 程 的 最 快 强 平 稳 时 （最快强平稳时的定义见下节），满足

e 一

这 里 ^ °“=1,2,3,〜，̂〇为负转移速率矩阵一(^的非零特征值.式（1)还等价于

( E t■⑷ ） 2 一lim —~~tttt =  00，„-cr Var(r(n>)
参见文献[4]和[5].对于离散时间随机单调的情形有平行结论，证明与连续时间的相似，部分证明见文献[6]的 

附录.

状态空间（0，1，2,…，N K N <〇〇)上连续时间马氏链 X =  {X , 。，如果其转移速率矩阵 g  = ( 如）满足：

g,.,+ 1> 0 ( i> 0 ) ，％ = 0  〇'>Z' + l )，则称为单生过程•离散时间单生链X s l X n L w 则是转移概率矩阵p =(/>v )满 

足：A .,+i >〇G >〇 )，h = 0  ()>;+1).本文研究从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的有限状态空间{〇, 

1，2,…，w”}上连续时间不可约单生过程. 对于这类单生过程族，文献[7]先将其 separation cm off存在性等价转 

化为

(E严 ）2

再用边界理论的方法通过将最快强平稳时矩转化为击中时矩，利用单生过程击中时矩公式（见文献[8])，得到 

separation cutoff存在性的显式判别准则即只用转移速率矩阵元素表示.

本文先用文献[7]的前一部分结果，再根据 FillM 的结论，用一 QW的非零特征值表示Eru>和 Var(r(">),从 

而得到如下这类单生过程族 separation cutoff存在的另一个判别准则.

定理 1 设 X (n)为有限状态空间{ 0 , 1 , 2 丨上从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的连续时间不 

可约单生过程，2 ^ 为 其 转 移 速 率 矩 阵 则 这 族 过 程 separation cutoff存在的充分必要条件为

lim Aiw)Er(M) = 〇〇,

式中 A丨n) 为一QW的第一非零特征值， 为 的 最 快 强 平 稳 时 . 记 A卜 2, 3 ,…，m„)为一 〇(”>的全体非 

零特征值，则

e ， ”) = | a+ ,

而且上述判别准则等价于

lim Ain)r (n) (e) = 〇〇,

式中 rln> (e)是 所 谓 的 separation混合时

T(n\ e) = in{{t ̂  0：sep( /n,(/),i/<n>) < e}.

对于离散时间.有平行的结论和证明方法.本文只介绍结论，略去证明.

定理2 设 为 有 限 状 态 空 间 {0,l ，2，...，w„}上从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的离散时间不 

可约单生过程，P u)为 其 转 移 概 率 矩 阵 则 这 族 过 程 separation cutoff存在的充分必要条件为

lim ^ n,E r<n, =
〇-*•00

式 中 的 为 J — P ⑷的第一非零特征值，# 为 ；̂的 强 平 稳 时 .记 C G =1, 2 , 3 , …，w„)为 J — 的全体非 

零特征值，则

I = 1
这 2 个判别准则涉及矩阵的全部非零特征值.在证明中要克服的主要闲难是：生灭过程转移速率矩阵的特 

征值都是实数，而单生过程移速率矩阵的特征值可能是复数，因此无法直接通过比较大小进行放缩.但是，可 

以证明转移速率矩阵的第一非零特征值> 0 , 而且对于元素均为实数的有限矩阵，复数特征值成对出现，可以充 

分利用这个条件进行放缩.
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1 基本概念和预备知识

在这一章，回顾一些关于 cutoff的基本概念和特征值方法的知识.

假设 r 是状态空间S 上遍历马氏链X =  的一个停时，如果 1 的分布为X 的平稳分布V, 且 ^ 与 r

独立，具体来说，I•是取值于[〇，《=)的停时，使 得 对 任 意 和 有

P ( r ^ < ,  X r = j y )  = P ( r  ^  1

则称 r 是 X 的强平稳时.关于（随机）最快强平稳时的概念和性质，参看文献[3].

对于有限马氏链，由文献[10]和[11]知，存在 X <n)的 最 快 强 平 稳 时 使 得

sep(/") (/)，>/")) = P(ru) >  f), t ̂  0.

对于状态空间S 上连续时间遍历的马氏链X =  {A：,h>。，记 7t=(7 t,)是其平稳分布，定义矩阵0 = ( & ) 为

-

丌

称以&为转移速率矩阵的马氏链为 x 的时间逆过程.若6 = q , 则称 x 为可逆过程.

对于状态空间S 上概率转移矩阵P =  (h ) ,如果任意的h  满 足 / 时 ，有

pu ^  Z j Pjc
t^k i^k

成立，称 P 是随机单调的. 对于状态空间S 上连续时间马氏链X =  U ,},>。，记 P (r) =  (/>,7(/))为其 f 时刻转移 

概率矩阵，如果对于任意；>〇, P (〇都是随机单调的，则 称 A’是随机单调的.

根据文献[12]知，对于状态空间{0,1，2，一}上连续时间正则马氏链入=={久丄>。，其随机单调等价于其转移 

速率矩阵(2=(&)满足：

y^.Q.  'C  » k ^  i ~\~2；
Ĉ k t^k

^  » k ^ i  — l .

由文献[7]得到下面的结论.

命题 1 对 于 一 族 有 限 状 态 空 间 上 遍 历 的 马 氏 链 令 广 ’为又…的最快强平稳时，则这族马氏链存 

在 separation cutoff 等价于

一  7 V ar(r<M))
下面结果参见文献[13]中定理1.3.

定理 3 对于有限阶不可约随机单调的随机矩阵，则除单重特征值七=1以外，存在特征值A2< 1 ，且其余特 

征值 A满足|A| < A2.

由这个定理知，对于本文所研究的离散时间单生过程，由于时间逆过程的转移概率矩阵是有限阶不可约 

随机单调的随机矩阵，而 P (n)与 的转置相似，因此二者有相同特征值，从而,A丨"><1;进而/―产”1的第一非零

特征值(^ =  1 —& > > 0 .

引理 1 设 A 为 《阶实方阵，其互异特征值为 { ^ 2, " _ , 义 , } , 重 数 分 别 为 +  〜 +  〜 =  

〜当且仅当存在；>  0 , 矩阵#的互异特征值为{e V , eV ，•"，# 丨，重数分别为„,，„2 

进而得到下面结论.

命题 2 给定有限状态空间{ 0 , 1 , 丨上连续时间不可约正则随机单调马氏链•记G 为其转移速率矩 

阵，则对一0 而言，除单重特征值义。= 0以 外 ，存在特征值A, > 0 , 且其余特征值A 满足

证 明 记一Q 的全部非零互异特征值为U ,，A2，…，A丄此时马氏链（时刻转移概率矩阵P Q ) = eQt，P (?)为 

有限阶不可约随机单调的随机矩阵. 由引理1得：P Q )除单重特征值A„ =  l 以外互异特征值为 {e …，

e 、 ‘ h 由定理3 得

I e- v  丨= e—-RW  <  e—V  <  1 ， £ = 2 , 3 ，. ..,S.

所以，A, > 0 且 …，s) .命题结论得证.

由命题2 知，对于本文所研究的连续时间单生过程，由 于 时 间 逆 过 程 的 转 移 概 率 矩 阵 是 有 限 阶 不 可
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约随机单调的随机矩阵，而 与 的 转 置 相 似 . 因 此 二 者 有 相 同 特 征 值 . 记 2 (n)为 的 转 移 速 率

矩阵，则一 c r >的 第 一 非 零 特 征 值 〇.

下面的结果参见文献[9].

定理 4 1 )设 X 为从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的有限状态空间{ 0 , 1 , 2 , 上连续时间遍 

历单生过程，2 为其转移速率矩阵.则X 的最快强平稳时 r 的 Laplace变换为
N

£ e Ar =  IT  r-r V ' A >  0, (3)A +  A,

其中U , ,A2，…，AN丨是一Q 的全部非零特征值（已知都有正实部）.

2 )设 X 为从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的有限状态空间{0，1，2，"_，]^上离散时间遍历单生过 

程 ；C, 记其转移概率矩阵为R 则 X 的最快强平稳时 r 的母函数为

E « r = n d,u_____
- (l - dt)u I U 1 ^ 1 , (4)

其 中 ⑷ ，仏，…為丨是 J - P 的全部非零特征值.

由上述定理可以得到下面的推论.

推论 1 1 )设 X 为从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的有限状态空间{0，1，2,…，N }上连续时间遍

历单生过程，2 为其转移速率矩阵，{A^ A y …，AN}是一Q 的全部非零特征值，r 为其最快强平稳时.则

E r = 2  士 ， V a r ( r )  =  2  T^-
i=l »=1

2 ) 设 X 为从状态0 出发的，时间逆具有随机单调性的有限状态空间{0,1,2，一 , 上离散时间遍历单生过 

程 X ，记其转移概率矩阵为P ,  {久，込，…，知 }是 /一 P 的全部非零特征值，r 为 A：的最快强平稳时.则

Er =  2  ' Var(r ) =  ̂

证 明 1 )对式（3)两边关于A分别求一阶导数和二阶导数，再令 A =  0 , 得到

E r = 2  士 ， V a r( r ) = 2 ^ .

2 ) 对式（4)两边关于 a 分别求一阶导数和二阶导数，再令〃 = 1 ，得到

E r =  2  V a r( r )  =  2
« =  1 i * l

结论得证.

2 定 理 1 的证明

由推论1 知，

m n m n

Erc"; = S  Var(r<">) =  2 ( j iT )2- (5)
， = 1  八 《 i = l

式中U P  , A t ，…，<  }是一Qu)的全部非零特征值.由命题2 知，R e U !， 彡A t 〉 0 ( 2 < i< w„).

下面证明

A丨")Er⑷ <  (A'">Er<，，))2' (6)

先证第一个不等式.由于一QU1的非零复特征值成对出现，所以由 E ru)和Var(ru))的表达式（5)得到

+  E  ( 長  +  士 ), Var(r(»)) = } l ；((-i )2 +  (i )2).
Z , 1 A, A,U) z ,-i A A卜）

由命题2 知，

丄(■丄 +  丄 ')= 丄 . 2R e W )) >  2 >  2((Re(A;， ）2 — (Im U ;”。）2) _ 彳  1 )2 +  (丄 )
十 Xp" = aF  * | a”）丨2 ’  i a;"’ 丨2 ’  u F T  caF  ^aF

所以由以上2 式可得到
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从而

Var(r，
Al

AU)ErU) = A(n) (Er⑷）2 <  (Er， z 
E ru, ^  Var(ru,)'

即式（6)的第一个不等式成立.

下面再证式（6)的第 2 个不等式.先证明

v ^ ) < a -，)2' (7)

事实上，对 于 对 应 的 单 生 过 程 久 …，可构造A：""的强平稳对偶X u):x y =〇,由 于 0 ,故第一步跳模仿 

文献[9]注 3. 1 中构造强平稳对偶的方法，构造强平稳对偶过程第1 次跳为纯生，且 第 1 次跳时刻服从参数为 

A t 的指数分布.因为其余特征值可能为复数.所以模仿文献[11]第 2. 3 节的构造方法构造第1 次跳以后的过 

程.由此通过构造路径对偶的方式得到强平稳对偶过程X ("〃.此过程从状态0 出 发 首 次 击 中 状 态 的 时 间 即  

为原过程的最快强平稳时.因此，

V ar(  T ； .!) = 7 ^ 7 -  Var(T„*,m ) = V a r ( r (n,) ,  (8 )( W  n
式 中 77,t是 过 程 从 状 态 ；出发击中状态々的首中时.而由强马氏性，

E T „ * .m = E ( r „ * a + T 〇*.m - r 〇*.1) = E ( E ( T „ - . 1 +  T„*.m -  T ； ., ) ) =n n n 0•1
ECT；., +  Er,*.„n) = E T 〇*., +  ET：.mn,

以及

E( ( T； .^ )2) =  E( ( T； a +  T〇*.% -  To*., ) 2) =  E(E( ( T„*., ) 2 +  ( -  T„*., )2 +  2T； ., ( T(；.„ -  T«；. , ) | % , ) ) =  
E((T； . , ) 2 +E((Tr .„n)2) + 2 T ； .! • ET； ,%) = E ( ( T ； . , ) 2) +E((Tr,„ )2) +2ET„*., • ET].„,n.

进而，由上面2 式得到

V a r ( T 〇*„„n) =  VarCT； ,, ) +  V a r (T r .„  ) ^  VarCT； . , ).

结合式(8)，得 到 2.因此，式(7)得证.

由式（7)得 到 ^ 丨 ”)E r^ ) 2.

综上所述，得证式（6) .因此 ， lim — =°°等价干 lim A丨w) Er(n) =〇Q- 再由命题2 知 ， separation cutoff
«-*-V V a r(r(n)) 一

存在的充分必要条件是 l i m  A 丨

又因为 l i m W E 产 等 价 于 l i m A t f W e b o o , 其证明与文献[4]中相应证明类似，在此省略.定理结论
n-»〇〇 n *■00

由此得证.
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A criterion on separation cutoff for 
single-birth processes based on eigenvalues

M A O  Y on gh u a Z H A N G  Weiwei Z H A N G  Y uh ui
(School of Mathematical Sciences* Beijing Normal University, Laboratory of Mathematics and Complex Systems,

Ministry of Education, Beijing Normal University, 100875» Beijing, China)

Abstract For a family of s ingle-birth processes X ln) on {0,1 } ( { m n } is a natural num ber sequence

increasing w ith  respect to n ) » s tarting  at 0 with stochastical monotone time-reversal U sing the positive property  

of the first non-zero eigenvalue of the negative of transition rate m atr ix  ( — Q in) ) and the property that every 

order m om ent of fastest s trong  s ta tionary  time can be represented by eigenvalues of — Q U) , a criterion on 

separation cutoff for this family of single b ir th  processes is obtained which concerns all non-zero eigenvalues. 

P e re s ’ s product condition for such single-birth  processes is verified.

Keywords single b ir th  p rocess； stochastically m onotone； separation  cutoff; s trong stationary dua l i ty； 

fastest s trong  sta tionary  tim e; eigenvalue


