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单死过程平稳分布的新表示*
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摘要 利用单生过程Poisson方程解的表示,得到遍历单死过程平稳分布的新的表示.
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  平稳分布是马氏过程稳定性理论的重要内容之

一,自然人们很关心如何求出遍历过程的平稳分布.
对于最简单的马氏过程———生灭过程,其Q 矩阵为:

qi,i+1=bi>0(i≥0),qi,i-1=ai>0(i≥1),
其余qij=0(j≠i),容易求得其平稳分布π=(πi:i≥
0),实际上,由可逆性或者从方程πQ=0(其中0是

指无穷维零行向量)出发,可以得到

πi+1=bi

ai+1
πi, i≥0.

因此,定义μ0=1,μi=
b0b1…bi-1

a1a2…ai
,i≥1,μ=∑

∞

i=0
μi,则

生灭过程的平稳分布有如下表示:πi=μi/μ(i≥0).
对于更一般的过程,如单生过程,其Q 矩阵为:

qi,i+1>0(i≥0),qij=0(j≥i+2),其平稳分布则不

那么容易求出,文献[1]给出了具体答案.单生过程

只是把生灭过程的Q 矩阵死速条件放宽,自然也可以

只把生灭过程的Q 矩阵生速条件放宽作推广,这就是

单死过程,其Q 矩阵Q=(qij:i,j∈Z+)满足:对所

有i,j∈Z+,j≤i-2都有qij=0,qi,i-1>0.在生物

遗传学等方面有广泛应用的分枝过程就是一类特殊的

单死过程.关于单死过程平稳分布的表示,可以参看

文献[2].为方便读者,我们将其平稳分布的结果写

成如下定理.
定理1 给定正则单死Q 矩阵Q=(qij:i,j∈

Z+),设其对应的过程遍历.定义

췍q(n)
k =∑

∞

j=n
qkj(n>k),

μ0=1,μn = 1
qn,n-1
∑
n-1

k=0

췍qk
(n)μk,n≥1.

则该过程的平稳分布π=(πn:n≥0)有如下表示:

πn =μn

μ
, n≥0,其中μ∶=∑

∞

n=0
μn.

  实质上,求单死Q 过程的平稳分布就是解方程

πQ=0,
将方程两边转置后即是QTπT=0T.

注意到单死Q 矩阵Q=(qij:i,j∈Z+)的转置

QT=(qij
T:i,j∈Z+)是一个与单生Q 矩阵有关的矩

阵,它恰是文献[3]的算子Ω,因此上述问题变成单生

Q 过程Poisson方程Ωg=f的解问题,而我们最近的

工作(见文献[3])给出了单生Q 过程Poisson方程解

的显式表达,基于此,本文能够得到单死Q 过程平稳

分布的一个新表示.具体结果如下.
定义函数c:

ci=∑
i-1

j=0
qji+qi+1,i-∑

∞

j=i+1
qij -qi,i-1, i≥0.(1)

再定义

췍F(i)
i =1,췍F(i)

n = 1
qn+1,n
∑
n-1

k=i

췍q(k)
n 췍Fk

(i),n>i≥0, (2)

췍q(k)
n =∑

k

j=0
qjn -cn, n>k≥0. (3)

  定理2 给定正则单死Q 矩阵Q=(qij:i,j∈
Z+),设其对应的过程遍历,则该过程的平稳分布π=

(πn:n≥0)有如下表示:πn=μn

μ
,n≥0,其中

μ0=1,μn =1-∑
n-1

k=0
∑
k

j=0

췍F(j)
kcj

qj+1,j
,n≥1;μ∶=∑

∞

n=0
μn.

  证明 下面我们逐步推导该新表示.对于单死Q
矩阵Q=(qij:i,j∈Z+),定义相关单生Q 矩阵Q*=
(q*

ij:i,j∈Z+)如下:

q*
ij =qji,j≠i;q*

ii =-∑
j≠i

q*
ij =-∑

j≠i
qji,i≥0.
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式(1)中定义的函数c显然满足:ci=-q*
ii +qii(i≥

0).定义算子Ω 如下:

Ωg=Q*g+cg,其中(Q*g)i=∑
j
q*

ij(gj-gi).

显然,算子Ω=Q*+diag{c0,c1,c2,…}=QT.因此,
方程 QTπT=0T,即是单生 Q 过程的 Poisson方程

Ωg=0T.注意到췍F(i)
i =1,

췍F(i)
n = 1

q*
n,n+1
∑
n-1

k=i

췍q(k)
n 췍F(i)

k ,n>i≥0, (4)

췍q(k)
n =∑

k

j=0
q*

nj -cn,n>k≥0, (5)

结合式(4)和(5),由文献[3]的定理1.1知,Ω 的调和

函数g(即Ωg=0T)能够表示为

gn =g0(1-∑
n-1

k=0
∑
k

j=0

췍F(j)
kcj

q*
j,j+1

), n≥0.

取定g0=1,μn=gn(n≥0),再规范化就得到了单死

过程平稳分布的新表示.定理结论得证.
注意,在定理1中,由于μn 是递推定义的,因而

该平稳分布的表示是递推的.而在定理2的平稳分布

新表示中,初看起来平稳分布不再是递推的,是直接

的,但其表示中用到췍F(j)
k ,而在式(2)中췍F(j)

k 依然是递

推定义的.在实际计算中,对定理1的μn 一般需要用

数学归纳法推导,而定理2的췍F(j)
k ,有时可以直接递

推得到.下面看一个例子.
例1 给定正则单死Q矩阵Q=(qij:i,j∈Z+)为

qij =b-1
bj-i+2

, j≥i+1;

qi,i-1=b-1
b
, qi=-qii=b2-b+1

b2
, i≥1;

q0j=b-1
bj+1

, j≥1; q0=-q00=1b
,

其中常数b>2(以保证其对应的过程遍历).则过程的

平稳分布为πi= b-2
(b-1)i+1

,i≥0.

按定理1的方法计算,可以得到:췍q(n)
0 =1/bn(n>

0),췍q(n)
k =1/bn-k+1(n>k≥1).继而由定理1的结果

用数学归纳法可以证明μi=1/(b-1)i(i≥0),因此,

μ=(b-1)/(b-2),进而可以得到上述平稳分布.
按定理2的方法,由式(1)可得到ci=(b-2)/bi+1

(i≥0);继而由式(3)得到췍q(k)
n =1/bn-k+1(n>k≥0).

结合췍q(k)
n =췍q(k)

n-1/b(n-1>k≥0)的事实,由式(2)推出

췍F(i)
n =(1b + b

b-1
췍q(n-1))n췍F(i)

n-1= 1
b-1

췍F(i)
n-1,

n≥i+2;

췍F(i)
i+1= 1

(b-1)b
,i≥0.

由此得到

췍F(i)
n = 1

(b-1)n-ib
, n>i≥0.

由以上结果和췍F(i)
i =1(i≥0),可以用定理2的结论直

接计算出μi= 1
(b-1)i

(i≥0),进而,μ=
b-1
b-2

,由此

得到平稳分布.
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