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离散时间单生过程的判别准则*

白晶晶 李培森 张余辉 赵 盼†

(北京师范大学数学科学学院,北京师范大学数学与复杂系统教育部重点实验室,100875,北京)

摘要 利用离散时间单生过程Poisson方程解的表示和最小非负解理论,用统一的方法给出了过程常返,正常返,

强遍历,l遍历,几何遍历的显式判别准则,回返概率(灭绝概率),平稳分布及回返时的各阶矩,并给出了随机单调性

的判别准则.
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0 引言

状态空间E={0,1,2,…}上的离散时间马氏链

(Xn)n≥0,若其转移概率矩阵P=(pij)满足:pi,i+1>
0,pij=0(j≥i+2,i,j∈E),则称其为离散时间单生

过程.
单生过程是一类重要的马氏过程,在生物学,人

口学,化学,经济学等学科中都有着重要的应用.关

于连续时间单生过程的研究,国外作者的文献参看

[1-8],国内作者的文献参看[9-25],其中文献[9-10]
和[14-19]给出了连续时间单生过程一些性质的显式

判别准则.而我们知道,离散时间马氏过程与连续时

间马氏过程虽然有着密切联系,许多性质可以平行得

到,但一些细微处有本质差别,例如在本文中将看到

的随机单调性判别准则,因此对离散时间单生过程的

一些基本性质,有必要研究和总结其判别准则,特别

是最近文献[26]的工作,给我们带来了新思想和工具;
而文献[27]的工作,也是我们的研究动机之一.

考虑离散时间单生过程P=(pij).给定函数c,
定义算子Ω 如下

Ωg=(P-I)g+cg,
其中I为单位算子.以下记号贯穿全文:

췍F(i)
i =1, 췍F(i)

n = 1
pn,n+1
∑
n-1

k=i

췍p(k)
n 췍F(i)

k , n>i≥0,

(1)

췍p(k)
n =p(k)

n -cn∶=∑
k

j=0
pnj -cn, 0≤k<n.(2)

如果函数c≤0,则췍p(k)
n ≥0,继而췍F(k)

n ≥0(n>k≥0).

以后,当ci≡0时我们会省略췍F 和췍p 的上标~,并约

定∑
⌀

=0.

在文献[26]的定理1.1中,取Q=P-I,立刻得

到离散时间单生过程Poisson方程解的如下表示(这
是本文的主要工具之一).

定理1 给定离散时间单生过程P=(pij),2个

函数c和f,则Poisson方程

Ωg=f, (3)
的解g有下列表示

gn =g0+ ∑
0≤k≤n-1

∑
0≤j≤k

췍F(j)
k (fj-cjg0)

pj,j+1
, n≥0.

(4)
反之,对每个边界或初值g0∈R,由式(4)定义的函数

(gn)是方程(3)的解.
另外,重述文献[26]的推论2.2如下.
命题1 如下递归方程组

hn =1
βn
(∑
i≤k≤n-1

αnkhk+fn), n≥i (5)

的解(hn)n≥i可以表示为

hn =∑
i≤k≤n

γnk

βk
fk, n≥i, (6)

其中对每个固定的i,(γni)n≥i(γii=1)是下列方程组

的解:

γni=1
βn ∑i≤k≤n-1

αnkγki, n>i.

等价地,

γii=1,γni= ∑
i+1≤k≤n

γnk

βk
αki, n≥i+1. (7)

  在命题1中取βn=pn,n+1和αnk=췍p(k)
n ,我们立刻
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得到

推论1 给定数列(fn).由

hn = 1
pn,n+1

(fn + ∑
i≤k≤n-1

췍p(k)
n hk), n≥i

定义的数列(hn)有如下统一的表示:

hn =∑
n

k=i

췍F(k)
n

pk,k+1
fk, n≥i.

特别地,式(1)中定义的数列(췍F(k)
n )有如下表示

췍F(i)
i =1, 췍F(i)

n =∑
n

k=i+1

췍F(k)
n 췍p(i)

k

pk,k+1
, n≥i+1.(8)

1 常返性和回返概率(灭绝概率)

在这节,我们考虑离散时间单生过程常返性的判

别准则.首先,在文献[10]的命题4.21(2)中取定

H={0},则得到如下结论.
引理1 设E 上马氏链P=(pij)不可约,则该马

氏链常返当且仅当方程

xi=∑
j
pijxj+pi0, i∈E (9)

的最小非负解(x*
i :i∈E)对所有i∈E 满足x*

i =∞.
以上判别准则依赖于方程解的性质,而对于离散

时间单生过程,我们希望得到一个只依赖于转移概率

矩阵P=(pij)的显式判别准则,结果如下.
定理2 设离散时间单生过程P=(pij)不可约,

则该单生过程常返当且仅当∑
∞

n=0
F(0)

n =∞,其中(F(k)
n )

由式(1)所定义(此时ci≡0).
证明 改写方程(9)为

((P-I)x)i=-pi0, i≥0.
在定理1中取ci≡0和fi=-pi0,我们得到方程(9)
的解如下:

xn =x0-∑
n-1

k=0
∑
k

j=0

F(j)
k pj0

pj,j+1
, n≥0.

再由式(8)和p00+p01=1推出

xn=x0-p00
p01-∑

n-1

k=1

(∑
k

j=1

F(j)
k p(0)

j

pj,j+1
+F(0)

k p00

p01
)=

x0+1- 1
p01-∑

n-1

k=1

(F(0)
k +F(0)

k p00

p01
)=

x0+1- 1
p01∑

n-1

k=0
F(0)

k , n≥1.

由最小非负性质知

x*
0 = 1p01∑

∞

k=0
F(0)

k -1, x*
n = 1p01∑

∞

k=n
F(0)

k , n≥1.

由引理1并综合以上,定理结论立刻得证.
注1 实际上,取单生Q 矩阵为Q=P-I,则其

显然正则.故由文献[10]的定理4.40(2)和定理4.52

的(1)可以立刻得到上述定理的结论.
令 H⊂E 且 H≠⌀,E.定义σH∶=inf{n≥1:

Xn∈H}.当 H 是单点集,例如 H={i},简记σ{i}为

σi,称之为状态i的回返时.称Pn[σi<∞]为过程从n
出发到状态i的回返概率.特别地,当0为吸收态即

p00=1时,由于过程在到达0之前的行为与状态0无

关,所以我们可以修改p00和p01使得后者大于零,从

而保证新过程是不可约的.此时新过程从n出发到状

态0的回返概率就是原过程从n出发的灭绝概率(n≥
1).所以,以下我们只推论离散时间不可约单生过程

的回返概率.
定理3 设离散时间单生过程P=(pij)不可约.

则回返概率有如下表示:

P0(σ0 < ∞)=
∑
∞

k=1
F(0)

k +p00

∑
∞

k=0
F(0)

k

,

Pn(σ0 < ∞)=
∑
∞

k=n
F(0)

k

∑
∞

k=0
F(0)

k

, n≥1.

进而,对 所 有n≥0有 Pn(σ0<∞)=1当 且 仅 当

P0(σ0<∞)=1,等价地,当且仅当∑
∞

n=0
F(0)

n =∞.

证明 在文献[10]的引理4.46中取定 H={0},
则(Pi(σ0<∞):i∈E)是下列方程的最小非负解:

xi=∑
k≠0

pikxk+pi0, i∈E.

改写上述方程为

((P-I)x)i=-pi0(1-x0), i≥0.
在定理1中取ci≡0和fi=-pi0(1-x0),得到前述

方程的解如下:

xn=x0- ∑
0≤k≤n-1

∑
0≤j≤k

F(j)
k

pj,j+1
pj0(1-x0)=

x0- ∑
0≤k≤n-1

(F
(0)
k p00

p01 +∑
1≤j≤k

F(j)
k p(0)

j

pj,j+1
)(1-x0)=

x0- ∑
1≤k≤n-1

(F
(0)
k p00

p01 +F(0)
k )(1-x0)-

p00
p01
(1-x0)=x0

p01 ∑0≤k≤n-1F
(0)
k - 1

p01 ∑0≤k≤n-1F
(0)
k +1,

n≥1.
由非负性推出

x0 ≥sup
n≥1
(1- p01

∑
n-1

k=0
F(0)

k

)=1- p01

∑
∞

k=0
F(0)

k

.

再由最小性质得到最小非负解为
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x*
0 =1- p01

∑
∞

k=0
F(0)

k

=
∑
∞

k=1
F(0)

k +p00

∑
∞

k=0
F(0)

k

,

xn
* =1-

∑
n-1

k=0
F(0)

k

∑
∞

k=0
F(0)

k

=
∑
∞

k=n
F(0)

k

∑
∞

k=0
F(0)

k

, n≥1.

因此,我们证明定理结论的第1部分.第2部分结论

显然成立.

2 遍历性,强遍历性和回返时的一阶矩

下面我们考虑回返时σ0 的一阶矩.为此,先介绍

一个引理.此引理可以由文献[10]的命题4.21(1)和
引理4.29直接得到.

引理2 设E 上马氏链的转移概率矩阵P 不可约

且马氏链常返.则(x*
i∶=EiσH:i∈E)是下列方程的

最小非负解(可能为∞):

xi=∑
k∉H

pikxk+1, i∈E,

这里约定1·∞=∞,0·∞=0.
下面我们定义另一个数列(췍dn).

췍d0=0, 췍dn = 1
pn,n+1

(1+∑
n-1

k=0

췍p(k)
n췍dk), n≥1,

(10)
其中췍p(k)

n 的定义见式(2).由推论1得出

췍dn =∑
1≤j≤n

췍F(j)
n

pj,j+1
, n≥0. (11)

当ci≡0时,我们省去(췍dn)的上标~.
本节的主要结果如下.
定理4 设离散时间单生过程P=(pij)不可约非

周期且常返.则

EE0σ0=1+p01d,EEnσ0=∑
n-1

k=0

(F(0)
k d-dk),n≥1,

其中

d=lim
k→∞

∑
k

n=0
dn

∑
k

n=0
F(0)

n

=lim
n→∞

dn

F(0)
n
,如果极限存在.

进而,该过程遍历即正常返当且仅当d<∞;该过程

强遍历当且仅当

sup
k∈E∑

k

n=0

(F(0)
n d-dn)< ∞.

证明 在引理2中取定 H={0},则(EEiσ0)是下

列方程的最小非负解(x*
i ):

xi=∑
k≠0

pikxk+1, i∈E. (12)

先假定对某个i∈E 有x*
i <∞(则由不可约性知对所

有i成立).令(xi)为方程(12)的一个有限解.则有

((P-I)x)i=pi0x0-1, i≥1.
在定理1中取定ci≡0和fi=pi0x0-1,得到方程的

解为

xn =x0+∑
n-1

k=0
∑
k

j=0

F(j)
k fj

pj,j+1
=

x0(1+∑
n-1

k=0
∑
k

j=0

F(j)
k pj0

pj,j+1
)-∑

n-1

k=0
∑
k

j=0

F(j)
k

pj,j+1
, n≥1.

由式(8)和(11)得出

xn =x0
p01∑

n-1

k=0
F(0)

k -∑
n-1

k=0

(F
(0)
k

p01
+dk)=

∑
n-1

k=0

(F(0)
k

x0-1
p01 -dk), n≥1.

再由最小非负性质推出

x*
0 =1+p01sup

n≥1

∑
n-1

k=0
dk

∑
n-1

k=0
F(0)

k

和

xn
* =∑

n-1

k=0

(F(0)
k sup

n≥1

∑
n-1

j=0
dj

∑
n-1

j=0
F(0)

j

-dk), n≥1.

因此得到(EEiσ0:i∈E).下面我们证明在上两式中的

上确界只能在无穷远处达到.否则,假定在某个有限

的n0≥1处取到上确界,则

x*
0 =1+p01

∑
n0-1

j=0
dj

∑
n0-1

j=0
F(0)

j

,

进而x*
n0=0,这与x*

i =EEiσ0≥1>0矛盾.因此,

sup
n≥1

∑
n-1

j=0
dj

∑
n-1

j=0
F(0)

j

=lim
n→∞

∑
n

j=0
dj

∑
n

j=0
F(0)

j

=:d.

再由Stolz定理得到d的表示中的后一个极限.注意

此时由于假定x*
0 <∞,所以d<∞.为了去掉(x*

i )
有限的假定,我们证明即使x*

i =∞,定理第一个结

论依然成立.因为此时必定d=∞.否则,若d<∞,
由定理1的后一结论,我们可以得到方程(12)的一个

有限解,由非负解的比较定理立刻得出x*
i <∞,这

与假定x*
i =∞矛盾.至此,定理第一个结论证毕.

最后,由文献[10]的定理4.30知,过程遍历当且

仅当EE0σ0<∞,过程强遍历当且仅当sup
i∈E

EEiσ0<∞.现

在,可以由定理的第一个结论立刻得到,分别等价
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地,过程遍历当且仅当d<∞,过程强遍历当且仅当

sup
n∈E∑

n

k=0

(F(0)
k d-dk)< ∞.定理证毕.

注2 取单生Q 矩阵为Q=P-I,则其显然正

则.故由文献[10]的定理4.40(2)和文献[26]的命题

5.2可以立刻得到上述定理中关于遍历性和强遍历性

的判别准则.
注3 (1)设离散时间单生过程P=(pij)不可约

非周期且常返.若lim
k→∞

pk0>0,则该过程遍历.事实上,

由合分比性质及式(8)和(11)可得

d≤lim
k→∞

dk

F(0)
k
≤lim

k→∞

1
p(0)

k
= 1
lim
k→∞

pk0
< ∞.

  (2)设离散时间马氏过程P=(pij)不可约非周期

且常返.若存在某个k∈E 使得c∶=inf
i≠k

pik>0,则该

过程强遍历.事实上,令yk=0,yi=1/c(i≠k).则可

验证(yi)是下列方程

∑
j
pijyj≤yi-1,i≠k,

∑
j
pkjyj<

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ∞

的一个有界非负解.因此,由文献[10]的定理4.31
知,该过程是强遍历的.

3 回返时的多项式阶矩,l遍历性和平

稳分布

上一节我们讨论了回返时的一阶矩,现在研究回

返时的多项式阶矩.为此,给定正整数l≥1,

α(l)
n =1+2l-1+…+nl-1.

文献[12]的引理3.1给出了如下引理.
引理3 给定不可约马氏链P=(pij).固定i0∈

E.则(x*
i∶=∑

∞
n=1

α(l)
n Pi(σi0=n))是下列方程

xi=∑
k≠i0

pikxk+EEiσl-1
i0
, i∈E (13)

的最小非负解.
回忆若常返马氏链存在某个i0∈E(从而对所有

的i∈E)有EEi0σ
l
i0<∞,则称该马氏链为l遍历的.1遍

历即正常返,我们约定常返为0遍历.本节的主要结

果如下.
定理5 设离散时间单生过程P=(pij)不可约非

周期且(l-1)遍历(l≥1),即EEiσl-1
i0 <∞对所有i∈E

成立.记

m(l)
ii0∶=∑

∞

n=1
α(l)

n Pi(σi0 =n).

则

m(l)
ni0 =

∑
n≤k≤i0-1

v(l)
k +m(l)

i0i0
(1- ∑

n≤k≤i0-1
uk),

   0≤n≤i0,

- ∑
i0≤k≤n-1

v(l)
k +m(l)

i0i0
(1+ ∑

i0≤k≤n-1
uk),

   n≥i0+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ,

其中

uk=
∑
k

j=i0-1

F(j)
k pji0

pj,j+1
,k≥i0,

1, k=i0-1,

0, 0≤k≤i0-2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

v(l)
k =∑

k

j=0

F(j)
k EEjσl-1

i0

pj,j+1
, k≥0,

m(l)
i0i0 =lim

n→∞

∑
i0≤k≤n

v(l)
k

1+ ∑
i0≤k≤n

uk
=lim

n→∞

v(l)
n

un
,如果极限存在.

  进而,该过程l遍历当且仅当m(l)
i0i0<∞.

证明 由引理3,(m(l)
ii0
)是方程(13)的最小非负解

(x*
i ).如同上节,我们可以先假定x*

i <∞.改写方程

(13)为
((P-I)x)i=pii0xi0 -EEiσl-1

i0
, i∈E.

在定理1中取定ci≡0和fi=pii0xi0-EEiσl-1
i0
,得到方

程的解为

xn =x0+ ∑
0≤k≤n-1

∑
k

j=0

F(j)
k fj

pj,j+1
=

x0+xi0 ∑
0≤k≤n-1

uk- ∑
0≤k≤n-1

v(l)
k , n≥0.

取n=i0,推出

x0= ∑
0≤k≤i0-1

v(l)
k +xi0

(1- ∑
0≤k≤i0-1

uk),

进而得出

 xn = ∑
0≤k≤i0-1

v(l)
k - ∑

0≤k≤n-1
v(l)

k +

   xi0
(1- ∑

0≤k≤i0-1
uk+ ∑

0≤k≤n-1
uk)=

   

∑
n≤k≤i0-1

v(l)
k +xi0

(1- ∑
n≤k≤i0-1

uk),

  0≤n≤i0,

- ∑
i0≤k≤n-1

v(l)
k +xi0

(1+ ∑
i0≤k≤n-1

uk),

  n≥i0+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

当n≤i0,由uk 的定义有 ∑
n≤k≤i0-1

uk≤1,显然推出

xn>0.当n≥i0+1,要使得xn>0,就需要

xi0 ≥ supn≥i0+1

∑
i0≤k≤n-1

v(l)
k

1+ ∑
i0≤k≤n-1

uk

.
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再由最小非负性质以及同上节一样的讨论,可以推出

x*
i0 =lim

n→∞

∑
i0≤k≤n

v(l)
k

1+ ∑
i0≤k≤n

uk

.

再由Stolz定理得到x*
i0

的表示中的后一个极限,注意

此时需要证明∑
k
uk=∞.事实上,任意固定j0∈E,将

{0,1,…,j0}视为单点,在{j0,j0+1,…}上构造一个

新的离散时间单生过程:

췍pij =
pij, j≥j0+1,

∑
k≤j0

pik,j=j0

ì

î

í

ïï

ïï
.

则由P 不可约非周期且常返知,췍P=(췍pij)不可约非周

期且常返.因此,由定理2知∑
∞

n=j0

췍F(j0)n =∞,其中

췍F(i)
i =1, 췍F(i)

n = 1
pn,n+1
∑
n-1

k=i

췍p(k)
n 췍F(i)

k , n>i≥j0,

这里 췍p(k)
n =∑

k

j=j0

췍pnj(j0 ≤k<n).

注意到췍p(k)
n =p(k)

n (j0≤k<n),所以可证췍F(i)
n =

F(i)
n (n≥i≥j0).因此,∑

∞

n=j0

F(j0)n =∞.由j0 的任意性

知,∑
∞

n=j
F(j)

n =∞ 对所有j∈E 成立.进而

∑
k
uk= ∑

∞

k=i0-1
∑
k

j=i0-1

F(j)
kpji0

pj,j+1
= ∑

∞

j=i0-1

pji0

pj,j+1
∑
∞

k=j
F(j)

k = ∞.

注意最后一个等号当i0=0时成立是因为P 不可约,
即存在j≥1使得pj0>0.

至于最后一个结论,注意到nl/l≤α(l)
n ≤(n+1)l/l≤

2l-1(nl+1)/l,由此推出

EEi0σ
l
i0 ≤lm(l)

i0i0 ≤2
l-1(EEi0σ

l
i0 +1).

故EEi0σ
l
i0<∞等价于m(l)

i0i0<∞,由此得到该过程l遍

历当且仅当m(l)
i0i0<∞.至此,定理结论证毕.

注4 (1)在判别l遍历时,为便于计算,一般取

i0=0,即判断m00
(l)<∞是否成立.

(2)当l=1时,α(1)
n =n,进而m(1)

ii0 =EEiσi0.取i0=
0,由于u0=p00/p01和

uk=∑
k

j=0

F(j)
k pj0

pj,j+1
=F(0)

k p00

p01 +∑
k

j=1

F(j)
k p(0)

j

pj,j+1
=

F(0)
k p00

p01 +F(0)
k =F(0)

k

p01
, k≥1,

以及

v(1)
k =F(0)

k

p01
+dk, k≥0,

则得到与定理4相同的结论:

m(1)
00 =EE0σ0=1+p01lim

n→∞

∑
0≤k≤n

dk

∑
0≤k≤n

F(0)
k

=1+p01d,

m(1)
n0 =EEnσ0=∑

n-1

k=0

(F(0)
k d-dk), n≥1.

  (3)实际上,由数学归纳法和推论1不难证明

F(i0)k =pi0,i0+1
(uk+δki0

), k≥i0.
注意,连续时间则相应为

F(i0)k =
qi0,i0+1

qi0

(uk+δki0
), k≥i0.

  实际上,对于EEnσl
i0
,也有类似引理3的如下结论

(参见文献[11]的定理6.7.4).
引理4 给定不可约马氏链P=(pij)和 H⊂E.

则对l≥1,(x*
i∶=EEiσl

H)是下列方程

xi=∑
k∉H

pikxk+∑
l

s=1
Cs

l(-1)s-1EEiσl-s
H , i∈E

的最小非负解,其中Cs
l 表示从l个元素里每次取出s

个的所有不同的组合种数.
由此引理,我们可以得到关于EEnσl

i0
的结果如下.

定理6 设离散时间单生过程P=(pij)不可约非

周期且(l-1)遍历(l≥1).则

EEnσl
i0 =

∑
n≤k≤i0-1

췍v(l)
k +EEi0σ

l
i0
(1- ∑

n≤k≤i0-1
uk),

  0≤n≤i0,

- ∑
i0≤k≤n-1

췍v(l)
k +EEi0σ

l
i0
(1+ ∑

i0≤k≤n-1
uk),

  n≥i0+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ,

其中uk 的定义同定理5中,

췍v(l)
k =∑

k

j=0

F(j)
k

pj,j+1
∑
l

s=1
Cs

l(-1)s-1EEjσl-s
i0
, k≥0,

EEi0σ
l
i0 =lim

n→∞

∑
i0≤k≤n

췍v(l)
k

1+ ∑
i0≤k≤n

uk
=lim

n→∞

췍v(l)
n

un
,

如果极限存在.
证明 由引理4,(EEiσl

i0
)是方程

xi=∑
k≠i0

pikxk+∑
l

s=1
Cs

l(-1)s-1EEiσl-s
i0
, i∈E

(14)
的最小非负解(x*

i ).如 同 上 节,我 们 可 以 先 假 定

x*
i <∞.改写方程(14)为

((P-I)x)i=pii0xi0 -∑
l

s=1
Cs

l(-1)s-1EEiσl-s
i0
,i∈E.

在定理1中取定ci≡0和

fi=pii0xi0-∑
l

s=1
Cs

l(-1)s-1EEiσl-s
i0
,

得到方程的解为
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xn =x0+ ∑
0≤k≤n-1

∑
k

j=0

F(j)
k fj

pj,j+1
=

x0+xi0 ∑
0≤k≤n-1

uk- ∑
0≤k≤n-1

췍v(l)
k , n≥0.

取n=i0,推出

x0= ∑
0≤k≤i0-1

췍v(l)
k +xi0

(1- ∑
0≤k≤i0-1

uk),

进而得出

 xn = ∑
0≤k≤i0-1

췍v(l)
k - ∑

0≤k≤n-1

췍v(l)
k +

   xi0
(1- ∑

0≤k≤i0-1
uk+ ∑

0≤k≤n-1
uk)=

   

∑
n≤k≤i0-1

췍v(l)
k +xi0

(1- ∑
n≤k≤i0-1

uk),

  0≤n≤i0,

- ∑
i0≤k≤n-1

췍v(l)
k +xi0

(1+ ∑
i0≤k≤n-1

uk),

  n≥i0+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï .

当n≤i0,由uk 的定义有 ∑
n≤k≤i0-1

uk ≤1,显然推出

xn>0.当n≥i0+1,要使得xn>0,就需要

xi0 ≥ supn≥i0+1

∑
i0≤k≤n-1

췍v(l)
k

1+ ∑
i0≤k≤n-1

uk

.

再由最小非负性质以及同上节一样的讨论,可以推出

x*
i0 =lim

n→∞

∑
i0≤k≤n

췍v(l)
k

1+ ∑
i0≤k≤n

uk

.

由于定理5中已经证明∑
k
uk=∞,再由Stolz定理得

到x*
i0

的表示中的后一个极限.定理结论证毕.

注5 比较定理5和定理6,则有췍v(l)
k =∑

l

s=1
Cs

l(-

1)s-1v(l-s+1)
k .虽然2个定理都能够得到l遍历的判

定,但前者的表达和计算显然更为简洁.
而对于首次击中时τi0∶=inf{n≥0:Xn=i0},由

局部化定理(参见文献[10]的定理2.13)和引理3,我

们得到下面的引理.
引理5 给定不可约马氏链P=(pij).固定i0∈

E.则下列方程

xi=∑
k
pikxk+EEiσl-1

i0
, i≠i0; xi0 =0(15)

的最小非负解(x*
i )为:x*

i =췍m(l)
ii0
(i∈E),其中

췍m(l)
ii0∶=∑

∞

n=1
α(l)

n Pi(τi0 =n).

注意当出发点i≠i0 时,σi0=τi0
,所以췍m(l)

ii0=m(l)
ii0

(i≠i0)(后者的定义见定理5).由上述引理,我们可

以得到的结果如下.
定理7 设离散时间单生过程P=(pij)不可约非

周期且(l-1)遍历(l≥1).则

췍m(l)
ni0 =

∑
n≤k≤i0-1

v(l)
k ,

  0≤n≤i0,

- ∑
i0≤k≤n-1

v(l)
k +c(l)i0 ∑

i0≤k≤n-1
F(i0)k ,

  n≥i0+1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ,

其中v(l)
k 的定义同定理5中,

c(l)i0 =lim
n→∞

∑
i0≤k≤n

v(l)
k

∑
i0≤k≤n

F(i0)k
=lim

n→∞

v(l)
n

Fn
(i0)
,如果极限存在.

进而,该过程l遍历当且仅当c(l)i0 <∞.
证明 由引理5,方程(15)的最小非负解(x*

i )是

x*
i =췍m(l)

ii0
(i≠i0),x*

i0=0.如同上节,我们可以先假

定x*
i <∞.改写方程(15)为

((P-I)x)i=-EEiσl-1
i0
, i≠i0,

((P-I)x)i0 =fi0
,

其中fi0
待定.在定理1中取定ci≡0和fi=-EEiσl-1

i0

(i≠i0),得到方程的解为

xn =x0+ ∑
0≤k≤n-1

∑
0≤j≤k

F(j)
k fj

pj,j+1
, n≥0.

则

xn =x0- ∑
0≤k≤n-1

v(l)
k , n≤i0.

由xi0=0推出

xn = ∑
n≤k≤i0-1

v(l)
k , 0≤n≤i0.

注意到

 fi0 =((P-I)x)i0 =pi0,i0+1xi0+1+∑
i0-1

j=0
pi0jxj=

   pi0,i0+1xi0+1+∑
i0-1

j=0
pi0j
(xj-xi0

)=

   pi0,i0+1xi0+1+∑
i0-1

j=0
pi0j∑

i0-1

i=j

(xi-xi+1)=

   pi0,i0+1xi0+1+∑
i0-1

i=0
p(i)

i0v
(l)
i .

再由推论1知,

fi0 =pi0,i0+1xi0+1+pi0,i0+1v
(l)
i0 -EEi0σ

l-1
i0
,

即

fi0 +EEi0σ
l-1
i0

pi0,i0+1
=xi0+1+v(l)

i0 .

因此,对n≥i0+1,由以上讨论得出

xn =x0+ ∑
0≤k≤n-1

∑
k

j=0

F(j)
k fj

pj,j+1
=∑

n-1

k=i0
∑
k

j=0

F(j)
k fj

pj,j+1
=

  -∑
n-1

k=i0
∑
k

j=0

F(j)
k EEjσl-1

i0

pj,j+1
+∑

n-1

k=i0

F(i0)k (fi0 +EEi0σ
l-1
i0
)

pi0,i0+1
=
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  (xi0+1+v(l)
i0
)∑

n-1

k=i0

F(i0)k -∑
n-1

k=i0

v(l)
k .

当n≥i0+1,要使得xn>0,就需要

xi0+1+v(l)
i0 ≥ supn≥i0+1

∑
i0≤k≤n-1

v(l)
k

∑
i0≤k≤n-1

F(i0)k

.

再由最小非负性质以及同上节一样的讨论,可以推出

x*
i0+1+v(l)

i0 =lim
n→∞

∑
i0≤k≤n

v(l)
k

∑
i0≤k≤n

F(i0)k
=:c(l)i0 .

再由Stolz定理得到c(l)i0
的表示中的后一个极限,注意

此时需要∑
∞

k=i0

F(i0)k =∞,这个事实见定理5中的证明.

进而得到

x*
n =-∑

n-1

k=i0

v(l)
k +c(l)i0∑

n-1

k=i0

F(i0)k , n≥i0+1.

  当i≠i0 时,췍m(l)
ii0=m(l)

ii0.所以将上述结果与定理5
比较,由注4的(3),可以得到

mi0i0
(l)=pi0,i0+1c

(l)
i0 .

因此,由定理5知,该过程l遍历当且仅当c(l)i0 <∞.
定理证毕.

由定理5、定理6和注4的(3)直接得到如下

推论.
推论2 设离散时间单生过程P=(pij)不可约非

周期且遍历.则过程的平稳分布π=(πi)为:

πi= 1
m(1)

ii
= 1
pi,i+1c(1)i

, i≥0,

其中

c(1)i =lim
n→∞

∑
i≤k≤n

v(1)
k

∑
i≤k≤n

F(i)
k

=lim
n→∞

vn
(1)

F(i)
n
,

如果极限存在;

v(1)
k =∑

k

j=0

F(j)
k

pj,j+1
, k≥0.

4 回返时的几何阶矩

这节我们研究回返时的几何阶矩.为此,先给出

如下引理.
引理6 给定不可约马氏链P=(pij)和 H⊂E.

则(x*
i∶=EEiρσH)是下列方程

xi=∑
k∉H

ρpikxk+ρpiH, i∈E (16)

的最小非负解,其中常数ρ>1,piH =∑
j∈H

pij.

证明 定义xi
(1)=ρpiH,xi

(n+1)=∑
k∉H

ρpikxk
(n)

(n≥1).由最小非负解的第二递归逼近法(参见[10]
的定理2.9)知,方程(16)的最小非负解为x*

i =

∑
∞

n=1
x(n)

i .注意到x(1)
i =ρPi[σH=1],

x(2)
i =∑

k∉H
ρpikx(1)

k =∑
k∉H

ρpikρpkH =ρ2Pi[σH =2].

由数学归纳法不难证明x(n)
i =ρnPi[σH=n](n≥1).

进而

x*
i =∑

∞

n=1
x(n)

i =∑
∞

n=1
ρnPi[σH =n]=EEiρσH,

上式对任意i∈E 成立.结论证毕.
关于回返时的几何阶矩,我们得到如下结果.
定理8 设离散时间单生过程P=(pij)不可约非

周期且遍历.在(췍F(i)
k )和(췍dk)的定义中(参见式(1)和

(10)).取ci≡(ρ-1)/ρ∈(0,1),其中ρ>1.对于接近

1的ρ,则有

EE0ρσ0 =p01(ρ-1)췍d+ρ< ∞,

EEnρσ0 =1+ρ-1
ρ ∑

n-1

k=0

(췍F(0)
k 췍d-췍dk)< ∞, n≥1

当且仅当

췍d∶=lim
n→∞
1{∑

n

k=0

췍F(0)k >0}

∑
n

k=0

췍dk

∑
n

k=0

췍F(0)
k

< ∞

以及当n≥2,∑
n-1

k=0

췍F(0)
k ≤0时

췍d∑
n-1

k=0

췍F(0)
k >∑

n-1

k=0

췍dk (17)

同时成立.进而,一旦对充分大的n 有췍F(0)
n >0和

∑
n

췍F(0)
n =∞,则

췍d=lim
n→∞

췍dn
췍F(0)

n
,

如果此极限存在.
此外,过程是几何遍历的当且仅当췍d<∞和式

(17)两者成立.
证明 在引理6中取 H={0},方程(16)的最小

非负解(x*
i )是x*

i =EEiρσ0.如同上节,我们可以先假

定x*
i <∞.令(xi)为方程(16)的一个有限非负解,改

写方程(16)为

((P-I)x)i+ρ-1
ρ

xi=pi0(x0-1), i∈E.

(18)
在定理1中取定ci≡ (ρ-1)/ρ和fi=pi0(x0-1)(i≥
0),得到上述方程的解为

xn =x0(1-ρ-1
ρ ∑

n-1

k=0
∑
k

j=0

췍F(j)
k

pj,j+1
)+
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  (x0-1)∑
n-1

k=0
∑
k

j=0

췍F(j)
k pj0

pj,j+1
=

  x0(1-ρ-1
ρ ∑

n-1

k=0
∑
k

j=0

췍F(j)
k

pj,j+1
)+(x0-1)·

  ∑
0≤k≤n-1

(
췍F(0)

k p00

p01 +∑
k

j=1

췍F(j)
k (췍p(0)

j +1-ρ-1)
pj,j+1

),

  n≥1.
由分别在式(8)和(11)给出的췍F(k)

n 和췍dn 的显式表示,
我们推出

xn =x0(1-ρ-1
ρ ∑

n-1

k=0

(
췍F(0)

k

p01
+췍dk))+

  (x0-1)∑
n-1

k=0

췍F(0)
k p00

p01 +

  (x0-1)∑
n-1

k=1

(췍F(0)
k +ρ-1

ρ
췍dk)=

  x0

ρp01∑
n-1

k=0

췍F(0)
k -∑

n-1

k=0

(
췍F(0)

k

p01
+ρ-1

ρ
췍dk)+1, n≥1.

(19)
因为xn>1,所以得到

x0
ρp01∑

n-1

k=0

췍F(0)
k >∑

n-1

k=0

(
췍F(0)

k

p01
+ρ-1

ρ
췍dk), n≥1.

此即为

[x0
ρp01

- 1
p01
]∑

n-1

k=0

췍F(0)
k >ρ-1

ρ ∑
n-1

k=0

췍dk, n≥1.

(20)
注意到,一方面,如果x*

0 =x*
0 (ρ0)<∞,则由比较定

理(参见[10]的定理2.6)知,对所有ρ∈(1,ρ0)有
x*
0 =x*

0 (ρ)<∞成立.另一方面,当ρ=1时,有

∑
n

k=0

췍F(0)
k =∑

n

k=0
F(0)

k >0,∑
n

k=0

췍dk=∑
n

k=0
dk >0,n≥1.

对于固定的n,∑
n

k=0

췍F(0)
k 和∑

n

k=0

췍dk 关于ρ是解析的,所以

对充分接近于1的ρ(即存在某个ρ1∈(1,ρ0],对所有

ρ∈(1,ρ1]),它们都应该是正的.再由式(20),有

x0
ρp01

- 1
p01 >

0, ρ∈ (1,ρ1)

成立,与n无关.因此,由最小非负性质,我们得到

x*
0

ρp01
- 1
p01=ρ-1

ρ
lim
n→∞
1{∑

n

k=0

췍F(0)k >0}·

[∑
n

k=0

췍dk][∑
n

k=0

췍F(0)
k ]-1=ρ-1

ρ
췍d,

即

EE0ρσ0 =x*
0 =p01(ρ-1)췍d+ρ. (21)

因为x*
0 满足式(20),我们得到条件(17),此时,

EEnρσ0 =1+ρ-1
ρ ∑

n-1

k=0

(췍F(0)
k 췍d-췍dk), n≥1.

  反之,如果췍d<∞和式(17)成立.则从式(21)定

义x0=x*
0 出发,由式(19)定义其他的xn,由此我们

构造了方程(18)的一个有限非负解(xi>1:i∈E).因

此,最小非负解(x*
i =EEiρσ0:i∈E)应该是有限的.

最后,由文献[10]的定理4.30,过程几何遍历当

且仅当对某个ρ>1有EE0ρσ0<∞,等价地,췍d<∞和式

(17)同时成立.定理的最后一个结论得证.

5 随机单调性

对于状态空间E={0,1,2,…}上的2个离散时

间马氏链(Xn)n≥0和(췍Xn)n≥0,其转移概率矩阵分别记

为P=(pij)和췍P=(췍pij),n步转移概率矩阵记为Pn=
(p(n)

ij )和췍Pn=(췍p(n)
ij ).若对任意的i≤m,有

∑
j≥k

p(n)
ij ≤∑

j≥k

췍p(n)
mj, k∈E,n≥1

成立,则称(Xn)n≥0和(췍Xn)n≥0随机可比,也称P 和췍P
是随机可比的.若对任意的i≤m,有

∑
j≥k

p(n)
ij ≤∑

j≥k
p(n)

mj, k∈E,n≥1

成立,则称(Xn)n≥0随机单调,也称P 是随机单调的.
由上述定义,不难证明下列结论(参看文献[1]的

引理7.3.3).
引理7 P 和췍P 随机可比当且仅当

∑
j≥k

pij ≤∑
j≥k

췍pmj, i≤m,k∈E.

P 随机单调当且仅当对任意的k∈E,∑
j≥k

pij关于i是单

调递增的.
定理9 给定离散时间单生过程P=(pij).则P

是随机单调的当且仅当

∑
k

j=0
pij ≥∑

k

j=0
pi+1,j, 0≤k≤i.

特别地,对于离散时间生灭过程P=(pij),则P 随机

单调当且仅当

pi,i+1+pi+1,i≤1, i∈E,

  证明 由引理7知,P 随机单调当且仅当对任意

的k∈E,∑
j≥k

pij 关于i是单调递增的,后者显然等价

于对任意的k∈E,∑
0≤j≤k-1

pij 关于i是单调递减的,即

对任意的k,i∈E,∑
k

j=0
pij ≥∑

k

j=0
pi+1,j.由此,结合单

生性质,得证前一结论.再由离散时间生灭过程转移

矩阵的特点,容易验证P 随机单调当且仅当

pi,i-1+pii ≥pi+1,i, i∈E,
此即

pi,i+1+pi+1,i≤1, i∈E,
所以后一结论成立.定理结论证毕.
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Somecriteriaondiscretetimesinglebirthprocesses

BAIJingjing LIPeisen ZHANGYuhui ZHAOPan
(SchoolofMathematicalSciences,LaboratoryofMathematicsandComplexSystemsof

MinistryofEducation,BeijingNormalUniversity,100875,Beijing,China)

Abstract BasedontherepresentationofsolutionofPoissonequationfordiscretetimesinglebirth
processesandthetheoryofminimumnon-negativesolutions,weobtainexplicitcriteriaonrecurrence,(strong)

ergodicity,l-ergodicity,geometricergodicity,representationsforreturnprobability(extinctionprobability),

stationarydistributionandpolynomialmomentsofreturntimebyoneunifiedtreatment.Criteriononstochastic
monotonicityforsinglebirthprocessesisalsopresented.

Keywords singlebirthprocess;recurrent;(strongly)ergodic;l-ergodic;geometricallyergodic;stationary
distribution;returntime;stochasticallymonotone




