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对偶方法及其在Ｑ过程唯一性相关问题中的应用＊
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摘要　概述了经典的Ｓｉｅｇｍｕｎｄ对偶方法并应用于跳过程 唯 一 性 相 关 问 题 的 研 究．给 出 了 存 在 唯 一 随 机 单 调 跳 过

程的一个充分条件，同时研究了对偶Ｑ矩阵之间零流入和零流出的关系．
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　　对偶 方 法 是 粒 子 系 统 研 究 中 主 要 工 具 之 一［１－２］．
最近，在生灭过程稳定性理论的研究中，对偶方法又

一次体现了其独特的价值［３］．因此，有必要从理论上

对对偶方法本身进行研究．基于此目的，本文先回顾

和总结了经典的对偶方法，然后进一步发展该方法的

理论，并应用于跳过程唯一性相关问题的研究．

１　对偶方法

先复习一些经典对偶理论中用到的基本概念．本

节内容大多取自文献［４－５］．给定概率空间（Ω，Ｆ，ＰＰＰ），
考虑 其 上 状 态 空 间 为Ｅ∶＝｛０，１，２，…｝的 随 机

过程．
定义１　给 定Ｅ 上２ 个 过 程（Ｘｔ）ｔ≥０ 和（珦Ｘｔ）ｔ≥０，

其转移函数分别为Ｐ（ｔ）＝（ｐｉｊ（ｔ））和珟Ｐ（ｔ）＝（珟ｐｉｊ（ｔ））．
如果

ＰＰＰｉ（Ｘｔ≥ｊ）＝ＰＰＰｊ（珦Ｘｔ≤ｉ），　ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０，（１）
即

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｐｉｋ（ｔ）＝∑

ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ），　ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０， （２）

则（珦Ｘｔ）ｔ≥０ 称 为（Ｘｔ）ｔ≥０ 的 对 偶 过 程，也 将珟Ｐ（ｔ）称 为

Ｐ（ｔ）的对偶转移函数．
上 述 定 义 首 次 出 现 于 文 献 ［６］，故 也 称 为

Ｓｉｅｇｍｕｎｄ对偶．
定义２　给 定Ｅ 上 过 程（Ｘｔ）ｔ≥０，其 转 移 函 数 为

Ｐ（ｔ）＝（ｐｉｊ（ｔ））（在 下 面 的 叙 述 中 也 称 后 者 为 过 程）．
若对所有ｉ≤ｍ和ｔ≥０，下式成立：

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｐｉｋ（ｔ）≤∑

∞

ｋ＝ｊ
ｐｍｋ（ｔ），　ｊ∈Ｅ， （３）

则称该过程Ｐ（ｔ）随机单调．
注意下式与式（３）等价：

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｐｉｋ（ｔ）≤∑

∞

ｋ＝ｊ
ｐｉ＋１，ｋ（ｔ），　ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０．（４）

关于对偶过程，在文献［６］中有 一 个 重 要 命 题，我 们

复述并证明如下．
命题１　给定Ｅ上转移函数Ｐ（ｔ）．则存在（唯一）

对偶转移函数珟Ｐ（ｔ）当且仅当Ｐ（ｔ）随机单调．
证明　若存在对偶转移函数珟Ｐ（ｔ），由式（２）显然

有式（３）成立，此即ＰＰＰｉ（Ｘｔ≥ｊ）关于ｉ单调增（任意ｊ∈
Ｅ和ｔ≥０），亦即Ｐ（ｔ）随机单调．反之，若Ｐ（ｔ）随机

单调，令

珟ｐｉｊ（ｔ）＝∑
∞

ｋ＝ｉ

（ｐｊｋ（ｔ）－ｐｊ－１，ｋ（ｔ）），　ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０，

（５）

其中ｐ－１，ｋ（ｔ）∶＝０．首先，由Ｐ（ｔ）随机单调知

珟ｐｉｊ（ｔ）＝∑
∞

ｋ＝ｉ
ｐｊｋ（ｔ）－∑

∞

ｋ＝ｉ
ｐｊ－１，ｋ（ｔ）≥０，

ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０．
其次，注意到对任意ｉ，ｊ∈Ｅ和ｔ≥０，

∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）＝∑
ｉ

ｋ＝０
∑
∞

ｌ＝ｊ

（ｐｋｌ（ｔ）－ｐｋ－１，ｌ（ｔ））＝

∑
∞

ｌ＝ｊ
∑
ｉ

ｋ＝０

（ｐｋｌ（ｔ）－ｐｋ－１，ｌ（ｔ））＝∑
∞

ｌ＝ｊ
ｐｉｌ（ｔ），

即式（２）成立．由此得到

∑
∞

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）≤１（ｊ∈Ｅ，ｔ≥０）．

而对任意ｉ，ｊ∈Ｅ和ｔ，ｓ≥０，由 式（２）、（５）和Ｆｕｂｉｎｉ
定理可以推出

　珟ｐｉｊ （ｔ＋ｓ）＝∑
∞

ｋ＝ｉ

（ｐｊｋ（ｔ＋ｓ）－ｐｊ－１，ｋ（ｔ＋ｓ））＝

∑
∞

ｋ＝ｉ

（∑
∞

ｍ＝０
ｐｊｍ（ｓ）ｐｍｋ（ｔ）－∑

∞

ｍ＝０
ｐｊ－１，ｍ（ｓ）ｐｍｋ（ｔ））＝

∑
∞

ｋ＝ｉ
∑
∞

ｍ＝０

（ｐｊｍ（ｓ）－ｐｊ－１，ｍ（ｓ））ｐｍｋ（ｔ）＝
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∑
∞

ｍ＝０

（ｐｊｍ（ｓ）－ｐｊ－１，ｍ（ｓ））∑
∞

ｋ＝ｉ
ｐｍｋ（ｔ）＝

∑
∞

ｍ＝０

（ｐｊｍ（ｓ）－ｐｊ－１，ｍ（ｓ））∑
ｍ

ｋ＝０

珟ｐｉｋ（ｔ）＝

∑
∞

ｋ＝０

珟ｐｉｋ（ｔ）∑
∞

ｍ＝ｋ

（ｐｊｍ（ｓ）－ｐｊ－１，ｍ（ｓ））＝

∑
∞

ｋ＝０

珟ｐｉｋ（ｔ）珟ｐｋｊ（ｓ）．

因此，对珟Ｐ（ｔ）而言，Ｃｈａｐｍａｎ－Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程

成立．而由文献［１］的定理１．２知，Ｐ（ｔ）１Ａ 是ｔ关于

Ａ 的一致连续函数，则

ｌｉｍ
ｔ→０
珟ｐｉｊ（ｔ）＝∑

∞

ｋ＝ｉ
ｐｊｋ（０）－∑

∞

ｋ＝ｉ
ｐｊ－１，ｋ（０）＝

∑
∞

ｋ＝ｉ
δｊｋ －∑

∞

ｋ＝ｉ
δｊ－１，ｋ ＝δｉｊ，　ｉ，ｊ∈Ｅ．

综合以上知珟Ｐ（ｔ）是转移函数且满足式（２），因此是对

偶转移函数．唯一性由式（２）和（５）直接得出．
由式（５）显然有ｌｉｍ

ｉ→∞
珟ｐｉｊ（ｔ）＝０（ｊ∈Ｅ，ｔ≥０）．具备

此性 质 的 转 移 函 数 称 为 Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转 移 函

数．所以珟Ｐ（ｔ）是Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转 移 函 数．而 由

式（２）可以看出，对任意ｉ∈Ｅ和ｔ≥０，∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）关于

ｊ单调减．由此，我们可以得到下面的命题．
命题２　给定Ｅ上转移函数珟Ｐ（ｔ）．如果珟Ｐ（ｔ）是

Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数且对任意ｉ∈Ｅ和ｔ≥０，

∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）关于ｊ单调减，则存在 唯 一 转 移 函 数Ｐ（ｔ）

使得珟Ｐ（ｔ）成为其对偶转移函数．
证明　令

ｐｉｊ（ｔ）＝∑
ｉ

ｋ＝０

（珟ｐｊｋ（ｔ）－珟ｐｊ＋１，ｋ（ｔ）），　ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０．

（６）

首先，由∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）关于ｊ单调减知

ｐｉｊ（ｔ）＝∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）－∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊ＋１，ｋ（ｔ）≥０，

ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０．
其次，由珟Ｐ（ｔ）是 Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转 移 函 数，得

到：对任意ｉ，ｊ∈Ｅ和ｔ≥０，

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｐｉｋ（ｔ）＝∑

∞

ｋ＝ｊ
∑
ｉ

ｌ＝０

（珟ｐｋｌ（ｔ）－珟ｐｋ＋１，ｌ（ｔ））＝

∑
ｉ

ｌ＝０
∑
∞

ｋ＝ｊ

（珟ｐｋｌ（ｔ）－珟ｐｋ＋１，ｌ（ｔ））＝∑
ｉ

ｌ＝０

珟ｐｊｌ（ｔ），

即式（２）成 立．由 此 得 到∑
∞

ｋ＝０
ｐｉｋ（ｔ）≤１（ｉ∈Ｅ，ｔ≥

０）．而对任 意ｉ，ｊ∈Ｅ 和ｔ，ｓ≥０，由 式（２）、（５）和

Ｆｕｂｉｎｉ定理可以推出

ｐｉｊ（ｔ＋ｓ）＝∑
ｉ

ｋ＝０

（珟ｐｊｋ（ｔ＋ｓ）－珟ｐｊ＋１，ｋ（ｔ＋ｓ））＝

∑
ｉ

ｋ＝０
∑
∞

ｍ＝０

（珟ｐｊｍ（ｓ）－珟ｐｊ＋１，ｍ（ｓ））珟ｐｍｋ（ｔ）＝

∑
∞

ｍ＝０

（珟ｐｊｍ（ｓ）－珟ｐｊ＋１，ｍ（ｓ））∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｍｋ（ｔ）＝

∑
∞

ｍ＝０

（珟ｐｊｍ（ｓ）－珟ｐｊ＋１，ｍ（ｓ））∑
∞

ｋ＝ｍ
ｐｉｋ（ｔ）＝

∑
∞

ｋ＝０
ｐｉｋ（ｔ）∑

ｋ

ｍ＝０

（珟ｐｊｍ（ｓ）－珟ｐｊ＋１，ｍ（ｓ））＝

∑
∞

ｋ＝０
ｐｉｋ（ｔ）ｐｋｊ（ｓ）．

因此，Ｃｈａｐｍａｎ－Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程对Ｐ（ｔ）成立．而由

式（６）得出

ｌｉｍ
ｔ→０
ｐｉｊ（ｔ）＝∑

ｉ

ｋ＝０

（δｊｋ －δｊ＋１，ｋ）＝δｉｊ，　ｉ，ｊ∈Ｅ．

综合以上知Ｐ（ｔ）是转移函数且满足（２），而唯一性由

式（２）和（６）直接得出．因此结论成立．
将Ｅ上随机单调转移函数全体记为Ｐ，定义

珟Ｐ＝ ｛Ｅ上Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数珟Ｐ（ｔ）

且对任意ｉ∈Ｅ和ｔ≥０，∑
ｉ

ｋ＝０

珟ｐｊｋ（ｔ）关于ｊ单调减｝．

由以上２个命题及对偶关系可以知道，实际上式（５）
定义了从Ｐ到 珟Ｐ的一一映射，式（６）是 其 逆 映 射．由

此，Ｐ和 珟Ｐ的元素可以称作互为对 偶 的．另 外，对 偶

转移函数之间还有以下关系：

ｐｉｊ（ｔ）－ｐｉ－１，ｊ（ｔ）＝珟ｐｊｉ（ｔ）－珟ｐｊ＋１，ｉ（ｔ），

ｉ，ｊ∈Ｅ，ｔ≥０．
　　注１　（ⅰ）由式（２）可以看出，Ｐ（ｔ）不中断当且

仅当珟ｐ００（ｔ）≡１即状态０是过程（珦Ｘｔ）ｔ≥０的吸收态（对

Ｑ过程而言，即为珘ｑ０＝０）．
（ⅱ）由 式（２）知，若Ｐ（ｔ）不 中 断 且 是 Ｆｅｌｌｅｒ－

Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数，则珟Ｐ（ｔ）亦然．
（ⅲ）由 式（６）知，若珟Ｐ（ｔ）不 中 断，则Ｐ（ｔ）是

Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数．注 意，此 时珟Ｐ（ｔ）亦 为

随机单调的．
现在回到Ｑ矩阵．我们只考虑状态空间Ｅ＝｛０，

１，２，…｝上的全稳定Ｑ矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ），即对所有ｉ≠ｊ
有ｑｉｊ≥０，且对每个ｉ∈Ｅ有∑

ｊ≠ｉ
ｑｉｊ≤－ｑｉｉ＝：ｑｉ＜∞．

回顾几个概念和结果．
定义３　给定Ｅ上的全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．
１）若对所有ｊ∈Ｅ有ｌｉｍ

ｉ→∞
ｑｉｊ＝０成立，则称该Ｑ矩

阵为Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵．若对所有ｊ∈Ｅ有ｌｉｍ
ｉ→∞
∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ＝０成
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立，则称该Ｑ矩阵为Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩阵．
２）若下式成立：

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ ≤∑

∞

ｋ＝ｊ
ｑｍｋ，　ｉ≤ｍ，ｊ≤ｉ或ｊ＞ｍ，（７）

则称该Ｑ矩阵单调．
３）若对某个（等 价 地，对 所 有）λ＞０，下 列 方 程

只有平凡解（零解）ｘ＝（ｘｉ）：
（λＩ－Ｑ）ｘ＝０，　０≤ｘｉ≤１，ｉ∈Ｅ， （８）

则称 该Ｑ 矩 阵 零 流 出．若 对 某 个（等 价 地，对 所 有）

λ＞０，下列方程只有平凡解（零解）ｙ＝（ｙｉ）：

ｙ（λＩ－Ｑ）＝０，　ｙｉ≥０，ｉ∈Ｅ，∑
ｉ∈Ｅ
ｙｉ＜ ∞，

（９）

则称该Ｑ矩阵零流入．

如果Ｑ矩 阵 保 守 即－ｑｉｉ ＝∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｊ，此 时 对 任 意

ｊ∈Ｅ和ｉ＞ｊ，∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ ＝－∑

ｊ－１

ｋ＝０
ｑｉｋ．由此可以看出，保

守的Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵一定是Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩阵，自然地，非

保守 状 态 只 有 有 限 个 的Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩 阵 也 是Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ
矩阵．另外，式（７）与下式等价：

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ ≤∑

∞

ｋ＝ｊ
ｑｉ＋１，ｋ，　ｊ≠ｉ＋１，ｉ∈Ｅ． （１０）

　　例１　给定全稳定（可能非保守）生灭Ｑ矩阵Ｑ＝
（ｑｉｊ）如下：

ｂｉ∶＝ｑｉ，ｉ＋１ ＞０，ｉ≥０，

ａｉ∶＝ｑｉ，ｉ－１ ＞０，ｉ≥１，

ｃｉ∶＝ｑｉ－（ａｉ＋ｂｉ）≥０，ｉ≥０，

其中ａ０∶＝０．这是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵，但要成为Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ
矩阵当且仅当ｌｉｍ

ｉ→∞
ｃｉ＝０，要成为单调Ｑ矩阵当且仅当

ｃｉ 单调减少．所以就保守生灭Ｑ矩阵而言，由于ｃｉ≡
０，自然是单调Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩阵．

例２　给 定 全 稳 定（可 能 非 保 守）分 支Ｑ 矩 阵

Ｑ＝（ｑｉｊ）如下：

ｑｉｊ ＝
ｉｂｊ－ｉ＋１， 当ｊ≥ｉ－１，

０， 当ｊ＜ｉ－１｛ ，

其中ｂｋ≥０ （ｋ≠１）且∑
ｋ≥０
ｂｋ≤０．显然，０是吸收态且

分支Ｑ 矩阵是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵，但要成为Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩

阵当且仅当∑
ｋ≥０
ｂｋ＝０，即 是 保 守Ｑ矩 阵．保 守 的 分 支

Ｑ矩阵是单调Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩阵．
对于Ｑ矩阵对应的最小Ｑ 过程随机单调的研究，

如与该Ｑ矩阵某些性质的关系等，文献［５，７，１２］得

到如下结论：

定理１　给定Ｅ上的全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．则

其对应的最小Ｑ过程Ｐｍｉｎ（ｔ）随 机 单 调，当 且 仅 当 该

Ｑ矩阵单调且零流出．
定理１ 研究的随机单调转移函数是集 合Ｐ的 元

素；而文献［５］研 究 了∑
ｊ

ｋ＝０
ｐｉｋ（ｔ）关 于ｉ单 调 减（对 任

意ｊ∈Ｅ和ｔ≥０）的转移函数，得到如下结论：
定理２　给定Ｅ上的全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．则

该Ｑ矩阵对应的最小Ｑ 过程Ｐｍｉｎ（ｔ）满足：

∑
ｊ

ｋ＝０
ｐｍｉｎｉｋ （ｔ）≥∑

ｊ

ｋ＝０
ｐｍｉｎｍｋ（ｔ），　ｉ≤ｍ，ｊ∈Ｅ，

当且仅当该Ｑ矩阵满足

∑
ｊ

ｋ＝０
ｑｉｋ ≥∑

ｊ

ｋ＝０
ｑｍｋ，　ｉ≤ｍ，ｊ＜ｉ或ｊ≥ｍ，（１１）

等价地，

∑
ｊ

ｋ＝０
ｑｉｋ ≥∑

ｊ

ｋ＝０
ｑｉ＋１，ｋ，　ｊ≠ｉ． （１２）

　　注２　就例１中的全稳定（可能非保守）生灭Ｑ矩

阵而言，要满足式（１１）当且仅当ｃｉ 单调增加．保守生

灭Ｑ矩阵自然也满足式（１１）．
文献［８］和［４］研 究 了Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转 移

函数，给出了以下结果．
定理３　给定Ｅ上全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．若该

Ｑ矩阵零流入且是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵，则其对应的最小Ｑ
过程Ｐｍｉｎ（ｔ）是Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数．

顺便提一句，根据文献［４］第８１页的注记知，对

全稳定Ｑ 矩 阵Ｑ＝（ｑｉｊ）而 言，至 多 存 在 一 个Ｆｅｌｌｅｒ－
Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函 数，因 此，如 果 其 对 应 的Ｑ 过 程

Ｐ（ｔ）是Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数，此时该Ｑ矩阵

对应的 最 小Ｑ 过 程Ｐｍｉｎ（ｔ）自 然 也 是Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－
Ｒｉｌｅｙ转移函数，所以Ｐ（ｔ）＝Ｐｍｉｎ（ｔ）．这也是在 珟Ｐ中

我们只研究最小Ｑ过程的原因．文献［５］在定理３基

础上 对 Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转 移 函 数 作 了 进 一 步 研

究，得到的结论是：
定理４　给定Ｅ上全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．假定

其满足式（１１）．则 其 对 应 的 最 小Ｑ 过 程Ｐｍｉｎ（ｔ）是

Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数当且仅当以下之一成立：
（ⅰ）该Ｑ矩阵零流入且是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵；
（ⅱ）对任意λ＞０下述方程有解ｘ＝（ｘｉ）：

（λＩ－Ｑ）ｘ＝ｃ，　０≤ｘｉ≤１，ｉ∈Ｅ，ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ
ｘｉ ＝１，

其中ｃ＝（ｃｉ），而ｃｉ＝ｑｉ－∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｊ 即ｉ的非保守量．

综合定理１、定理３和定理４得到以下命题：
命题３　给定Ｅ上全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．则其

对应的最小Ｑ过程Ｐｍｉｎ（ｔ）∈珟Ｐ当且仅当该Ｑ矩阵满

足式（１１），且定理４中的（ⅰ）、（ⅱ）之一成立．
下面我们考虑全稳定Ｑ矩阵之间的对偶．
定义４　给定Ｅ上２个全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）和
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珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）．如果

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ ＝∑

ｉ

ｋ＝０

珘ｑｊｋ，　ｉ，ｊ∈Ｅ， （１３）

则珟Ｑ称为对偶Ｑ 矩阵．
命题４　给定Ｅ上全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．则存

在Ｑ的唯一对偶Ｑ 矩阵珟Ｑ 当且仅当Ｑ 是单调的．
证明　若存在Ｑ的对 偶Ｑ 矩 阵珟Ｑ，由 式（１３）显

然有式（７）成立，此即Ｑ单调．反之，若Ｑ单调，令

珘ｑｉｊ ＝∑
∞

ｋ＝ｉ

（ｑｊｋ－ｑｊ－１，ｋ），　ｉ，ｊ∈Ｅ， （１４）

其中ｑ－１，ｋ∶＝０．首先，由Ｑ的单调性和（１０）知

珘ｑｉｊ ＝∑
∞

ｋ＝ｉ
ｑｊｋ－∑

∞

ｋ＝ｉ
ｑｊ－１，ｋ ≥０，　ｊ≠ｉ．

其次，注意到对任意ｉ，ｊ∈Ｅ，

∑
ｉ

ｋ＝０

珘ｑｊｋ ＝∑
ｉ

ｋ＝０
∑
∞

ｌ＝ｊ

（ｑｋｌ－ｑｋ－１，ｌ）＝

∑
∞

ｌ＝ｊ
∑
ｉ

ｋ＝０

（ｑｋｌ－ｑｋ－１，ｌ）＝∑
∞

ｌ＝ｊ
ｑｉｌ，

即式（１３）成 立．由 此 得 到∑
ｉ

ｋ＝０

珘ｑｊｋ ≤０（ｉ≥ｊ），进 而

∑
∞

ｋ＝０

珘ｑｊｋ ≤０．因此，珟Ｑ是Ｑ 矩阵．而珟Ｑ的全稳定性由式

（１３）和Ｑ的全稳定性得出，所以珟Ｑ是Ｑ 的对偶Ｑ 矩

阵．对偶Ｑ矩阵的唯一性由式（１３）和（１４）直接得出．
命题５　给定Ｅ上全稳定Ｑ 矩阵珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）．如果

珟Ｑ是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵且满足式（１２），则存在唯一Ｑ矩阵

Ｑ＝（ｑｉｊ）使得珟Ｑ成为其对偶Ｑ 矩阵．
证明　令

ｑｉｊ ＝∑
ｉ

ｋ＝０

（珘ｑｊｋ－珘ｑｊ＋１，ｋ），　ｉ，ｊ∈Ｅ． （１５）

首先，由式（１２）知

ｑｉｊ ＝∑
ｉ

ｋ＝０

珘ｑｊｋ－∑
ｉ

ｋ＝０

珘ｑｊ＋１，ｋ ≥０，　ｊ≠ｉ．

其次，由珟Ｑ是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵，得到：对任意ｉ，ｊ∈Ｅ，

∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ ＝∑

∞

ｋ＝ｊ
∑
ｉ

ｌ＝０

（珘ｑｋｌ－珘ｑｋ＋１，ｌ）＝

∑
ｉ

ｌ＝０
∑
∞

ｋ＝ｊ

（珘ｑｋｌ－珘ｑｋ＋１，ｌ）＝∑
ｉ

ｌ＝０

珘ｑｊｌ，

即式（１３）成立．由 此 得 到∑
∞

ｋ＝ｊ
ｑｉｋ ≤０（ｉ≥ｊ），进 而

∑
∞

ｋ＝０
ｑｉｋ ≤０（ｉ∈Ｅ）．另 外，Ｑ 的 全 稳 定 性 可 以 由 式

（１３）和珟Ｑ 的全稳定性得出，因此，Ｑ 是 全 稳 定Ｑ 矩

阵，而且，珟Ｑ是其对偶Ｑ 矩阵．唯一性可以由式（１３）
和（１５）直接看出．

定义

Ｑ∶＝｛Ｅ上全稳定单调Ｑ 矩阵｝，

珟Ｑ∶＝｛Ｅ上满足式（１２）的全稳定Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵｝．
由以上２个命题知道，式（１４）定义了从Ｑ到珟Ｑ的一

一映射，式（１５）是 其 逆 映 射．因 此，Ｑ和珟Ｑ的 元 素 可

以称作互为对偶的．另外，２个对偶Ｑ 矩阵之间还有

以下关系：

ｑｉｊ－ｑｉ－１，ｊ ＝珘ｑｊｉ－珘ｑｊ＋１，ｉ，　ｉ，ｊ∈Ｅ． （１６）

　　注３　由式（１３）可以看出，Ｑ为Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩阵当

且仅当珟Ｑ 保 守，此 时珟Ｑ 自 然 也 是Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩 阵；Ｑ
保守当且仅当珘ｑ０＝０，即０是珟Ｑ 的吸收态．

注４　就例１中的全稳定单调生灭Ｑ 矩阵而言，
其对偶Ｑ矩阵珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）是如下单死Ｑ矩阵：

珘ｑｉ，ｉ－１ ＝ｂｉ－１，ｉ≥１；珘ｑｉ，ｉ ＝－ｂｉ－１－ａｉ－ｃｉ，
珘ｑｉ，ｉ＋１ ＝ａｉ＋ｃｉ－ｃｉ＋１，

珘ｑｉｊ ＝ｃｊ－１－ｃｊ，ｊ≥ｉ＋２，ｉ≥０．
其中ｂ－１∶＝０．注意此时ｃｉ 单调减少．由注３，若还

有ｌｉｍ
ｉ→∞
ｃｉ＝０，则珟Ｑ保守．若原生灭Ｑ矩阵还是保守的，

则对偶Ｑ矩阵珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）是如下０为 吸 收 态 的 保 守 生

灭Ｑ 矩阵：
珘ａｉ∶＝珘ｑｉ，ｉ－１ ＝ｂｉ－１，ｉ≥１；
珘ｂｉ∶＝珘ｑｉ，ｉ＋１ ＝ａｉ，ｉ≥０．

　　注５　对 如 下 全 稳 定（可 能 非 保 守）生 灭Ｑ 矩 阵

珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）：
珘ｂｉ∶＝珘ｑｉ，ｉ＋１ ＞０，ｉ≥０；珘ａｉ∶＝珘ｑｉ，ｉ－１ ＞０，ｉ≥１；

珓ｃｉ∶＝珘ｑｉ－（珘ａｉ＋珘ｂｉ）≥０，ｉ≥０，
其中珘ａ０∶＝０，当珓ｃｉ 单调增加时，由注２，珟Ｑ∈珟Ｑ．其对

偶Ｑ矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）是如下（可能非保守）单生Ｑ矩阵：

ｑｉ，ｉ＋１ ＝珘ａｉ＋１，ｑｉ，ｉ ＝－珘ａｉ＋１－珘ｂｉ－珓ｃｉ，ｉ≥０；

ｑｉ，ｉ－１ ＝珘ｂｉ＋珓ｃｉ－珓ｃｉ－１，ｉ≥１；

ｑｉｊ ＝珓ｃｊ＋１－珓ｃｊ，０≤ｊ≤ｉ－２．
当珓ｃ０＝０时，ｉ≥１均是该对偶Ｑ 矩阵的保守态；若还

有珘ｂ０＝０，则由注３知，０也是保守态，因此此时该

对偶Ｑ矩阵Ｑ 是保守的．
注６　回忆例２中的全稳定（可能非保守）分支Ｑ

矩阵珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）：

珘ｑｉｊ ＝
ｉｂｊ－ｉ＋１， 当ｊ≥ｉ－１；

０， 当ｊ＜ｉ－１｛ ；

其中ｂｋ≥０（ｋ≠１）且∑
ｋ≥０
ｂｋ≤０．显然，珟Ｑ∈珟Ｑ．其对偶

Ｑ矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）∈Ｑ是保守单生Ｑ矩阵：

ｑｉｊ ＝
（ｊ＋１）ａｉ－ｊ－ｊａｉ－ｊ＋１， 当ｊ≤ｉ＋１；

０， 当ｊ＞ｉ＋１｛ ；

其中ａｋ∶＝－∑
ｋ

ｊ＝０
ｂｊ（ｋ≥０），ａ－１ ＝０．此时，ａ０≤０，

ａ１≥ａ２≥…≥ａｋ≥…≥０．参看文献［９］．
在下面２节，我们将分别给出对偶方法在唯一性
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相关问 题 方 面 的 应 用，如 在 随 机 单 调Ｑ 过 程 的 唯 一

性，生灭过程的零流出和零流入等．这里给出的仅仅

是经典的对偶方法，在粒子系统的研究中应用的是更

为广泛的对偶．

２　随机单调Ｑ 过程的唯一性

定理１给出了最小Ｑ 过 程 随 机 单 调 的 充 分 必 要

条件，而这节我们关心的是Ｑ矩阵在何条件下，对应

的随机单调Ｑ过程是唯一的．得到的结果如下：
定理４　给定Ｅ上的全稳定Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）．若

该Ｑ矩阵单调，零流出且 是Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ 矩 阵，则 其 对

应的随机 单 调Ｑ 过 程Ｐ（ｔ）唯 一，即 为 最 小Ｑ 过 程

（Ｐ（ｔ）＝Ｐｍｉｎ（ｔ））．
这个定理的证明要用到对偶方法，关键是下面的

结论，参见文献［４］．我们复述该命题及其证明如下．
命题６　给 定Ｅ 上 全 稳 定 单 调 Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ 矩 阵

Ｑ＝（ｑｉｊ）．其对偶Ｑ矩阵为珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）．设Ｐ（ｔ）为对应

于Ｑ的随机单调转移函数．则Ｐ（ｔ）的对偶转移函数珟Ｐ
（ｔ）一定是对应于珟Ｑ的最小转移函数珟Ｐｍｉｎ（ｔ）．

证明　首 先，我 们 证 明 Ｐ（ｔ）的 对 偶 转 移 函 数

珟Ｐ（ｔ）是对应于珟Ｑ的转移函数．令珟Ｐ（ｔ）的Ｑ矩阵为珚Ｑ＝
（珔ｑｉｊ）．由前面的讨论知珟Ｐ（ｔ）是Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转

移函数，再根据文献［４］的命题１．５．３知，其Ｑ矩阵

珚Ｑ是全稳定的．由式（６）推出

ｑｉｊ ＝∑
ｉ

ｋ＝０

（珔ｑｊｋ－珔ｑｊ＋１，ｋ），　ｉ，ｊ∈Ｅ．

进而

ｑｉｊ－ｑｉ－１，ｊ ＝珔ｑｊｉ－珔ｑｊ＋１，ｉ，　ｉ，ｊ∈Ｅ．
因此，我们得到

∑
ｎ

ｊ＝ｍ

（ｑｉｊ－ｑｉ－１，ｊ）＝珔ｑｍｉ－珔ｑｎ＋１，ｉ，　ｎ≥ｍ． （１７）

在式（１７）中令ｎ→∞，由式（１４）知（１７）中左边 收 敛

于珘ｑｍｉ．因此，ｌｉｍ
ｎ→∞
珔ｑｎｉ存在记为ａｉ．注意，ａｉ≥０（ｉ∈Ｅ）．

此时

珘ｑｍｉ＋ａｉ ＝珔ｑｍｉ，　ｍ，ｉ∈Ｅ． （１８）
由注３知，珟Ｑ是 保 守 的．因 此，由 式（１７）得 到：０≤

∑
∞

ｉ＝０
ａｉ＝∑

∞

ｉ＝０

珔ｑｍｉ ≤０．所以，ａｉ＝０对一切ｉ∈Ｅ成立．

再结合式（１８）知珘ｑｍｉ＝珔ｑｍｉ（ｍ，ｉ∈Ｅ），即珟Ｑ＝珚Ｑ．所以，
珟Ｐ（ｔ）是对应于珟Ｑ的转移函数．

最后，由于珟Ｐ（ｔ）是Ｆｅｌｌｅｒ－Ｒｅｕｔｅｒ－Ｒｉｌｅｙ转移函数

且珟Ｑ全稳定，根据定理３之后的讨论，我们立刻知道

珟Ｐ（ｔ）＝珟Ｐｍｉｎ（ｔ）．
定理４的证明　设Ｐ（ｔ）是对应于Ｑ的任意随机

单调Ｑ 过程，其 对 偶 过 程 记 为珟Ｐ（ｔ）．在 定 理 的 假 设

下，由定理１知，对应于Ｑ的最小Ｑ 过程Ｐｍｉｎ（ｔ）也

是随机单调的，其对偶过程记为珚Ｐ（ｔ）．
将Ｑ的对偶Ｑ 矩 阵 记 为珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）．注 意 此 时Ｑ

为全稳 定 单 调 Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ 矩 阵．因 此，由 命 题６ 知，
珟Ｐ（ｔ）和珚Ｐ（ｔ）均是对应于珟Ｑ的最小Ｑ 过程珟Ｐｍｉｎ（ｔ），即

珟Ｐ（ｔ）＝珚Ｐ（ｔ）＝珟Ｐｍｉｎ（ｔ），而由前面的讨论知，Ｐ和 珟Ｐ的

映射是一对一的，所以，Ｐ（ｔ）＝Ｐｍｉｎ（ｔ），即得证对应

于Ｑ的随机单调Ｑ 过程是唯一的．
命题７　给定Ｅ上Ｑ 矩阵珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）∈珟Ｑ且保守，

零流入．其对偶Ｑ矩阵记为Ｑ＝（ｑｉｊ）．假定Ｑ为零流

出的．设珟Ｐｍｉｎ（ｔ）为对应于珟Ｑ的最小Ｑ 过程．则其对偶

过程Ｐ（ｔ）一定是对应于Ｑ的最小Ｑ 过程Ｐｍｉｎ（ｔ）．
证明　由命题３知，珟Ｐｍｉｎ（ｔ）∈珟Ｐ，所以存在其对偶

过程Ｐ（ｔ）∈Ｐ．令Ｐ（ｔ）的Ｑ 矩 阵 为Ｑ^＝（^ｑｉｊ）．由 式

（６）和（１５）推出

ｑ^ｉｊ ＝∑
ｉ

ｋ＝０

（珘ｑｊｋ－珘ｑｊ＋１，ｋ）＝ｑｉｊ，　ｉ，ｊ∈Ｅ，

即Ｑ^＝Ｑ．所以，Ｐ（ｔ）是 对 应 于Ｑ 的 随 机 单 调 过 程．
由于珟Ｑ保守及注３知，Ｑ是Ｒｅｕｔｅｒ　Ｑ矩阵，同时又是

全稳定单调的，再结合其零流出的假设，由定理４得

到Ｐ（ｔ）＝Ｐｍｉｎ（ｔ）．

３　对偶Ｑ 矩阵的零流出和零流入关系

这节，我们研究对偶Ｑ矩阵之间关于其零流出和

零流入的关系．
定理５　给定Ｅ上Ｑ 矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）∈Ｑ．记其对

偶Ｑ矩阵为珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）∈珟Ｑ．则珟Ｑ 非零流入当且仅当Ｑ
非零流出且方程（８）有非平凡 单 调 增 的 解；进 而，若

Ｑ零流出，则珟Ｑ 零流入．类似地，Ｑ非零流入当 且 仅

当珟Ｑ 非零流出 且 方 程（８）有 非 平 凡 单 调 减 少 到０ 的

解；进而，若珟Ｑ零流出，则Ｑ零流入．
证明　（ⅰ）假定珟Ｑ 非 零 流 入，即 对珟Ｑ 而 言，方

程（９）有 非 平 凡 解ｙ＝（ｙｉ）．因 此，由 式（９）和（１４）
得出

λｙｉ＝∑
∞

ｊ＝０
ｙｊ珘ｑｊｉ ＝∑

∞

ｊ＝０
ｙｊ∑

∞

ｋ＝ｊ

（ｑｉｋ－ｑｉ－１，ｋ）＝

∑
∞

ｋ＝０

（ｑｉｋ－ｑｉ－１，ｋ）∑
ｋ

ｊ＝０
ｙｊ，　ｉ∈Ｅ．

令ｘｉ＝∑
ｉ

ｌ＝０
ｙｌ／∑

∞

ｌ＝０
ｙｌ（ｉ∈Ｅ）．显然０≤ｘｉ≤１，ｘｉ０

（ｉ∈Ｅ）．由上式得到

λｘｉ＝∑
ｉ

ｌ＝０
∑
∞

ｋ＝０

（ｑｌ　ｋ－ｑｌ－１，ｋ）ｘｋ ＝

∑
∞

ｋ＝０
∑
ｉ

ｌ＝０

（ｑｌ　ｋ－ｑｌ－１，ｋ）ｘｋ ＝∑
∞

ｋ＝０
ｑｉｋｘｋ，　ｉ∈Ｅ．

所以，对Ｑ而言，方程（８）有非平凡单调增的解ｘ＝
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（ｘｉ），从而Ｑ为非零流出．
假定方程（８）有 非 平 凡 单 调 增 的 解ｘ＝（ｘｉ）．令

ｙ０＝ｘ０，ｙｉ＝ｘｉ－ｘｉ－１（ｉ≥１）．显然ｙｉ≥０ （ｉ∈Ｅ）且

ｙｉ０，同时ｘｉ＝∑
ｉ

ｊ＝０
ｙｊ（ｉ∈Ｅ），故∑

ｉ∈Ｅ
ｙｉ＝ｌｉｍ

ｉ→∞
ｘｉ≤１．

由方程（８）和（１５）以及珟Ｑ是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵的事实，我

们得到

λｘｉ＝∑
∞

ｊ＝０
ｑｉｊｘｊ ＝∑

∞

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝０

（珘ｑｊｋ－珘ｑｊ＋１，ｋ）ｘｊ ＝

∑
ｉ

ｋ＝０
∑
∞

ｊ＝０
∑
ｊ

ｌ＝０
ｙｌ（珘ｑｊｋ－珘ｑｊ＋１，ｋ）＝

∑
ｉ

ｋ＝０
∑
∞

ｌ＝０
∑
∞

ｊ＝ｌ
ｙｌ（珘ｑｊｋ－珘ｑｊ＋１，ｋ）＝

∑
ｉ

ｋ＝０
∑
∞

ｌ＝０
ｙｌ珘ｑｌ　ｋ，　ｉ∈Ｅ．

则

λｙｉ＝∑
∞

ｌ＝０
ｙｌ珘ｑｌ　ｉ，　ｉ∈Ｅ，

即ｙ＝（ｙｉ）是 方 程（９）的 非 平 凡 解，因 此，珟Ｑ 非 零 流

入．再由前面所证结果直接推出后一个结论．
（ⅱ）假定Ｑ 非 零 流 入，即 方 程（９）有 非 平 凡 解

ｙ＝（ｙｉ）．因此，由式（９）和（１５）得出

λｙｉ＝∑
∞

ｊ＝０
ｙｊｑｊｉ ＝∑

∞

ｊ＝０
ｙｊ∑

ｊ

ｋ＝０

（珘ｑｉｋ－珘ｑｉ＋１，ｋ）＝

∑
∞

ｋ＝０

（珘ｑｉｋ－珘ｑｉ＋１，ｋ）∑
∞

ｊ＝ｋ
ｙｊ，　ｉ∈Ｅ．

令ｘｉ＝∑
∞

ｌ＝ｉ
ｙｌ／∑

∞

ｌ＝０
ｙｌ（ｉ∈Ｅ）．显然０≤ｘｉ≤１，ｘｉ０

（ｉ∈Ｅ），而且ｘｉ 单调减少到０（当ｉ→∞时）．由上式及

珟Ｑ是Ｆｅｌｌｅｒ　Ｑ矩阵的事实得到

λｘｉ＝∑
∞

ｌ＝ｉ
∑
∞

ｋ＝０

（珘ｑｌ　ｋ－珘ｑｌ＋１，ｋ）ｘｋ ＝

∑
∞

ｋ＝０
∑
∞

ｌ＝ｉ
∞（珘ｑｌ　ｋ－珘ｑｌ＋１，ｋ）ｘｋ ＝∑

∞

ｋ＝０

珘ｑｉｋｘｋ，　ｉ∈Ｅ．

所以，对珟Ｑ而言，方程（８）有非平凡单调减少到０的

解ｘ＝（ｘｉ），从而珟Ｑ为非零流出．
反之，若对珟Ｑ，方 程（８）有 非 平 凡 单 调 减 少 到０

的解ｘ＝（ｘｉ）．令ｙｉ＝ｘｉ－ｘｉ＋１（ｉ∈Ｅ）．显然ｙｉ≥０（ｉ

∈Ｅ）且ｙｉ０，同 时 因ｘｉ ＝ ∑
∞

ｊ＝ｉ
ｙｊ（ｉ∈Ｅ），所 以

∑
ｉ∈Ｅ
ｙｉ ＝ｘ０ ≤１．由方程（８）和（１４），我们得到

λｘｉ＝∑
∞

ｊ＝０

珘ｑｉｊｘｊ ＝∑
∞

ｊ＝０
∑
∞

ｋ＝ｉ

（ｑｊｋ－ｑｊ－１，ｋ）ｘｊ ＝

∑
∞

ｋ＝ｉ
∑
∞

ｊ＝０
∑
∞

ｌ＝ｊ
ｙｌ（ｑｊｋ－ｑｊ－１，ｋ）＝

∑
∞

ｋ＝ｉ
∑
∞

ｌ＝０
∑
ｌ

ｊ＝０
ｙｌ（ｑｊｋ－ｑｊ－１，ｋ）＝

∑
∞

ｋ＝ｉ
∑
∞

ｌ＝０
ｙｌｑｌ　ｋ，　ｉ∈Ｅ．

则

λｙｉ＝∑
∞

ｌ＝０
ｙｌｑｌ　ｉ，　ｉ∈Ｅ，

即ｙ＝（ｙｉ）是 方 程（９）的 非 平 凡 解，因 此，Ｑ 非 零 流

入．最后一个结论可以由此直接推出．
命题８　例２中的全稳定（可能非保守）分支Ｑ矩

阵珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）是 零 流 入 的，进 而 对 应 于 珟Ｑ 的 满 足

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ向前方程的分支过程是唯一的．
证明　由注６知，其对偶Ｑ矩阵Ｑ＝（ｑｉｊ）是保守

单生Ｑ 矩 阵 且ｑｉ，ｉ＋１ ＝－（ｉ＋１）ａ０（ｉ≥０）．因 此，

∑
∞

ｉ＝０

（１／ｑｉ，ｉ＋１）＝ ∞．故 由 文 献［１０］，或 者［１１］，或 者

［１］的定理３．１６知，该单生Ｑ矩阵决定的单生过程

是唯一的．结合该单生Ｑ矩阵的保守性及文献［１］的

定理２．４７推出，该单生Ｑ矩阵是零流出的．进而由

定理５知，分支Ｑ矩阵珟Ｑ 是零流入的．
另一方法是，注 意 到 分 支Ｑ 矩 阵 是 单 死Ｑ 矩 阵

且珘ｑｉ，ｉ－１＝ｉｂ０（ｉ≥１）．因此，∑
∞

ｉ＝１

（１／珘ｑｉ，ｉ－１）＝ ∞．故由

文献［１３］的 推 论３．１ 知，该 分 支Ｑ 矩 阵珟Ｑ 是 零 流

入的．
最后一个结论由文献［１］的定理３．６直接得到．
在定理５中，若假定当Ｑ非零流出时方程（８）必

有非平凡单调增的解，则Ｑ零流出当且仅当珟Ｑ 零 流

入；若假定珟Ｑ 非零流出时方程（８）必有非平凡单调减

少到０的解，则珟Ｑ零流出当且仅当Ｑ 零流入．
而由文献［１］定理３．１６和文献［１３］知，对于全

稳定单生Ｑ矩阵，无论是否保守，若非零流出时，则

方程（８）总 有 非 平 凡 单 调 增 的 解．因 此，再 结 合 注５
和文献［１３］的定理１．２得到：

命题９　给 定 全 稳 定（可 能 非 保 守）生 灭Ｑ 矩 阵

珟Ｑ＝（珘ｑｉｊ）：
珘ｂｉ∶＝珘ｑｉ，ｉ＋１ ＞０，ｉ≥０；珘ａｉ∶＝珘ｑｉ，ｉ－１ ＞０，ｉ≥１；

珓ｃｉ∶＝珘ｑｉ－（珘ａｉ＋珘ｂｉ）≥０，ｉ≥０，
其中珘ａ０∶＝０．假 定珓ｃｉ 单 调 增 加．其 对 偶 Ｑ 矩 阵

Ｑ＝（ｑｉｊ）是如下（可能非保守）单生Ｑ矩阵：

ｑｉ，ｉ＋１ ＝珘ａｉ＋１，ｑｉ，ｉ ＝－珘ａｉ＋１－珘ｂｉ－珓ｃｉ，ｉ≥０；

ｑｉ，ｉ－１ ＝珘ｂｉ＋珓ｃｉ－珓ｃｉ－１，ｉ≥１；

ｑｉｊ ＝珓ｃｊ＋１－珓ｃｊ，０≤ｊ≤ｉ－２．
则珟Ｑ零流入当且仅当Ｑ 零流出．进一步，令

ｍ０ ＝ １珘ａ１
（１＋珓ｃ０＋珘ｂ０），
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ｍｎ ＝ １
珘ａｎ＋１

（１＋珓ｃ０＋∑
ｎ－１

ｋ＝０

珓ｃｋ＋１ｍｋ＋珘ｂｎｍｎ－１），ｎ≥１．

则珟Ｑ零流入当且仅当∑
∞

ｎ＝０
ｍｎ ＝ ∞．

注７　由文 献［１３］的 定 理１．３ 和 注 记３．１ 知，
对于一般的未 必 单 调 增 加 的珓ｃｉ，以 上 判 别 依 然 成 立，

即珟Ｑ零流入当且仅当∑
∞

ｎ＝０
ｍｎ＝∞．
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