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无限和有限状态空间上单生过程击中时矩的表示＊

张余辉
（北京师范大学数学科学学院，数学与复杂系统教育部重点实验室，１００８７５，北京）

摘要　给出了正则情形单生过程各点首中时和回返时以及非正则情形下最小单生过程∞点首中时的ｎ阶矩的显式

表达；对有限状态单生过程，可以得到类似结果且其平稳分布简洁的显式表示亦获得，并计算了一些例子．
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１　引言和主要结果

关于单生过程的研究成果，国外作者的文献参看
［１－８］，国内作者的参看文献［９－２２］．文献［１６］研究了
单生过程各点首中时和回返时１阶矩的显式表达，文
献［１７］得到了单生过程０点首中时和回返时ｎ阶矩以
及过程平稳分布的显式表达．本文则是文献［１６］和
［１７］工作的继续，研究单生过程（无限状态和有限状
态）各点首中时和回返时ｎ阶矩的表示，以及有限状
态情形单生过程平稳分布的简洁形式表达．
仍考虑不可约的全稳定且保守的单生过程Ｑ 矩

阵，即对所有ｉ≥０ 和ｊ≥２ 满足：ｑｉ，ｉ＋１＞０，ｑｉ，ｉ＋ｊ＝
０，且对一切ｉ≥０有

ｑｉ＝－ｑｉｉ ＝∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｊ ＜ ∞．

　　令（Ｘ（ｔ））ｔ≥０为相应的最小单生过程．其相继的跳
时刻定义为η０ ≡０，ηｎ ＝ｉｎｆ｛ｔ：ｔ＞ηｎ－１，Ｘ（ｔ）≠
Ｘ（ηｎ－１）｝（ｎ≥１）．将σｉ∶＝ｉｎｆ｛ｔ≥η１：Ｘ（ｔ）＝ｉ｝称为ｉ
的击中时，当出发点是ｉ时，σｉ也称为ｉ的回返时；将

τｉ∶＝ｉｎｆ｛ｔ＞０：Ｘ（ｔ）＝ｉ｝称为ｉ的首次击中时，简称首
中时．显然，若出发点不是ｉ，则σｉ＝τｉ．对于任意给定

ｉ０≥０，考虑ｉ０ 的首中时的ｎ 阶矩：Ｅｉτｎｉ０ （ｉ≠ｉ０）．为

此，对所有０≤ｋ＜ｎ，定义ｑ（ｋ）ｎ ＝∑
ｋ

ｊ＝０
ｑｎｊ，以及

Ｆ（ｎ）ｎ ＝１，　Ｆ（ｉ）ｎ ＝ １
ｑｎ，ｎ＋１∑

ｎ－１

ｋ＝ｉ
ｑ（ｋ）ｎ Ｆ（ｉ）

ｋ ，　０≤ｉ＜ｎ．

可以证明

Ｆ（ｊ）ｉ ＝ ∑
ｉ

ｋ＝ｊ＋１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

，　ｉ＞ｊ≥０． （１）

定义

ｄ（ｎ）０ ＝０，ｄ（ｎ）ｉ ＝ １
ｑｉ，ｉ＋１

（Ｅｉτｎ－１ｉ０ ＋∑
ｉ－１

ｋ＝０
ｑ（ｋ）ｉ ｄ（ｎ）

ｋ ），ｉ≥１，

ｍ（ｎ）
０ ＝

Ｅ０τｎ－１ｉ０

ｑ０１
，

ｍ（ｎ）
ｉ ＝ １

ｑｉ，ｉ＋１
（Ｅｉτｎ－１ｉ０ ＋∑

ｉ－１

ｋ＝０
ｑ（ｋ）ｉ ｍ（ｎ）

ｋ ），　ｉ≥１，

其中约定Ｅｉ０τ
０
ｉ０＝１．注意Ｅｉ０τ

ｎ
ｉ０＝０ （ｎ≥１）．再令

ｄ（ｎ）＝ｓｕｐ
ｉ≥１

∑
ｉ－１

ｊ＝０
ｄ（ｎ）ｊ

∑
ｉ－１

ｊ＝０
Ｆ（０）ｊ

＝ｓｕｐ
ｉ≥０

∑
ｉ

ｊ＝０
ｄ（ｎ）ｊ

∑
ｉ

ｊ＝０
Ｆ（０）ｊ

．

　　用归纳法可证

ｄ（ｎ）ｉ ＝∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
，　ｉ≥１；

ｍ（ｎ）
ｉ ＝∑

ｉ

ｋ＝０

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
，　ｉ≥０； （２）

以及

ｍ（ｎ）
ｉ ＝ １ｑ０１

Ｆ（０）ｉ Ｅ０τｎ－１ｉ０ ＋ｄ
（ｎ）
ｉ ＝

Ｆ（０）ｉ ｍ０
（ｎ）＋ｄ（ｎ）ｉ ，　ｉ≥０． （３）

定义

ｃ（ｎ）ｋ ＝ｓｕｐ
ｉ＞ｋ

∑
ｉ－１

ｊ＝ｋ
ｍ（ｎ）
ｊ

∑
ｉ－１

ｊ＝ｋ
Ｆ（ｋ）
ｊ

＝ｓｕｐ
ｉ≥ｋ

∑
ｉ

ｊ＝ｋ
ｍ（ｎ）
ｊ

∑
ｉ

ｊ＝ｋ
Ｆ（ｋ）
ｊ

，　ｋ≥０．

显然ｃ（ｎ）ｋ ≥ｍ（ｎ）
ｋ （ｋ≥０）且

ｃ（ｎ）０ ＝ｑ－１０１Ｅ０τｎ－１ｉ０ ＋ｄ（ｎ）＝ｍ（ｎ）
０ ＋ｄ（ｎ）．

下面所给结果分别是关于首中时和回返时的

ｎ（≥１）阶矩的．
定理１　假定单生Ｑ矩阵正则．则单生过程的ｉ０

首中时的ｎ（≥１）阶矩可由如下表达式给出：

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ０－１

ｊ＝ｉ
ｍ（ｎ）
ｊ ，　ｉ＜ｉ０；

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

（Ｆ（ｉ０）ｊ ｃ（ｎ）ｉ０ －ｍ
（ｎ）
ｊ ），　ｉ≥ｉ０＋１．
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特别地， Ｅｉ０－１τ
ｎ
ｉ０＝ｎｍ

（ｎ）
ｉ０－１

，

Ｅｉ０＋１τ
ｎ
ｉ０＝ｎ（ｃ

（ｎ）
ｉ０ －ｍ

（ｎ）
ｉ０
）．

注１　１）实际上，记号ｄ（ｎ）ｉ ，ｍ（ｎ）
ｉ ，ｄ（ｎ），ｃ（ｎ）ｉ 一般

都依赖于ｉ０，上标本应该写成（ｎ，ｉ０），为简便我们都记
成了（ｎ）．但在ｎ＝１时，由于Ｅｉτｎ－１ｉ０ ＝１（ｉ，ｉ０≥０），则
这些记号不再与ｉ０ 有关．此时我们有

ｃ（１）ｉ０ ＝ｍ
（１）
ｉ０ ＋Ｅｉ０＋１τｉ０ ＝Ｅｉ０τｉ０＋１＋Ｅｉ０＋１τｉ０．

｛Ｆ（０）ｉ ｝用于判断常返性，｛ｍ（１）
ｉ ｝用于判断唯一性，ｄ（１）

用于判断遍历性等（见文献［１０］）；｛ｃ（１）ｉ ｝则用于刻画
最小过程平稳分布，参看文献［１７］．
２）当ｉ０ 为吸收态时，ｉ０ 首中时也称为ｉ０ 吸收
时；特别地，当０为吸收态时，０吸收时又称为为灭绝
时．由于过程在首中ｉ０ 之前的运动与ｉ０ 本身是否为
吸收态无关，所以理论上我们可以任意修改从ｉ０ 出发
的速率使其成为非吸收态．这样，定理１ 同时给出了
ｉ０ 吸收时以及灭绝时的ｎ（≥１）阶矩的表达．为计算方
便，可以定义ｑｉ０，ｉ０＋１＝１，ｑｉ０ ＝－ｑｉ０，ｉ０ ＝－１，对其他
的ｊ≠ｉ０，ｉ０＋１，定义ｑｉ０ｊ＝０．
３）当单生Ｑ矩阵非正则时，由于单生性质，对

于ｉ＜ｉ０，Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ０－１

ｊ＝ｉ
ｍ（ｎ）
ｊ 依然成立．

定理２　假定单生Ｑ矩阵正则．则单生过程的ｉ０
回返时的ｎ（≥１）阶矩可由如下表达式给出：

Ｅｉ０σ
ｎ
ｉ０ ＝ｎ！ｑｉ０，ｉ０＋１ｇ（

ｃ（１）ｉ０
ｑｎｉ０
＋∑

ｎ－１

ｋ＝１

ｃ（ｋ＋１）ｉ０

ｋ！ｑｎ－ｋｉ０
），

这里约定∑
０

ｋ＝１
＝０．

２　主要结果的证明

定理１的证明　由文献［７］归纳得知，（Ｅｉτｎｉ０，

ｉ≥０）是下列方程组的最小非负解：

ｘｉ０ ＝０，　ｘｉ＝∑
ｋ≠ｉ

ｑｉｋ
ｑｉ
ｘｋ＋

ｎＥｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ
，　ｉ≠ｉ０．（４）

此时，将等式（４）变形为
ｘｉ０ ＝０，

ｑｉ，ｉ＋１（ｘｉ＋１－ｘｉ）＝∑
ｉ－１

ｋ＝０
ｑｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）－ｎＥｉτｎ－１ｉ０

，ｉ≠ｉ０，

则

ｘｉ＋１－ｘｉ＝ １
ｑｉ，ｉ＋１

（∑
ｉ－１

ｊ＝０
ｑ（ｊ）ｉ （ｘｊ＋１－ｘｊ）－ｎＥｉτｎ－１ｉ０

），

ｉ≠ｉ０．
　　一方面，当ｉ＜ｉ０ 时，由式（１）、（２）和（５），可得

ｘｉ＋１－ｘｉ＝∑
ｉ－１

ｊ＝０

Ｆ（ｉ）ｉｑ（ｊ）ｉ
ｑｉ，ｉ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－

　
ｎＦ（ｉ）

ｉ Ｅｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ，ｉ＋１
＝∑

ｉ－２

ｊ＝０

Ｆ（ｉ）ｉｑ（ｊ）ｉ
ｑｉ，ｉ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）＋

　Ｆ（ｉ－１）ｉ （ｘｉ－ｘｉ－１）－
ｎＦ（ｉ）

ｉ Ｅｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ，ｉ＋１
＝

　∑
ｉ－２

ｊ＝０

Ｆ（ｉ）ｉｑ（ｊ）ｉ
ｑｉ，ｉ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－
ｎＦ（ｉ）

ｉ Ｅｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ，ｉ＋１
＋

　Ｆ（ｉ－１）ｉ （∑
ｉ－２

ｊ＝０

Ｆ（ｉ－１）ｉ－１ ｑ（ｊ）ｉ－１
ｑｉ－１，ｉ

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－
ｎＦ（ｉ－１）

ｉ－１ Ｅｉ－１τｎ－１ｉ０

ｑｉ，ｉ＋１
）＝

　∑
ｉ－２

ｊ＝０

Ｆ（ｉ）ｉｑ（ｊ）ｉ
ｑｉ，ｉ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－
ｎＦ（ｉ）

ｉ Ｅｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ，ｉ＋１
＋

　∑
ｉ－２

ｊ＝０

Ｆ（ｉ－１）ｉ ｑ（ｊ）ｉ－１
ｑｉ－１，ｉ

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－
ｎＦ（ｉ－１）

ｉ Ｅｉ－１τｎ－１ｉ０

ｑｉ，ｉ＋１
＝

　∑
ｉ－２

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝ｉ－１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－ｎ∑
ｉ

ｋ＝ｉ－１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０
ｑｋ，ｋ＋１

＝…＝

　∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（０）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘ１－ｘ０）－ｎ∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
，

所以，再次用式（１）和（２），可以得到

ｘｉ＋１－ｘｉ＝Ｆ（０）ｉ （ｘ１－ｘ０）－ｎ　ｄ（ｎ）
ｉ ，　ｉ＜ｉ０．（６）

此时，注意到ｘ１－ｘ０＝－ｎｑ０１Ｅ０τ
ｎ－１
ｉ０
，因此，得到

Ｅ０τｎｉ０－Ｅ１τ
ｎ
ｉ０ ＝

ｎ
ｑ０１
Ｅ０τｎ－１ｉ０ ．

实际上，由Ｅ０τｎｉ０ ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ＣｋｎＥ０τｋ１Ｅ１τｎ－ｋｉ０ 以及Ｅ０τ

ｋ
１ ＝ｋ
！

ｑｋ０１
（由于从０ 出发，此时τ１ 服从参数为ｑ０１的指数分
布），同样得到

Ｅ０τｎｉ０－Ｅ１τ
ｎ
ｉ０ ＝∑

ｎ

ｋ＝１
ＣｋｎＥ０τｋ１Ｅ１τｎ－ｋｉ０ ＝

ｎ
ｑ０１∑

ｎ－１

ｋ＝０
Ｃｋｎ－１Ｅ０τｋ１Ｅ１τｎ－１－ｋｉ０ ＝ ｎｑ０１

Ｅ０τｎ－１ｉ０ ．

结合式（３）、（６）和（７），我们有

Ｅｉτｎｉ０－Ｅｉ＋１τ
ｎ
ｉ０ ＝

ｎ（１
ｑ０１
Ｆ（０）ｉ Ｅ０τｎ－１ｉ０ ＋ｄ

（ｎ）
ｉ ）＝ｎｍ（ｎ）

ｉ ，　ｉ＜ｉ０． （８）

　　另一方面，当ｉ＞ｉ０ 时，首先由前面类似的推导
得到

ｘｉ＋１－ｘｉ＝∑
ｉ０

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝ｉ０＋１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－

ｎ∑
ｉ

ｋ＝ｉ０＋１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
，

进而，由式（１）有

ｘｉ＋１－ｘｉ＝∑
ｉ０－１

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝ｉ０＋１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－

　ｎ∑
ｉ

ｋ＝ｉ０＋１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
＋Ｆ（ｉ０）ｉ （ｘｉ０＋１－ｘｉ０）＝

　∑
ｉ０－１

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝ｉ０

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－ｎ∑
ｉ

ｋ＝ｉ０

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
－
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　∑
ｉ０－１

ｊ＝０

Ｆ（ｉ０）ｉ ｑ（ｊ）ｉ０
ｑｉ０，ｉ０＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）＋ｎ
Ｆ（ｉ０）ｉ Ｅｉ０τ

ｎ－１
ｉ０

ｑｉ０，ｉ０＋１
＋

　Ｆ（ｉ０）ｉ （ｘｉ０＋１－ｘｉ０）＝∑
ｉ０－２

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝ｉ０

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－

　ｎ∑
ｉ

ｋ＝ｉ０

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
＋Ｆ（ｉ０－１）ｉ （ｘｉ０－ｘｉ０－１）－

　∑
ｉ０－１

ｊ＝０

Ｆ（ｉ０）ｉ ｑ（ｊ）ｉ０
ｑｉ０，ｉ０＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）＋

　ｎ
Ｆ（ｉ０）ｉ Ｅｉ０τ

ｎ－１
ｉ０

ｑｉ０，ｉ０＋１
＋Ｆ（ｉ０）ｉ （ｘｉ０＋１－ｘｉ０）．

继而，再由式（５）推出

ｘｉ＋１－ｘｉ＝∑
ｉ０－２

ｊ＝０
∑
ｉ

ｋ＝ｉ０－１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）－

　ｎ∑
ｉ

ｋ＝ｉ０－１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
－∑

ｉ０－１

ｊ＝０

Ｆ（ｉ０）ｉ ｑ（ｊ）ｉ０
ｑｉ０，ｉ０＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）＋

　ｎ
Ｆ（ｉ０）ｉ Ｅｉ０τ

ｎ－１
ｉ０

ｑｉ０，ｉ０＋１
＋Ｆ（ｉ０）ｉ （ｘｉ０＋１－ｘｉ０）＝ … ＝

　∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（０）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

（ｘ１－ｘ０）－ｎ∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
－

　∑
ｉ０－１

ｊ＝０

Ｆ（ｉ０）ｉ ｑ（ｊ）ｉ０
ｑｉ０，ｉ０＋１

（ｘｊ＋１－ｘｊ）＋

　ｎ
Ｆ（ｉ０）ｉ Ｅｉ０τ

ｎ－１
ｉ０

ｑｉ０，ｉ０＋１
＋Ｆ（ｉ０）ｉ （ｘｉ０＋１－ｘｉ０）．

所以，由式（１）、（２）和（６）得到

ｘｉ＋１－ｘｉ＝Ｆ（０）ｉ （ｘ１－ｘ０）－ｎ　ｄ（ｎ）
ｉ －

　 Ｆ（ｉ０）ｉ

ｑｉ０，ｉ０＋１∑
ｉ０－１

ｊ＝０
ｑ（ｊ）ｉ０ （Ｆｊ

（０）（ｘ１－ｘ０）－ｎ　ｄ（ｎ）
ｊ ）＋

　ｎ
Ｆ（ｉ０）ｉ Ｅｉ０τ

ｎ－１
ｉ０

ｑｉ０，ｉ０＋１
＋Ｆ（ｉ０）ｉ （ｘｉ０＋１－ｘｉ０）＝－（Ｆ

（０）
ｉ （ｘ０－ｘ１）＋

　ｎｄ（ｎ）
ｉ ）＋Ｆ（ｉ０）ｉ （Ｆ（０）ｉ０ （ｘ０－ｘ１）＋ｎｄ

（ｎ）
ｉ０
）＋Ｆ（ｉ０）ｉ ｘｉ０＋１．

注意，最后的等式用到ｘｉ０ ＝０．事实上，上式对所有

ｉ≥ｉ０ 都成立．因此，结合式（７）得到

Ｅｉ＋１τｎｉ０－Ｅｉτ
ｎ
ｉ０ ＝－ｎｍ

（ｎ）
ｉ ＋

Ｆ（ｉ０）ｉ （ｎｍ（ｎ）
ｉ０ ＋Ｅｉ０＋１τ

ｎ
ｉ０
），　ｉ≥ｉ０． （９）

　　注意到，若在方程组（４）中取定ｘｉ＝Ｅｉτｎｉ０（０≤ｉ

＜ｉ０），则由文献［２］的定理２．３（局部化定理）知，

（Ｅｉτｎｉ０，ｉ＞ｉ０）是下列方程组的最小非负解：

ｘｉ０ ＝０，　ｘｉ＝∑
ｋ≠ｉ

ｑｉｋ
ｑｉ
ｘｋ＋

ｎＥｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ
，　ｉ＞ｉ０．

（１０）

此时，对ｉ＜ｉ０，由式（８）得到

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ０－１

ｊ＝ｉ
ｍ（ｎ）
ｊ ，　ｉ＜ｉ０． （１１）

由式（９）推出

Ｅｉτｎｉ０ ＝－ｎ∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

ｍ（ｎ）
ｊ ＋

∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

Ｆ（ｉ０）ｊ （ｎｍ（ｎ）
ｉ０ ＋Ｅｉ０＋１τ

ｎ
ｉ０
），　ｉ＞ｉ０． （１２）

因为（Ｅｉτｎｉ０，ｉ＞ｉ０）是方程（１０）的非负解，故由式（３）

和（１２）可知ｎ（ｃ（ｎ）ｉ０ －ｍ
（ｎ）
ｉ０
）≤Ｅｉ０＋１τ

ｎ
ｉ０．

若令ｖｉ０＋１＝ｎ（ｃ
（ｎ）
ｉ０ －ｍ

（ｎ）
ｉ０
）且

ｖｉ＝ｎ∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

（Ｆ（ｉ０）ｊ ｃ（ｎ）ｉ０ －ｍ
（ｎ）
ｊ ）（ｉ≥ｉ０＋２），

则可验证（ｖｉ，ｉ＞ｉ０）是方程（１０）的一非负解．由
（Ｅｉτｎｉ０，ｉ＞ｉ０）的最小性，推出

Ｅｉ０＋１τ
ｎ
ｉ０≤ｎ（ｃ

（ｎ）
ｉ０ －ｍ

（ｎ）
ｉ０
）．

综合以上，我们得出Ｅｉ０＋１τ
ｎ
ｉ０＝ｎ（ｃ

（ｎ）
ｉ０ －ｍ

（ｎ）
ｉ０
）．再

由式（１２）可验证，前面所构造的解（ｖｉ，ｉ＞ｉ０）正是
（Ｅｉτｎｉ０，ｉ＞ｉ０），因此，我们得到

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

（Ｆ（ｉ０）ｊ ｃ（ｎ）ｉ０ －ｍ
（ｎ）
ｊ ），　ｉ＞ｉ０．

由上式结合式（１１）知，定理主要结论成立．
严格地说，以上推导是在假设Ｅｉτｎｉ０（ｉ＞ｉ０）存在

（等价地，假设ｃ（ｎ）ｉ０ ＜∞）条件下进行的．当Ｅｉτ
ｎ
ｉ０ ＝∞

（ｉ＞ｉ０）时，由于ｃ（ｎ）ｉ０ ＝∞，此时，定理结论形式上自然
成立．所以，不需再加ｎ阶矩存在的条件．经过前面
结论的简单计算，容易直接得到定理最后一个结论．
定理２的证明　定义τｊ，ｉ∶＝ｉｎｆ｛ｔ＞０：Ｘ（ｔ）＝

ｉ｜Ｘ（０）＝ｊ｝．则η１ 与τＸ（η１），ｉ０独立．注意当出发点为ｉ０
时，η１ 服从参数为ｑｉ０ 的指数分布，所以Ｅｉ０η

ｋ
１＝ｋ！／

ｑｋｉ０．结合强马氏性，得到

Ｅｉ０σ
ｎ
ｉ０ ＝Ｅｉ０（η１＋τＸ（η１），ｉ０）

ｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ＣｋｎＥｉ０τ

ｋ
Ｘ（η１），ｉ０

·

　Ｅｉ０η
ｎ－ｋ
１ ＝∑

ｎ

ｋ＝０
ＣｋｎＥｉ０（ＥＸ（η１）τ

ｋ
ｉ０
）Ｅｉ０η

ｎ－ｋ
１ ＝

　∑
ｎ

ｋ＝０
Ｃｋｎ
（ｎ－ｋ）！
ｑｎ－ｋｉ０

（∑
ｉ０－１

ｊ＝０

ｑｉ０ｊ
ｑｉ０
Ｅｊτｉ０

ｋ＋
ｑｉ０，ｉ０＋１
ｑｉ０

Ｅｉ０＋１τ
ｋ
ｉ０
））＝

　ｎ！（１
ｑｎｉ０
＋∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ！ｑｎ－ｋｉ０

（∑
ｉ０－１

ｊ＝０

ｑｉ０ｊ
ｑｉ０
Ｅｊτｋｉ０＋

ｑｉ０，ｉ０＋１
ｑｉ０

Ｅｉ０＋１τ
ｋ
ｉ０
））．

再由定理１知

Ｅｉ０σ
ｎ
ｉ０ ＝ｎ！（

１
ｑｎｉ０
＋∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ！ｑｎ－ｋｉ０

（∑
ｉ０－１

ｊ＝０

ｑｉ０ｊ
ｑｉ０
ｋ∑
ｉ０－１

ｉ＝ｊ
ｍ（ｋ）
ｉ ＋

　
ｑｉ０，ｉ０＋１
ｑｉ０

ｋ（ｃ（ｋ）ｉ０ －ｍ
（ｋ）
ｉ０
）））＝ｎ！（１

ｑｎｉ０
＋

　∑
ｎ

ｋ＝１

１
（ｋ－１）！ｑｎ－ｋ＋１ｉ０

（∑
ｉ０－１

ｉ＝０
ｑ（ｉ）ｉ０ｍ

（ｋ）
ｉ ＋ｑｉ０，ｉ０＋１（ｃ

（ｋ）
ｉ０ －ｍ

（ｋ）
ｉ０
）））＝

　ｎ！（１
ｑｎｉ０
＋∑

ｎ

ｋ＝１

１
（ｋ－１）！ｑｎ－ｋ＋１ｉ０

（ｑｉ０，ｉ０＋１ｃ
（ｋ）
ｉ０ －Ｅｉ０τ

ｋ－１
ｉ０
））＝
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　ｎ！（
ｑｉ０，ｉ０＋１ｃ

（１）
ｉ０

ｑｎｉ０
＋∑

ｎ

ｋ＝２

ｑｉ０，ｉ０＋１ｃ
（ｋ）
ｉ０

（ｋ－１）！ｑｎ－ｋ＋１ｉ０

）＝

　ｎ！ｑｉ０，ｉ０＋１（
ｃ（１）ｉ０
ｑｎｉ０
＋∑

ｎ－１

ｋ＝１

ｃｉ０
（ｋ＋１）

ｋ！ｑｎ－ｋｉ０
）．

定义第一次飞跃时（生存时）η∶＝ｌｉｍｎ→∞ηｎ
，∞的首中

时为σ∶＝ｌｉｍ
ｎ→∞
σｉ．则σ＝η几乎处处成立．当Ｑ矩阵正

则时，几乎处处η＝∞．所以我们要研究的是非正则
单生Ｑ矩阵．定义

珟ｄ（ｎ）０ ＝０，珟ｄ（ｎ）ｉ ＝ １
ｑｉ，ｉ＋１

（Ｅｉσｎ－１＋∑
ｉ－１

ｋ＝０
ｑ（ｋ）ｉ 珟ｄ（ｎ）

ｋ ），ｉ≥１，

珦ｍ（ｎ）
０ ＝Ｅ０σ

ｎ－１

ｑ０１
，

珦ｍ（ｎ）
ｉ ＝ １

ｑｉ，ｉ＋１
（Ｅｉσｎ－１＋∑

ｉ－１

ｋ＝０
ｑ（ｋ）ｉ 珦ｍ（ｎ）

ｋ ），　ｉ≥１．

注意此处约定Ｅｉσ０＝１ （ｉ≥０）．因此，
珟ｄ（１）ｉ ＝ｄｉ（１），珦ｍ（１）

ｉ ＝ｍｉ（１）（ｉ≥０）．
类似地可以证明

珟ｄ（ｎ）ｉ ＝∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋσｎ－１

ｑｋ，ｋ＋１
，

珦ｍ（ｎ）
ｉ ＝Ｆ（０）ｉ 珦ｍ（ｎ）

０ ＋珟ｄ（ｎ）ｉ ＝∑
ｉ

ｋ＝０

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋσｎ－１

ｑｋ，ｋ＋１
，　ｉ≥０．

　　关于最小过程∞首中时的ｎ（≥１）阶矩有如下结
果．
定理３　假定单生Ｑ矩阵非正则．则其对应的最

小过程的∞首中时的ｎ（≥１）阶矩若存在，则可由如
下表达式给出：

Ｅｉσｎ ＝ｎ∑
∞

ｊ＝ｉ

珦ｍ（ｎ）
ｊ ，　ｉ≥０．

　　证明　由文献［１１］知，（Ｅｉσｎ，ｉ≥０）是下列方程
组的最小非负解：

ｘｉ＝∑
ｋ≠ｉ

ｑｉｋ
ｑｉ
ｘｋ＋ｎＥｉσ

ｎ－１

ｑｉ
，　ｉ≥０．

类似于定理１的证明，不难得到

Ｅｉσｎ－Ｅｉ＋１σｎ ＝Ｆ（０）ｉ （Ｅ０σｎ－Ｅ１σｎ）＋ｎ珟ｄ（ｎ）
ｉ ＝

ｎ
ｑ０１
Ｆ（０）ｉ Ｅ０σｎ－１＋ｎ珟ｄ（ｎ）

ｉ ＝ｎ珦ｍ（ｎ）
ｉ ，　ｉ≥０．

由此推出Ｅｉσｎ 关于ｉ单调递减，所以ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｅｋσｎ 存在，

记为ｃ．则

Ｅｉσｎ ＝ｌｉｍ
ｋ→∞
（∑
ｋ

ｊ＝ｉ

（Ｅｊσｎ－Ｅｊ＋１σｎ）＋Ｅｋ＋１σｎ）＝

ｎ∑
∞

ｊ＝ｉ

珦ｍ（ｎ）
ｊ ＋ｃ，　ｉ≥０．

此时，由于（Ｅｉσｎ，ｉ≥０）是方程组（１３）的最小非负解

知，（ｎ∑
∞

ｊ＝ｉ

珦ｍ（ｎ）
ｊ ，ｉ≥０）也是方程组（１３）的非负解．再

由解的最小性知，ｃ＝０．因此，结论得证．

另一个直接的方法是：由单生性质知，Ｅｉτｎｉ０ ＝
Ｅｉσｎｉ０↑Ｅｉσ

ｎ（ｉ０→∞），此结论对任意ｎ≥０ 成立．另
外，当ｉ０→∞时，对于任意ｉ≥０，ｍ（ｎ）

ｉ ↑珦ｍ（ｎ）
ｉ ．所以，

由定理１和单调收敛定理知

Ｅｉσｎ ＝ｌｉｍ
ｉ０→∞
Ｅｉτｎｉ０ ＝ｌｉｍｉ０→∞

ｎ∑
ｉ０－１

ｊ＝ｉ
ｍ（ｎ）
ｊ ＝ｎ∑

∞

ｊ＝ｉ

珦ｍ（ｎ）
ｊ ．

３　有限状态

本章考虑有限状态｛０，１，２，…，Ｎ｝（Ｎ≥１）上
不可约全稳定且保守的单生过程Ｑ矩阵，即对所有Ｎ

＞ｉ≥０和ｊ≥２满足：ｑｉ，ｉ＋１＞０，ｑｉ，ｉ＋ｊ＝０，且对一切

Ｎ≥ｉ≥０有ｑｉ＝－ｑｉｉ ＝∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｊ ＜ ∞．

采用第１章的记号，类似可以定义：

ｄ（ｎ）０ ＝０，

ｄ（ｎ）ｉ ＝ １
ｑｉ，ｉ＋１

（Ｅｉτｎ－１ｉ０ ＋∑
ｉ－１

ｋ＝０
ｑ（ｋ）ｉ ｄ（ｎ）

ｋ ），１≤ｉ≤Ｎ；

ｍ（ｎ）
０ ＝

Ｅ０τｎ－１ｉ０

ｑ０１
，

ｍ（ｎ）
ｉ ＝ １

ｑｉ，ｉ＋１
（Ｅｉτｎ－１ｉ０ ＋∑

ｉ－１

ｋ＝０
ｑ（ｋ）ｉ ｍ（ｎ）

ｋ ），　１≤ｉ≤Ｎ；

Ｆ（ｎ）ｎ ＝１，Ｆ（ｉ）ｎ ＝ １
ｑｎ，ｎ＋１∑

ｎ－１

ｋ＝ｉ
ｑ（ｋ）ｎ Ｆ（ｉ）

ｋ ，０≤ｉ＜ｎ≤Ｎ．

其中约定Ｅｉ０τ
０
ｉ０ ＝１，ｑＮ，Ｎ＋１＝１．注意状态空间并没

有Ｎ＋１ 这个点，约定ｑＮ，Ｎ＋１＝１ 只是为了记号方

便，没有概率意义，此时依然ｑＮ ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｑＮｋ．

同样可证

ｄ（ｎ）ｉ ＝∑
ｉ

ｋ＝１

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
，　１≤ｉ≤Ｎ；

ｍ（ｎ）
ｉ ＝∑

ｉ

ｋ＝０

Ｆ（ｋ）ｉ Ｅｋτｎ－１ｉ０

ｑｋ，ｋ＋１
，　０≤ｉ≤Ｎ

（１４）

和

Ｆ（ｊ）ｉ ＝ ∑
ｉ

ｋ＝ｊ＋１

Ｆ（ｋ）ｉ ｑ（ｊ）ｋ
ｑｋ，ｋ＋１

，　０≤ｊ＜ｉ≤Ｎ， （１５）

以及

ｍ（ｎ）
ｉ ＝Ｆ（０）ｉ ｍ０

（ｎ）＋ｄ（ｎ）ｉ ，　０≤ｉ≤Ｎ． （１６）

下面给出有限状态单生过程关于首中时和回返时的ｎ
阶矩的结果．
定理４　有限状态单生过程的ｉ０ 首中时和回返时

的ｎ（≥１）阶矩可分别由如下表达式给出：

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ０－１

ｊ＝ｉ
ｍ（ｎ）
ｊ ，　ｉ＜ｉ０；

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

（Ｆ（ｉ０）ｊ
ｍ（ｎ）
Ｎ

Ｆ（ｉ０）Ｎ
－ｍ（ｎ）

ｊ ），　ｉ０ ＜ｉ≤Ｎ；
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Ｅｉ０σ
ｎ
ｉ０ ＝

ｎ！ｑｉ０，ｉ０＋１
Ｆ（ｉ０）Ｎ

（ｍＮ
（１）

ｑｎｉ０
＋∑

ｎ－１

ｋ＝１

ｍＮ（ｋ＋１）

ｋ！ｑｎ－ｋｉ０
），０≤ｉ０≤Ｎ．

此处约定∑
０

ｋ＝１
＝０．特别地，Ｅｉσｉ＝ｑｉ

，ｉ＋１ｍ（１）
Ｎ

ｑｉＦ（ｉ）
Ｎ

（０≤ｉ≤

Ｎ）．此时过程的平稳分布为

πｉ ＝ Ｆ（ｉ）Ｎ
ｑｉ，ｉ＋１ｍ（１）

Ｎ
，　０≤ｉ≤Ｎ．

　　证明　由文献［７］知，（Ｅｉτｎｉ０，０≤ｉ≤Ｎ）满足下述
方程组：

ｘｉ０ ＝０，　ｘｉ＝∑
ｋ≠ｉ

ｑｉｋ
ｑｉ
ｘｋ＋

ｎＥｉτｎ－１ｉ０

ｑｉ
，

ｉ≠ｉ０，０≤ｉ≤Ｎ． （１７）

此时，将等式（１７）变形为

ｘｉ０ ＝０，

ｑｉ，ｉ＋１（ｘｉ＋１－ｘｉ）＝∑
ｉ－１

ｋ＝０
ｑｉｋ（ｘｉ－ｘｋ）－ｎＥｉτｎ－１ｉ０

，

ｉ≠ｉ０，０≤ｉ＜Ｎ
和

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｑＮｋ（ｘＮ －ｘｋ）＝ｎＥＮτｎ－１ｉ０

， （１８）

则

ｘｉ＋１－ｘｉ＝ １
ｑｉ，ｉ＋１

（∑
ｉ－１

ｊ＝０
ｑ（ｊ）ｉ （ｘｊ＋１－ｘｊ）－ｎＥｉτｎ－１ｉ０

），

ｉ≠ｉ０，０≤ｉ＜Ｎ， （１９）
且

∑
Ｎ－１

ｊ＝０
ｑＮ（ｊ）（ｘｊ＋１－ｘｊ）＝ｎＥＮτｎ－１ｉ０ ． （２０）

　　一方面，当ｉ＜ｉ０ 时，由式（１４）、（１５）和（１９），同
第１章可以证明

ｘｉ＋１－ｘｉ＝Ｆ（０）ｉ （ｘ１－ｘ０）－ｎ　ｄ（ｎ）
ｉ ，　ｉ＜ｉ０．

（２１）

结合式（１６）、（２１）及

ｘ０－ｘ１ ＝Ｅ０τｎｉ０－Ｅ１τ
ｎ
ｉ０ ＝

ｎ
ｑ０１
Ｅ０τｎ－１ｉ０

， （２２）

我们有

Ｅｉτｎｉ０－Ｅｉ＋１τ
ｎ
ｉ０ ＝

ｎ（１
ｑ０１
Ｆ（０）ｉ Ｅ０τｎ－１ｉ０ ＋ｄ

（ｎ）
ｉ ）＝ｎｍ（ｎ）

ｉ ，ｉ＜ｉ０． （２３）

此时，由式（２３）得到

Ｅｉτｎｉ０ ＝ｎ∑
ｉ０－１

ｊ＝ｉ
ｍ（ｎ）
ｊ ，　ｉ＜ｉ０． （２４）

　　另一方面，当ｉ＞ｉ０ 时，由式（１４）、（１５）和（１９），
同第１章可以证明，对所有ｉ０≤ｉ＜Ｎ，

ｘｉ＋１－ｘｉ＝－（Ｆ（０）ｉ （ｘ０－ｘ１）＋ｎ　ｄ（ｎ）
ｉ ）＋

Ｆ（ｉ０）ｉ （Ｆｉ０
（０）（ｘ０－ｘ１）＋ｎ　ｄ（ｎ）

ｉ０
）＋Ｆ（ｉ０）ｉ ｘｉ０＋１．

结合式（１６）和（２２），得到

Ｅｉ＋１τｎｉ０－Ｅｉτ
ｎ
ｉ０ ＝－ｎｍ

（ｎ）
ｉ ＋Ｆ（ｉ０）ｉ （ｎｍ（ｎ）

ｉ０ ＋
Ｅｉ０＋１τ

ｎ
ｉ０
），　ｉ０ ≤ｉ＜Ｎ． （２５）

　　结合式（２３）和（２５），由式（１８）出发，不难得出

Ｅｉ０＋１τ
ｎ
ｉ０ ＝ｎ（

ｍ（ｎ）
Ｎ

Ｆ（ｉ０）Ｎ
－ｍ（ｎ）

ｉ０
）．

因此，再由式（２５）推出

Ｅｉτｎｉ０ ＝∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

（Ｅｊ＋１τｎｉ０－Ｅｊτ
ｎ
ｉ０
）＝

ｎ∑
ｉ－１

ｊ＝ｉ０

（Ｆ（ｉ０）ｊ
ｍ（ｎ）
Ｎ

Ｆ（ｉ０）Ｎ
－ｍ（ｎ）

ｊ ），　ｉ０ ＜ｉ≤Ｎ．

至此，定理关于首中时的结论得证．关于回返时结论
的证明完全类似于定理２（可参看其证明），在此省
略．再由πｉｑｉＥｉσｉ＝１推出

πｉ ＝ １
ｑｉＥｉσｉ ＝

Ｆ（ｉ）Ｎ
ｑｉ，ｉ＋１ｍ（１）

Ｎ
，　０≤ｉ≤Ｎ．

故定理的最后一结论得证．
关于平稳分布，也可以用如下方法得到．我们先

用数学归纳法证明

πｉ ＝Ｆ
（ｉ）
ＮπＮ
ｑｉ，ｉ＋１

，　０≤ｉ≤Ｎ． （２６）

首先，显然πＮ＝
ＦＮ（Ｎ）πＮ
ｑＮ，Ｎ＋１ ．

而由∑
Ｎ

ｉ＝０
πｉｑｉＮ ＝０知，

πＮ－１＝ｑＮ
（Ｎ－１）πＮ
ｑＮ－１，Ｎ ＝ＦＮ

（Ｎ－１）πＮ
ｑＮ－１，Ｎ ．

假定直至ｉ＝ｋ＋１ （＜Ｎ）时等式（２６）都成立．注意到

∑
Ｎ

ｉ＝０
πｉｑｉ，ｋ＋１ ＝０，由此和式（１５）得出

πｋ ＝ １
ｑｋ，ｋ＋１

（πｋ＋１（ｑ（ｋ）ｋ＋１＋ｑｋ＋１，ｋ＋２）－∑
Ｎ

ｉ＝ｋ＋２
πｉｑｉ，ｋ＋１）＝

　　 πＮ
ｑｋ，ｋ＋１

（Ｆ
（ｋ＋１）
Ｎ ｑ（ｋ）ｋ＋１
ｑｋ＋１，ｋ＋２

＋Ｆ（ｋ＋１）Ｎ －∑
Ｎ

ｉ＝ｋ＋２

Ｆ（ｉ）Ｎｑｉ，ｋ＋１
ｑｉ，ｉ＋１

）＝

　　 πＮ
ｑｋ，ｋ＋１

（Ｆ
（ｋ＋１）
Ｎ ｑ（ｋ）ｋ＋１
ｑｋ＋１，ｋ＋２

＋∑
Ｎ

ｉ＝ｋ＋２

Ｆ（ｉ）Ｎｑ（ｋ）ｉ
ｑｉ，ｉ＋１

）＝

　　 πＮ
ｑｋ，ｋ＋１∑

Ｎ

ｉ＝ｋ＋１

Ｆ（ｉ）Ｎｑ（ｋ）ｉ
ｑｉ，ｉ＋１

＝Ｆ
（ｋ）
ＮπＮ
ｑｋ，ｋ＋１

．

因此，ｉ＝ｋ时式（２６）亦成立．故由归纳法知，对所有

０≤ｉ≤Ｎ，等式（２６）都成立．再由∑
Ｎ

ｉ＝０
πｉ＝１和式（１４）

得出１＝πＮ∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｆ（ｉ）Ｎｑ－１ｉ，ｉ＋１＝πＮｍ（１）

Ｎ ，即πＮ＝（ｍ（１）
Ｎ ）－１．

故πｉ＝Ｆ（ｉ）Ｎ （ｑｉ，ｉ＋１ｍ（１）
Ｎ ）－１（０≤ｉ≤Ｎ）．定理证毕．

例１　对于｛０，１，２｝上单生Ｑ矩阵

Ｑ＝
－ａ ａ ０
２ －３　 １
１　 ０ －

烄

烆

烌

烎１

，

其中ａ为一正常数．则Ｆ（０）０ ＝１，Ｆ（０）１ ＝２，Ｆ（０）２ ＝３，
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Ｆ（１）１ ＝１，Ｆ（２）２ ＝１，Ｆ（１）２ ＝１；ｍ（１）
０ ＝１ａ

，ｍ（１）
１ ＝ａ＋２ａ

，

ｍ（１）
２ ＝２ａ＋３ａ ．继而，π０ ＝ ３

２ａ＋３
，π１ ＝ ａ

２ａ＋３
，π２ ＝

ａ
２ａ＋３．

特征值分别为０，２＋ａ２－ １＋ａ
２

槡 ４
，２＋ａ２＋

１＋ａ
２

槡 ４ ．

文献［７，２３］证明了当Ｎ 为吸收态时，从０出发
的吸收时的Ｌａｐｌａｃｅ变换为

Ｅ０ｅ－ｓτＮ ＝∏
Ｎ－１

ｊ＝０

λｊ
ｓ＋λｊ

，

其中λ０，…，λＮ－１是－Ｑ的Ｎ 个非零特征值（已知有正
的实部）．特别地，当这些特征值都是实数时，从０出
发的吸收时，与Ｎ 个独立的分别服从参数为λｊ 指数
分布的随机变量之和同分布，即分布为这Ｎ 个参数
为λｊ指数分布的卷积．由此易知，

Ｅ０τＮ ＝∑
Ｎ－１

ｊ＝０

１
λｊ
，

Ｅ０τ２Ｎ ＝∑
Ｎ－１

ｊ＝０

１
λ２ｊ
＋（∑

Ｎ

ｊ＝１

１
λｊ
）２，

Ｅ０τ３Ｎ ＝２∑
Ｎ－１

ｊ＝０

１
λ３ｊ
＋３∑

Ｎ－１

ｊ＝０

１
λ２ｊ∑

Ｎ

ｊ＝１

１
λｊ
＋（∑

Ｎ

ｊ＝１

１
λｊ
）３，

继而我们得到Ｖａｒ０（τＮ）＝∑
Ｎ－１

ｊ＝０

１
λ２ｊ
和

１
２
（Ｅ０τＮ３－３Ｖａｒ０（τＮ）Ｅ０τＮ －（Ｅ０τＮ）３）＝∑

Ｎ－１

ｊ＝０

１
λ３ｊ
．

因此，结合定理４的结论得到

Ｃ１∶＝Ｅ０τＮ ＝∑
Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（１）
ｊ ＝∑

Ｎ－１

ｊ＝０

Ｒｅ（λｊ）
｜λｊ｜２

，

Ｃ２∶＝Ｖａｒ０（τＮ）＝２∑
Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（２）
ｊ －（∑

Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（１）
ｊ ）２ ＝

∑
Ｎ－１

ｊ＝０

Ｒｅ（λｊ）２－Ｉｍ（λｊ）２

｜λｊ｜４
，

Ｃ３∶＝ １２
（３∑

Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（３）
ｊ －６∑

Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（２）
ｊ ∑

Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（１）
ｊ ＋

２（∑
Ｎ－１

ｊ＝０
ｍ（１）
ｊ ）３）＝∑

Ｎ－１

ｊ＝０

Ｒｅ（λｊ）３－３Ｒｅ（λｊ）Ｉｍ（λｊ）２

｜λｊ｜６
．

特别地，当λｊ皆为实数时，记λ＊＝ ｍｉｎ
０≤ｊ≤Ｎ－１

λｊ，则分别

得到估计

λ＊ ≥ １Ｃ１
，　λ＊ ≥ １

Ｃ槡 ２

，　λ＊ ≥ １
３
Ｃ槡 ３

． （２７）

类似地有

（｜λ｜
２

Ｒｅ（λ）
）＊∶＝ ｍｉｎ

０≤ｊ≤Ｎ－１

｜λｊ｜２

Ｒｅ（λｊ）≥
１
Ｃ１
，

（ ｜λ｜２

Ｒｅ（λ）２－Ｉｍ（λ）槡 ２
）＊∶＝

ｍｉｎ
０≤ｊ≤Ｎ－１

｜λｊ｜２

Ｒｅ（λｊ）２－Ｉｍ（λｊ）槡 ２
≥ １

Ｃ槡 ２

，

（ ｜λ｜２
３
Ｒｅ（λ）３－３Ｒｅ（λ）Ｉｍ（λ）槡 ２

）＊∶＝

ｍｉｎ
０≤ｊ≤Ｎ－１

｜λｊ｜２
３
Ｒｅ（λｊ）３－３Ｒｅ（λｊ）Ｉｍ（λｊ）槡 ２

≥ １
３
Ｃ槡 ３

．

后两者要分别假定 Ｒｅ（λｊ）≥｜Ｉｍ（λｊ）｜，Ｒｅ（λｊ）≥

槡３｜Ｉｍ（λｊ）｜皆成立．
例２　考虑状态３为吸收态的单生Ｑ 矩阵

Ｑ＝

－１　 １　 ０　 ０
１ －３　 ２　 ０
１　 ２ －９　６

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

则ｍ（１）０ ＝１，ｍ（１）１ ＝１，ｍ（１）２ ＝５６．
继而Ｅ０τ３＝１７６

，Ｅ１τ３＝

１１
６
，Ｅ２τ３＝５６．

由此计算得到ｍ（２）０ ＝１７６
，ｍ（２）１ ＝７３

，ｍ（２）２

＝１６９ ．
故Ｅ０τ２３＝１２５９

，Ｖａｒ０（τ３）＝２１１３６
，Ｅ１τ２３＝７４９

，Ｅ２τ２３

＝３２９ ．
再由此计算得到ｍ（３）０ ＝１２５９

，ｍ（３）１ ＝１９９１８
，ｍ（３）２ ＝

９１１
１０８．
因此，Ｅ０τ３３＝３６０５３６

，Ｃ１＝１７６
，Ｃ２＝２１１３６

，Ｃ３＝１４８９１０８．

非零特征值从小到大依次为５－槡２１，３，５＋槡２１．最小
非零特征值λ＊≈０．４１７　４．按式（２７）分别得到估计λ＊≥
０．３５２　９，λ＊≥０．４１３　０，λ＊≥０．４１７　０．
例３　考虑状态３为吸收态的单生Ｑ 矩阵

Ｑ＝

－１　 １　 ０　 ０
１ －３　 ２　 ０

１　 ２ －６７１４
２５
１４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

则ｍ（１）
０ ＝１，ｍ（１）

１ ＝１，ｍ（１）
２ ＝１４５ ．

继而 Ｅ０τ３ ＝２４５
，

Ｅ１τ３＝１９５
，Ｅ２τ３ ＝１４５ ．

由此计算得到 ｍ（２）
０ ＝２４５

，

ｍ（２）
１ ＝４３１０

，ｍ（２）
２ ＝２８７２５ ．

故Ｅ０τ２３＝１　０２９２５
，Ｖａｒ０（τ３）＝

４５３
２５
，Ｅ１τ２３＝７８９２５

，Ｅ２τ２３＝５７４２５ ．
再由此计算得到ｍ（３）

０

＝１　０２９２５
，ｍ（３）

１ ＝９０９２５
，ｍ（３）

２ ＝１２　１２４１２５ ．因此，Ｅ０τ３３ ＝

６５　４４２
１２５

，Ｃ１＝２４５
，Ｃ２＝４５３２５

，Ｃ３＝９　５０１１２５ ．非零特征值

从小到大依次为２２－ 槡３　４６
７

，５
２
，２２　＋ 槡３　４６

７ ．最小

非零特征值λ＊ ≈０．２３６　１．按式（２７）分别得到估计

λ＊≥０．２０８　３，λ＊≥０．２３４　０，λ＊≥０．２３６　１．
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例４　考虑状态３为吸收态的单生Ｑ 矩阵

Ｑ＝

－１　 １　 ０　 ０
１ －３　 ２　 ０
１　 １ －５　３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

则ｍ（１）０ ＝１，ｍ（１）１ ＝１，ｍ（１）２ ＝４３．
继而Ｅ０τ３＝１０３

，Ｅ１τ３＝

７
３
，Ｅ２τ３＝４３．

由此计算得到ｍ（２）０ ＝１０３
，ｍ（２）１ ＝１７６

，ｍ（２）２ ＝

３１
９ ．
故Ｅ０τ２３＝１７３９

，Ｖａｒ０（τ３）＝７３９
，Ｅ１τ２３＝１１３９

，Ｅ２τ２３＝

６２
９ ．
再由此计算得到ｍ（３）０ ＝１７３９

，ｍ（３）１ ＝１４３９
，ｍ（３）２ ＝５２１２７．

因此，Ｅ０τ３３＝１　４６９９
，Ｃ１＝１０３

，Ｃ２＝７３９
，Ｃ３＝１　２１７５４ ．非零特

征值从小到大依次为３－槡７，３，３＋槡７．最小非零特征
值λ＊≈０．３５４　２．按式（２７）分别得到估计λ＊≥０．３，λ＊≥
０．３５１　１，λ＊≥０．３５４　０．
例５　考虑状态３为吸收态的单生Ｑ 矩阵

Ｑ＝

－１　 １　 ０　 ０
１ －３　 ２　 ０
１　 ０ －５　４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

则ｍ（１）
０ ＝１，ｍ（１）

１ ＝１，ｍ（１）
２ ＝３４．

继而Ｅ０τ３＝１１４
，Ｅ１τ３

＝７４
，Ｅ２τ３＝３４．

由此计算得到ｍ（２）０ ＝１１４
，ｍ（２）１ ＝９４

，

ｍ（２）２ ＝２３１６．
故Ｅ０τ２３ ＝１０３８

，Ｖａｒ０（τ３）＝８５１６
，Ｅ１τ２３ ＝

５９
８
，Ｅ２τ２３＝２３８ ．

再由此计算得到ｍ（３）
０ ＝１０３８

，ｍ（３）
１ ＝

８１
８
，ｍ（３）

２ ＝２０７３２ ．
因此，Ｅ０τ３３ ＝２８２９３２

，Ｃ１ ＝１１４
，Ｃ２ ＝

８５
１６
，Ｃ３＝７６１６４ ．

非零特征值从小到大依次为５－槡１７
２

，

４，５　＋槡１７２ ．最小非零特征值λ＊ ≈０．４３８　４．按式

（２７）分别得到估计λ＊≥０．３６３　６，λ＊≥０．４３３　９，λ＊≥
０．４３８　１．
从以上５例可以看出，当特征值全为实数时，随

着所用矩的阶数的增加，最小非零特征值的下界估计
越来越好（可以准确到小数点第３位）．遗憾的是，我
们还不知道如何判断特征值是否全为实数．下个例子
即为特征值不全为实数的情形．
例６　考虑状态３为吸收态的单生Ｑ 矩阵

Ｑ＝

－４　 ４　 ０　 ０
１ －３　 ２　 ０
１　 ０ －５　４

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

．

则ｍ（１）０ ＝１４
，ｍ（１）１ ＝５８

，ｍ（１）２ ＝１５３２．
继而，Ｅ０τ３ ＝４３３２

，

Ｅ１τ３＝３５３２
，Ｅ２τ３＝１５３２．

由此计算得到ｍ（２）０ ＝４３１２８
，ｍ（２）１ ＝

１８３
２５６

，ｍ（２）２ ＝３８９１０２４．
故Ｅ０τ２３＝１　４６５５１２

，Ｖａｒ０（τ３）＝１　０８１１０２４
，

Ｅ１τ２３＝１１２１５１２
，Ｅ２τ２３＝３８９５１２．

再由此计算得到ｍ（３）０ ＝１　４６５２　０４８
，

ｍ（３）１ ＝５　９４９４　０９６
，ｍ２（３）＝１　１９９１１６　３８４．

因此，Ｅ０τ３３＝１４２　５２１１６　３８４
，Ｃ１

＝４３３２
，Ｃ２ ＝１　０８１１　０２４

，Ｃ３ ＝３３　０４３３２　７６８．
非零特征值为 １，

１１－槡７ｉ
２

，１１＋槡７ｉ
２ ．按式（２７）分别得到估计（｜λ｜

２

Ｒｅ（λ）
）＊＝

１≥０．７４４　１，（ ｜λ｜２

Ｒｅ（λ）２－Ｉｍ（λ）槡 ２
）＊ ＝１≥０．９７３　２，

（ ｜λ｜２
３
Ｒｅ（λ）３－３Ｒｅ（λ）Ｉｍ（λ）槡 ２

）＊＝１≥０．９９７　２．

感谢与毛永华教授和张驰博士进行的有益讨论．
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