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双边吸收边界生灭过程的特征值估计＊
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摘要　用对偶方法给出双边吸收边界生灭过程第一特征值的精确ＩＩ算子，进而给出该特征值的变分公式、显式估

计和逼近定理．
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０　引言

马氏半群算子的第一特征值估计问题是概率论研

究中的重要课题，它与半群的收敛速度密切相关，参
看文献［１－２］．在文献［３］中，根据边界的类型（反射或
吸收），分４种情况对生灭过程的第一非平凡特征值
作了研究和估计．本文是对双边吸收边界生灭过程
（简称为ＤＤ生灭过程）的特征值估计进行进一步研
究，是其工作的继续和补充．
考虑如下连续时间生灭矩阵Ｑ，其中状态空间

Ｅ＝｛ｉ：１≤ｉ＜Ｎ＋１｝（Ｎ≤∞），死速ａｉ＞０，生速
ｂｉ＞０ （１≤ｉ＜Ｎ＋１）．易见当 Ｎ＜∞时，则点０ 和
Ｎ＋１可看作是２个吸收边界，即Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界．定义

μ１ ＝１，μｉ ＝
ｂ１ｂ２…ｂｉ－１
ａ２ａ３…ａｉ

，２≤ｉ＜Ｎ＋１， （１）

ν０ ＝ １
μ１ａ１

，νｉ ＝ １
μｉｂｉ

，１≤ｉ＜Ｎ＋１， （２）

φｉ ＝∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
νｊ，０≤ｉ＜Ｎ＋１． （３）

假设φ０＝∑
Ｎ

ｊ＝０
νｊ＜∞．由文献［１］或［４］知，当Ｎ＝∞

时，以Ｑ为生成矩阵的生灭过程并不唯一，但在这里
我们只考虑最小过程，则由文献［３］知，此时０和∞
可看作２个吸收边界．
下面考虑最小过程 Ｐ（ｔ）＝（ｐｉｊ（ｔ））所对应的

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｌ２（μ，Ｅ）上的最小狄氏型 （Ｄ，Ｄ（Ｄ））．令
Ｋ为Ｅ上所有有限支撑函数的集合，则

Ｄ（ｆ）＝

∑
∞

ｋ＝１
μｋａｋ（ｆｋ－ｆｋ－１）

２，当Ｎ ＝ ∞ 时；

∑
Ｎ

ｋ＝１
μｋａｋ（ｆｋ－ｆｋ－１）

２＋μＮｂＮｆＮ
２，

　　　　　 当Ｎ ＜ ∞ 时

烅

烄

烆 ，

且Ｄ（Ｄ）为Ｋ在范数‖·‖Ｄ（‖ｆ‖Ｄ∶＝μ（ｆ
２）＋Ｄ（ｆ））

下的闭包．注意这里ｆ０∶＝０．定义

λ０ ＝ｉｎｆ｛Ｄ（ｆ）：μ（ｆ
２）＝１，ｆ∈Ｋ｝＝

ｉｎｆ｛Ｄ（ｆ）：μ（ｆ
２）＝１，ｆ∈Ｄ（Ｄ）｝． （４）

此即为狄氏型 （Ｄ，Ｄ（Ｄ））下的第一特征值，由文献
［３］的命题１．２知，它正是Ｐ（ｔ）的指数衰减速度

α＊∶＝ｉｎｆ｛α：｜ｐｉｊ（ｔ）－０｜＝
Ｏ（ｅｘｐ［－αｔ］）（ｔ→ ∞）对任意ｉ，ｊ∈Ｅ｝．

本文的目的是要估计特征值λ０．事实上，陈木法在文
献［３］中已经进行了详细研究．首先，他给出了一显式
估计量κ并证明 （４κ）－１≤λ０≤κ－１．另外还证明了下
面引理１［３］．
引理１　定义Ｑ的对偶生灭矩阵Ｑ^ 如下：

ｂ^ｉ ＝ａｉ＋１，０≤ｉ＜Ｎ＋１；

ａ^ｉ ＝ｂｉ，１≤ｉ＜Ｎ＋１．
则λ０＝^λ１，其中λ^１为Ｑ^ 所对应的最大狄氏型下的第一
非平凡特征值．
根据此引理，便可用文献［３］中对λ^１的估计来估

计λ０，其中包括显式估计、变分公式和逼近定理．由其
显式估计可得一显式估计量δ使得（４δ）－１≤λ０≤
ａ１φ０δ

－１，但这里并不像文献［３］中对单边吸收边界生
灭过程的显式估计那样优越，右端系数与ａ１φ０ 有关，
即λ０上界不能由δ－１的常数倍控制．另外用其逼近序
列也可逼近λ０，但此逼近序列所用的ＩＩ算子并不是

λ^１的精确ＩＩ算子，或者说逼近函数还不够优越，逼近
序列可以改进．这里所谓ＩＩ算子精确是指λ^１对应的
点点意义下的非零特征函数在该算子作用下在每点的

值恒等于λ^－１
１ ．

基于以上问题，本文将对上述引理中的对偶关系
作进一步讨论，用相似变换的方法给出λ０的精确ＩＩ
算子及其变分公式，然后借鉴文献［３］的方法给出另
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一显式估计量δ＊和逼近定理，并举例验证．
注　假设φ０＜∞成立是因为当φ０ ＝∞时，若

∑
Ｎ

ｉ＝０
μｉ＝∞，则由文献［３］知λ０＝０；若∑

Ｎ

ｉ＝０
μｉ＜∞，则

狄氏型正则，此种情况在文献［３］中已做详细讨论．

１　对偶Ｑ 过程

本节我们首先研究一般Ｑ过程的经典对偶 （参看
文献文献［５］的第７ 章），得出两对偶过程特征值及
特征函数之间的关系，然后将此关系应用到ＤＤ生灭
过程和ＮＮ生灭过程 （即双边 Ｎｅｕｍａｎｎ边界或称反
射边界的生灭过程）的对偶，得出两过程第一非平凡特
征值所对应的特征函数之间的关系．这也是下节ＩＩ算
子推导的理论基础．
下面研究一般Ｑ 过程的对偶关系．设状态空间

ＥＺ＋∶＝｛０，１，２，…｝．首先给出２个定义．
定义１　设Ｑ为Ｅ 上的Ｑ 矩阵，数λ∈Ｒ．如果非

零函数ｇ满足：

Ｑｇ（ｉ）＝－λｇ（ｉ），ｉ∈Ｅ，
则称λ为Ｑ 的特征值，ｇ为Ｑ 对应于特征值λ的特征
函数．
定义２　设Ｑ＝（ｑｉｊ）为Ｅ上的Ｑ 矩阵，若

∑
ｊ≥ｋ
ｑｉｊ ≤∑

ｊ≥ｋ
ｑｉ＋１，ｊ，ｉ，ｋ∈Ｅ且ｋ≠ｉ＋１，

则称Ｑ是单调的．
在下面这部分的推导中，我们暂限定Ｑ矩阵的阶

数为无穷．
设Ｑ（１）＝（ｑ（１）ｉｊ ）为一单调Ｑ 矩阵，ｍ＝（ｍｉ）ｉ≥０为

其可配称测度．定义Ｑ（２）＝（ｑ（２）ｉｊ ）如下：

ｑ（２）ｉｊ ＝∑
∞

ｋ＝ｉ

（ｑ（１）ｊｋ －ｑ（１）ｊ－１，ｋ），ｉ，ｊ≥０， （５）

其中ｑ（１）－１，ｋ≡０ （ｋ≥０）．则

ｑ（２）ｉｊ －ｑ（２）ｉ＋１，ｊ ＝ｑ（１）ｊｉ －ｑ（１）ｊ－１，ｉ，
于是

ｑ（２）ｉｊ －ｑ（２）ｉ＋１，ｊ
ｍｉ ＝ｑ

（１）
ｊｉ

ｍｉ －
ｑ（１）ｊ－１，ｉ
ｍｉ ＝

ｑ（１）ｉｊ
ｍｊ
－ｑ

（１）
ｉ，ｊ－１

ｍｊ－１
．

定义矩阵

Ｍ ＝

ｍ－１０ －ｍ－１０
ｍ－１１ －ｍ－１１

ｍ－１２ －ｍ－１２

烄

烆

烌

烎

，

则

ＭＱ（２）＝Ｑ（１）Ｍ． （６）
设λ（２）为Ｑ（２）的特征值，ｇ（２）为Ｑ（２）对应于特征值λ（２）

的特征函数，则

Ｑ（１）（Ｍｇ（２））＝ＭＱ（２）ｇ（２）＝λ（２）（Ｍｇ（２）），

又由ｇ（２）为非零函数得出 Ｍｇ（２）为非零函数，于
是λ（２）亦为Ｑ（１）的特征值，Ｍｇ（２）为Ｑ（１）对应于特征值

λ（２）的特征函数．
注　事实上，式（６）是概率论中一种经典的对偶

形式，参看文献［５－６］．若我们假设Ｑ（ｉ）对应的马氏过

程为Ｘ（ｉ）（ｔ）（ｉ＝１，２），则由文献［５］的第７章知，在
一定条件下，对任意ｉ，ｊ≥０，ｔ≥０，有

ＰＰｉ｛Ｘ（２）（ｔ）≤ｊ｝＝ＰＰｊ｛Ｘ（１）（ｔ）≥ｉ｝，
或

Ｐ（２）
ｉｊ （ｔ）＝∑

∞

ｋ＝ｉ

（Ｐ（１）
ｊｋ （ｔ）－Ｐ（１）

ｊ－１，ｋ（ｔ））．

　　现在我们来研究ＤＤ生灭过程和ＮＮ生灭过程的
对偶．考虑引理１ 所述生灭矩阵Ｑ 的对偶生灭矩阵
Ｑ^，其状态空间 Ｅ^＝｛ｉ：０≤ｉ＜Ｎ＋１｝．易见若 Ｎ＜
∞，则点０ 和Ｎ 均是反射边界，即 Ｎｅｕｍａｎｎ边界．
定义

μ^０ ＝１，^μｉ ＝
ｂ^０^ｂ１…^ｂｉ－１
ａ^１^ａ２…^ａｉ

，１≤ｉ＜Ｎ＋１，

ν^ｉ ＝ １
μ^ｉ^ｂｉ

，０≤ｉ＜Ｎ＋１，

则由式（１）、（２）及上面２式得

ν^ｉ ＝ν０μｉ＋１，^μｉ ＝ν－
１
０νｉ，０≤ｉ＜Ｎ＋１， （７）

且由式（３）得

∑
Ｎ

ｉ＝０
μ^ｉ＜ ∞． （８）

　　考虑 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｌ２ （^μ，^Ｅ）上的最大狄氏型
（^Ｄ，Ｄ（^Ｄ））下第一个非平凡特征值

λ^１ ＝ｉｎｆ｛^Ｄ（ｆ）：^μ（ｆ
２）＝１，^μ（ｆ）＝０｝， （９）

其中

Ｄ^（ｆ）＝ ∑
０≤ｋ＜Ｎ＋１

μ^ｋ^ｂｋ（ｆｋ－ｆｋ＋１）
２；

当Ｎ＜∞时，ｆＮ＋１∶＝０；定义域
Ｄ（^Ｄ）＝ ｛ｆ∈Ｌ２（^μ，^Ｅ）：^Ｄ（ｆ）＜ ∞｝．

由引理１知

λ０ ＝λ^１． （１０）

　　下面研究λ０和λ^１特征函数间的关系及特征函数
的性质．为此，我们分２种对偶方式进行讨论．
第１种对偶．当Ｎ＝∞时，令

Ｑ（１）＝Ｑ^，Ｑ（２）＝
０ Ａ１
Ａ２
烄

烆

烌

烎Ｑ
，

其中Ｑ（２）为一分块矩阵，且Ａ１＝（０，０，…，０，…），

Ａ２＝（^ｂ０，０，…，０，…）Ｔ．易验证Ｑ（１）、Ｑ（２）满足式（５），
（^μｉ）ｉ≥０为Ｑ

（１）的可逆测度．
设ｇ＝（ｇｉ）ｉ≥１为Ｑ 对应于特征值λ０ 的特征函数．

定义珟ｇ０＝０，珟ｇｉ＝ｇｉ（ｉ≥１）；

ｇ^ｉ ＝ｇｉ－ｇｉ＋１
μ^ｉ

，ｉ≥０． （１１）
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则珟ｇ＝（珟ｇｉ）ｉ≥０为Ｑ（２）对应于特征值λ０ 的特征函数，进
而由式（１０）及（６）后面的结论知，^ｇ＝（^ｇｉ）ｉ≥０为Ｑ^ 对
应于特征值λ^１ 的特征函数，从而由式（１１）和下面引
理２知ｇ∞∶＝ｌｉｍ

ｉ→∞
ｇｉ存在，有限且

ｇｉ＝ｇ∞ ＋∑
∞

ｊ＝ｉ
μ^ｊ^ｇｊ，０≤ｉ＜ ∞． （１２）

　　当Ｎ＜∞时，类似可得

ｇｉ＝∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
μ^ｊ^ｇｊ，０≤ｉ≤Ｎ． （１３）

　　我们首先给出Ｑ^对应于特征值λ^１ 的特征函数的
性质．
引理２　设ｇ^为Ｑ^ 对应于特征值^λ１ 的特征函数．

若λ^１＝０，则Ｎ＝∞且ｇ^≡ｃ≠０；若λ^１＞０且ｇ^０＜０，
则ｇ^严格增且μ^（^ｇ）＝０．
证明　若λ^１＝０，由 Ｑ^ 的保守性得ｇ^≡ｃ≠０．若

λ^１＞０，由文献［２］的命题３．４和３．５即得结论．
下面给出 Ｑ 对应于特征值λ０ 的特征函数的

性质．
定理１　设ｇ为Ｑ 对应于特征值λ０ 的特征函数

且初值ｇ１ 非负．
（ⅰ）若λ０＝０，则Ｎ＝∞，ｇ＞０，严格增且

ｇ∞＜∞．
（ⅱ）若λ０＞０，则ｇ＞０，且ｇ或者单调增或者先

增后减，即存在ｋ∈Ｅ，使得当ｉ＜ｋ时，ｇｉ＜ｇｉ＋１；ｉ＞ｋ
时，ｇｉ＞ｇｉ＋１；而ｇｋ≥ｇｋ＋１．
证明　由式（１１）～（１３）及引理２易知结论成立．
第２种对偶．当Ｎ＝∞时，令Ｑ（１）＝Ｑ，Ｑ（２）＝^Ｑ．

易知Ｑ（１）、Ｑ（２）满足式（５），μ＝（μｉ）ｉ≥１为Ｑ
（１）的配称

测度．
设λ^１＞０，^ｇ＝ （^ｇｉ）ｉ≥０为Ｑ^ 对应于λ^１ 的特征函

数．则由式（１０）及（６）后面的结论知ｇ＝（ｇｉ）ｉ≥１为Ｑ
对应于特征值λ０ 的特征函数，其中

ｇｉ＝ｇ^ｉ－ｇ^ｉ－１
μｉ

，ｉ≥１．

于是

ｇ^ｉ ＝ｇ^０＋∑
ｉ

ｊ＝１
μｊｇｊ，ｉ≥１．

从而据引理２和式（７）得

μ^（^ｇ）＝μ^０^ｇ０＋∑
∞

ｊ＝１
μ^ｊ^ｇｊ ＝

ｇ^０＋ν－１０ ∑
∞

ｊ＝１
νｊ（^ｇ０＋∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｇｋ）＝０，

整理得

ｇ^０ ＝－１
φ０∑

∞

ｊ＝１
νｊ∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｇｋ ＝－

１
φ０∑

∞

ｋ＝１
μｋｇｋφｋ．

　　当Ｎ＜∞时，直接验证知前面的结论仍成立．

２　ＤＤ生灭过程特征值估计

本章我们将给出λ０的ＩＩ算子变分公式、显式估

计和逼近定理．首先推导λ０ 的精确ＩＩ算子．
设λ０＞０且ｇ＝（ｇｉ）ｉ≥１为Ｑ 对应于λ０ 的特征函

数．由第２节的讨论及在相差一非零常数因子的意义
下生灭矩阵特征函数的唯一性可知ｇ^ 为λ^１ 所对应的

Ｑ^ 的特征函数，这里

ｇ^０ ＝－１
φ０∑

Ｎ

ｋ＝１
μｋｇｋφｋ，

ｇ^ｉ ＝ｇ^０＋∑
ｉ

ｊ＝１
μｊｇｊ，１≤ｉ＜Ｎ＋１． （１４）

另一方面，由文献［３］可得λ^１ 的精确Ｉ^算子为

Ｉ^ｉ（^ｇ）＝
∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
μ^ｊ^ｇｊ

μ^ｉ^ａｉ（^ｇｉ－ｇ^ｉ－１）
≡λ^－１１ ，

１≤ｉ＜Ｎ＋１． （１５）
将式（１４）和（７）代入式（１５）得，对所有的１≤ｉ＜Ｎ＋
１，有下面关系式成立：

Ｉ^ｉ（^ｇ）＝ １ｇｉ∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
νｊ（∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｇｋ＋ｇ^０）＝

１
ｇｉ∑

Ｎ

ｊ＝ｉ
νｊ（∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｇｋ－

１
φ０∑

Ｎ

ｋ＝１
μｋｇｋφｋ）＝

１
ｇｉ∑

Ｎ

ｋ＝１
μｋｇｋ（φｉ∨ｋ－φ

ｉφｋ
φ０
）＝∶ＩＩｉ（ｇ）． （１６）

于是由式（５）及（１０）得

ＩＩｉ（ｇ）≡λ－１０ ，１≤ｉ＜Ｎ＋１． （１７）

　　注　以上并未证明λ０＝０ 时式（１７）成立，但这
并不影响后面关于变分公式、显式估计等定理的证
明，而且我们还可由显式估计证明λ０＝０时式（１７）成
立．事实上，若λ０＝０，由定理３知

∑
∞

ｋ＝１
μｋφｋ ＝ｓｕｐｎ≥１∑

ｎ

ｋ＝１
μｋφｋ ≥

ｓｕｐ
ｎ≥１
φｎ∑

ｎ

ｋ＝１
μｋ ≥δ＊ ＝ ∞．

另一方面由式（１１）及引理２知

ｇｊ ＝ｓ∑
ｊ－１

ｋ＝０
νｋ ＝ｓ（φ０－φｊ），ｊ≥１，ｓ≠０．

故对任意ｉ≥１，

ＩＩｉ（ｇ）＝ １
φ０－φｉ∑

∞

ｋ＝１
μｋ（φ０－φｋ）（φｉ∨ｋ－φ

ｉφｋ
φ０
）≥

１
φ０∑

∞

ｋ＝ｉ
μｋφｋ（φ０－φｋ）≥

φ０－φｉ
φ０ ∑

∞

ｋ＝ｉ
μｋφｋ ＝ ∞ ＝λ－

１
０ ．

　　为估计特征值，特征函数无疑起着重要作用，但
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由于一般情况下特征函数并不知晓，故用试验函数近
似模拟，这些试验函数构成ＩＩ算子的定义域，即变分
公式的函数定义域．变分公式的优点在于，代入某一试
验函数就能得到λ０ 的上界或下界估计．为得到λ０ 的

ＩＩ算子变分公式，我们将对偶变换（１４）和（１６）推广
到了Ｉ^算子的定义域．下面的引理参见文献［３］．
引理３　（ⅰ）（下界变分公式）

λ^１ ＝ｓｕｐ
ｆ^∈Ｆ^Ｉ

ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ＼｛０｝

Ｉ^ｉ（^ｆ）－１； （１８）

　　（ⅱ）（上界变分公式）

λ^１ ＝ｉｎｆ
ｆ^∈Ｆ^Ｉ

ｓｕｐ
ｉ∈^Ｅ＼｛０｝

Ｉ^ｉ（^ｆ）－１， （１９）

其中

Ｉ^ｉ（^ｆ）＝
∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
μ^ｊ^ｆｊ

μ^ｉ^ａｉ（^ｆｉ－ｆ^ｉ－１）
，ｉ∈Ｅ^＼｛０｝；

Ｆ^Ｉ ＝ ｛^ｆ：^ｆｉ严格增，ｉ∈Ｅ^＼｛０｝且μ^（^ｆ）＝０｝，

Ｆ^Ｉ ＝ ｛^ｆ：存在ｍ∈Ｅ^＼｛０｝使得ｆ^ｉ ＝ｆ^ｉ∧ｍ，

ｆ^ｉ在｛０，１，…，ｍ｝上严格增且μ^（^ｆ）＝０｝．
定理２　（ⅰ）（下界变分公式）

λ０ ＝ｓｕｐ
ｆ∈ＦＩＩ
ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）－１， （２０）

＝ｓｕｐ
ｆ∈Ｆ′ＩＩ
ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）－１， （２１）

　　（ⅱ）（上界变分公式）

λ０ ＝ ｉｎｆ
ｆ∈珘ＦＩＩ

ｓｕｐ
ｉ∈ｓｕｐｐ（ｆ）

ＩＩｉ（ｆ）－１， （２２）

其中

ＩＩｉ（ｆ）＝ １ｆｉ∑
Ｎ

ｋ＝１
μｋｆｋ（φｉ∨ｋ－φ

ｉφｋ
φ０
），ｉ∈Ｅ；

ＦＩＩ ＝ ｛ｆ：ｆｉ＞０，ｉ∈Ｅ；ｆ０ ＝０｝，

Ｆ′ＩＩ＝｛ｆ：ｆ∈ＦＩＩ且存在ｋ∈Ｅ使得ｉ＜ｋ时，ｆｉ＜ｆｉ＋
１；ｆｋ ≥ｆｋ＋１，ｉ＞ｋ 时，ｆｉ ＞ｆｉ＋１．当 Ｎ ＜ ∞
时，ｆＮ＋１∶＝０｝，
珟ＦＩＩ＝｛ｆ：存在ｍ∈Ｅ使得ｆ０＝０，ｆｉ＞０，１≤ｉ≤ｍ；

ｆｉ＝０，ｍ＜ｉ＜Ｎ＋１｝．
证明　证（ⅰ）．对任意ｆ^∈Ｆ^Ｉ，令

ｆ０ ＝０，ｆｉ＝μ^ｉ^ａｉ（^ｆｉ－ｆ^ｉ－１），ｉ∈Ｅ，
则ｆ∈ＦＩＩ，且类似式（１４）和（１６）的推导有

ｆ^０ ＝－１
φ０∑

Ｎ

ｋ＝１
μｋｆｋφｋ，^ｆｉ＝ｆ^０＋∑

ｉ

ｊ＝１
μｊｆｊ，

Ｉ^ｉ（^ｆ）＝ＩＩｉ（ｆ），１≤ｉ＜Ｎ＋１． （２３）

故由式（１８），ｓｕｐ
ｆ∈ＦＩＩ
ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）－１≥^λ１＝λ０．

反之，对任意ｆ∈ＦＩＩ，若式（２３）中第１ 个等式右
端有限，可按式（２３）定义ｆ^，此时ｆ^∈Ｆ^Ｉ；而若式（２３）
中第１个等式右端无限，则ＩＩｉ（ｆ）＝∞（ｉ∈Ｅ），此时
对式（２）右端取值没影响．故λ^１≥ｓｕｐ

ｆ∈ＦＩＩ
ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）－１．因

此式（２０）成立．

下证式（２１）．首先由Ｆ′ＩＩＦＩＩ及式（２０）易知
ｓｕｐ
ｆ∈Ｆ′ＩＩ
ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）－１ ≤λ０．

若λ０＞０，则由定理１，其对应的特征函数ｇ∈Ｆ′ＩＩ，再
由式（１７）即得

ｓｕｐ
ｆ∈Ｆ′ＩＩ
ｉｎｆ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）－１ ≥λ０．

若λ０＝０，上式显然成立．故式（２１）成立．
（ⅱ）的证明：结合式（１９）及（ⅰ）中证明方法即得

结论．
下面是关于显式估计的结果，证明思想来自于文

献［３］．这里的显式估计量δ＊的优越性在于，λ０ 的上
下界均可由δ＊ －１的常数倍控制．此外，虽然没有严格
证明δ＊≤κ，但至今并未找到反例使得该式不成立．
定理３（显式估计）　定义

δ＊ ＝ １
φ０
ｓｕｐ
ｎ∈Ｅ
φｎ∑

ｎ

ｉ＝１
μｉ（φ０－φｉ），

则

（４δ＊）－１ ≤λ０ ≤δ＊－１．

　　证明　（ａ）先证λ０≥（４δ＊）－１．取ｆｉ＝ φ槡ｉ，ｉ∈
Ｅ，则ｆ∈ＦＩＩ且由式（２０）知

λ－１０ ≤ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆ）． （２４）

而对任意ｉ∈Ｅ，我们有

ＩＩｉ（ｆ）＝ １ｆｉ∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
νｊ（∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｆｋ－

１
φ０∑

Ｎ

ｋ＝１
μｋｆｋφｋ）≤

１
φ０ｆｉ∑

Ｎ

ｊ＝ｉ
νｊ∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｆｋ（φ０－φｋ）＝

１
φ０
·
∑
Ｎ

ｊ＝ｉ
νｊ∑

ｊ

ｋ＝１
μｋｆｋ（φ０－φｋ）

∑
Ｎ

ｊ＝ｉ

（ｆｊ－ｆｊ＋１）
≤

１
φ０
ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ

∑
ｉ

ｋ＝１
μｋｆｋ（φ０－φｋ）

μｉｂｉ（ｆｉ－ｆｉ＋１）
．

记

Ｍｋ ＝∑
ｋ

ｊ＝１
μｊ（φ０－φｊ），

则由分部求和公式

∑
ｉ

ｋ＝１
ｘｋｙｋ ＝Ｘｉｙｉ－∑

ｉ－１

ｋ＝１
Ｘｋ（ｙｋ＋１－ｙｋ）

其中Ｘｉ＝∑
ｉ

ｋ＝１
ｘｋ 得出，对任意ｉ∈Ｅ，有

∑
ｉ

ｋ＝１
μｋｆｋ（φ０－φｋ）＝

Ｍｉ φ槡ｉ＋∑
ｉ－１

ｋ＝１
Ｍｋ（φ槡ｋ－ φｋ＋槡 １）≤

φ０δ＊

φ槡ｉ

＋φ０δ＊∑
ｉ－１

ｋ＝１

φ槡ｋ－ φｋ＋槡 １

φｋ
≤
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φ０δ＊

φ槡ｉ

＋φ０δ＊∑
ｉ－１

ｋ＝１

（ １

φｋ＋槡 １

－ １

φ槡ｋ

）≤
２φ０δ＊

φ槡ｉ

．

故对任意ｉ∈Ｅ，有

ＩＩｉ（ｆ）≤ １
φ０
ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ

１

μｉｂｉ（φ槡ｉ－ φｉ＋槡 １）
·２φ０δ

＊

φ槡ｉ

＝

２δ＊ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ

φ槡ｉ＋ φｉ＋槡 １

φ槡ｉ
≤４δ＊．

从而由式（２４）得λ０≥（４δ＊）－１．

（ｂ）下证λ０≤δ＊ －１．记ν［ｉ，ｊ］＝∑
ｊ

ｋ＝ｉ
νｋ．对任意

ｎ，ｍ∈Ｅ 且ｎ＜ｍ，取ｆ（ｎ，ｍ）ｉ ＝ν［ｉ∨ｎ，ｍ］１１｛１≤ｉ≤ｍ｝，ｉ∈
Ｅ，则ｆ（ｎ，ｍ）∈ＦＩＩ．于是由式（２２）得

λ－１０ ≥ ｓｕｐ
１≤ｎ＜ｍ＜Ｎ＋１

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｍ

ＩＩｉ（ｆ（ｎ，ｍ））＝

ｓｕｐ
１≤ｎ＜ｍ＜Ｎ＋１

ｍｉｎ
ｎ≤ｉ≤ｍ

∑
ｍ

ｋ＝１
μｋν［ｋ∨ｎ，ｍ］（φｉ∨ｋ－φ

ｉφｋ
φ０
）

ν［ｉ∨ｎ，ｍ］
＝

ｓｕｐ
１≤ｎ＜ｍ＜Ｎ＋１

∑
ｍ

ｋ＝１
μｋν［ｋ∨ｎ，ｍ］（φｎ∨ｋ－φ

ｎφｋ
φ０
）

ν［ｎ，ｍ］ ＝

ｓｕｐ
ｎ∈Ｅ

∑
Ｎ

ｋ＝１
μｋν［ｋ∨ｎ，Ｎ］（φｎ∨ｋ－φ

ｎφｋ
φ０
）

ν［ｎ，Ｎ］ ≥

ｓｕｐ
ｎ∈Ｅ∑

ｎ

ｋ＝１
μｋ（φｎ∨ｋ－φ

ｎφｋ
φ０
）＝δ＊． （２５）

下面是逼近定理，我们取初始迭代函数为槡φ，用

ｆ　ＩＩ（ｆ）迭代．这里槡φ虽然严格递减，但迭代一次以后
试验函数ｆｎ（ｎ≥２）或者单调增或者先增后减的，模拟
特征函数仍然合理．
定理４（逼近定理）　设δ＊＜∞．

（ⅰ）定义ｆ１＝槡φ，ｆｎ＝ｆｎ－１ＩＩ（ｆｎ－１），ｎ≥２且
δ＊ｎ ＝ｓｕｐ

ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆｎ）．则δ＊ｎ 随ｎ递减且

λ０ ≥δ＊∞－１ ≥ … ≥δ＊１ －１ ≥ （４δ＊）－１．
其中δ＊∞＝ｌｉｍ

ｎ→∞
δ＊ｎ ．

（ⅱ）对任意ｌ，ｍ∈Ｅ，ｌ＜ｍ，定义

ｆ（ｌ，ｍ）１ （ｉ）＝ν［ｉ∨ｌ，ｍ］１１｛１≤ｉ≤ｍ｝，

ｆ（ｌ，ｍ）ｎ ＝１１｛１≤ｉ≤ｍ｝ｆｎ－１ＩＩ（ｆ（ｌ，ｍ）ｎ－１ ），ｎ≥２，
及

δ＊ｎ′＝ ｓｕｐ
ｌ，ｍ：ｌ＜ｍ

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｍ

ＩＩｉ（ｆ（ｌ，ｍ）ｎ ）．

则δ＊ｎ′随ｎ递增且

δ＊－１ ≥δ＊１′－１ ≥ … ≥δ＊∞′－１ ≥λ０．
其中δ＊∞′＝ｌｉｍ

ｎ→∞
δ＊ｎ′．

证明　（ａ）先证单调性．由合分比性质得出，对
于任意ｎ≥１，有

δ＊ｎ＋１ ＝ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ

ｆｎ＋２（ｉ）
ｆｎ＋１（ｉ）

＝

ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ

∑
Ｎ

ｋ＝１
μｋｆｎ＋１（ｋ）（φｉ∨ｋ－φ

ｉφｋ
φ０
）

∑
Ｎ

ｋ＝１
μｋｆｎ（ｋ）（φｉ∨ｋ－φ

ｉφｋ
φ０
）
≤

ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ

ｆｎ＋１（ｉ）
ｆｎ（ｉ）＝δ

＊
ｎ ，

故δ＊ｎ 随ｎ递减．其次因为ｆ∈ＦＩＩ，由式（２０）知

λ－１０ ≤ｓｕｐ
ｉ∈Ｅ
ＩＩｉ（ｆｎ）＝δ＊ｎ ，ｎ≥１．

再由定理３ 的证明（ａ）知δ＊１ ≤４δ＊．从而结论（ⅰ）
成立．

（ｂ）首先由合分比性质，类似（ａ）可得δ＊ｎ′随ｎ递
增．其次因为ｆ（ｌ，ｍ）ｎ ∈珟ＦＩＩ，由式（２２）知λ－１０ ≥δ＊ｎ′．再由
定理３的证明（ｂ）知δ＊１′≥δ＊．即结论（ⅱ）成立．
下面２例均取自文献［３］，其中κ为文献［３］关

于λ０的显式估计量，｛ηｎ｝、｛η′ｎ｝分别为文献［３］中定理
６．３．对于本文引理１ 中^λ１ 的逼近序列．
例１　取Ｎ＝１０且ａｉ＝１，ｂｉ＝２，（１≤ｉ≤Ｎ），则

λ０ ≈０．２８６　１，λ－１０ ≈３．４９４　７，δ＊ ≈１．８１７　３，κ≈
１．８５１　２ 且

（ⅰ）下界逼近：δ＊１ ≈４．０３４　３，δ＊２ ≈３．６４６　１，δ＊３ ≈
３．５３７　９，δ＊４ ≈３．５０７　２，δ＊５ ≈３．４９９　４，…，δ＊１５≈λ－１０ ；

η１≈４．３５５　５，η２≈３．７４０６，η３≈３．５６９　６，η４≈
３．５２２　０，η５≈３．５０８　０，…，η１６≈^λ１

－１．
（ⅱ）上界逼近：δ＊１′≈２．５６９　２，δ＊２′≈３．２９３　５，

δ＊３′≈３．４４８　９，δ＊４′≈３．４７８　４，δ＊５′≈３．４８８　７，…，

δ＊１１′≈λ－１０ ；

η１′≈１．８１７　３，η２′≈２．５５００，η３′≈２．９９５　６，η４′
≈３．２３３　８，η５′≈３．３５６　０，…，η１６′≈^λ１

－１．

例２　取ａｉ＝ｉ，ｂｉ＝２ｉ＋４　＋槡２ （ｉ≥１），则λ０＝
３，λ－１０ ≈０．３３３　３，δ＊≈０．１７５　４，κ≈０．１７９　４且

（ⅰ）下界逼近：δ＊１ ≈０．３７３　４，δ＊２ ≈０．３５５　０，

δ＊３ ≈０．３４５　５，δ＊４ ≈０．３４０５，δ＊５ ≈０．３３８　０，…，

δ＊２０≈λ－１０ ；

η１≈０．３９８　３，η２≈０．３６５　０，η３≈０．３５０４，η４≈
０．３４３　０，η５≈０．３３９　０，…，η２５≈^λ１

－１．
（ⅱ）上界逼近：δ＊１′≈０．３３１　３，δ＊２′≈０．３３１　３，

δ＊３′≈０．３３１　３，δ＊４′≈０．３３１　３，δ＊５′≈０．３３１　３，…，

δ＊１６′≈λ－１０ ；

η１′≈０．１６５　４，η２′≈０．２１２　９，η３′≈０．２４８　４，η４′
≈０．２７３　７，η５′≈０．２９０１，…，η４０′≈^λ１

－１．
由以上２例知，本文得到的逼近序列｛δ＊ｎ ｝、｛δ＊ｎ′｝

与原对偶序列｛ηｎ｝、｛η′ｎ｝相比，不仅序列首项更接近

λ－１０ ，逼近到λ－１０ 的速度也更快，另外显式估计量δ＊要
小于κ．
感谢与陈木法院士所进行的有益讨论．
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