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摘要 � 研究了相邻状态死亡速率具有一定比例关系的一类单生 Q 矩阵, 它包括了生灭矩阵; 得到了其决定的单生

过程唯一、常返、遍历、l 遍历和强遍历的判别准则, 指数遍历的必要条件和充分条件以及平稳分布的显式

表达式.
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1 � 引言和主要结果

通常研究的单生 Q 矩阵是保守全稳定的 Q 矩阵

即对一切 i�0 有 qi �= - qii = �
j � i

q ij < � , 而且对所

有的 i�0 和 j�2满足 qi, i+ 1> 0, q i, i+ j = 0. 其决定的 Q

过程称为单生过程.

对单生过程, 国内外已经有不少研究, 参看文献

[ 1-17] 及其所引文献. 在文献[ 6-8] 和[ 10-17] 中重点

研究了单生过程的唯一性、常返性、( 普通) 遍历、指数

遍历和强遍历性以及 l 遍历性等显式判别准则, 特别

地, 文献[ 15-16 ] 研究了几类特定单生过程的若干性

质. 本文是这些工作的继续和推广. 我们考虑一类特

殊的单生 Q 矩阵: 相邻状态死亡速率具有一定比例关

系的单生 Q 矩阵, 详细地说,

qi+ 1, j = p iq ij , 0 � j � i - 1, ( 1)

其中 p i �0 ( i �1 ) . 为方便起见, 本文约定 p - 1 = p 0

= 0 和0 / 0 = 0 .

满足式( 1 ) 的这类单生 Q 矩阵, 特别地, 包括了

生灭矩阵(即是 p i = 0 ( i�1 ) 的情形) , 同时也涵盖前

述文献中不少例子, 如文献[ 15-16 ] 的全部单生 Q 矩

阵, 文献[ 8 ] 的例 2 . 1 等等.

为叙述我们的主要结果, 令

q
( j )
i = �

j

k= 0
qik ( 0 � j � i- 1, i , j � Z+ ) ,

其中 Z+ = { 0 , 1 , 2 , �} . 定义

m0 =
1

q01
, m i =

1
qi, i+ 1

( 1+ �
i- 1

k= 0
q

( k)
i m k ) , � i � 1,

F
( i)
i = 1, F

( j )
i =

1
qi, i+ 1
�
i- 1

k= j

q
( k)
i F

( j )
k , � 0 � j � i- 1,

d0 = 0, d i =
1

qi, i+ 1
( 1+ �

i- 1

k= 0
q

( k)
i d k ) , � i � 1.

文献[ 12 ] 告诉我们, 此 3 组记号有如下关系:

mi = q
- 1
01 F

( 0 )
i + d i ( i�0 ) .

再定义

d = sup
i�1

�
i- 1

j= 0
d j

�
i- 1

j= 0

F
( 0)
j

= sup
i�0

�
i

j= 0
d j

�
i

j = 0

F
( 0)
j

,

d̂ = sup
i�0

d i

F
( 0)
i

. ( 2)

� � 我们的第 1 个主要结论如下.

定理 1 � 给定一个单生 Q 矩阵满足式( 1 ) . 则其

决定唯一的 Q 过程当且仅当

�
�

i= 0

F
( 0)
i �

i

k= 0

1 - p k- 1

qk, k+ 1 F
( 0)
k

= + � , ( 3)

其中

F
( 0)
0 = 1, F

( 0)
i = �

i

j = 1

qj , j- 1 + p j- 1qj- 1

qj , j+ 1
, i � 1. ( 4)

假定此类单生 Q 矩阵正则且不可约, 则其决定的 Q

过程常返当且仅当 �
�

i= 0

F
( 0)
i = + � . 若再假设 p i � 1

( i�1 ) , 则其决定的 Q 过程遍历(正常返)当且仅当

( d = d̂ = ) �
�

i= 0

1- p i- 1

qi, i+ 1F
( 0)
i

< + � . ( 5)

� � 此时, 过程的平稳分布为:

�0 =
1

1 + q01 d
,

�i = ( 1 -
p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i
)

q01�0
qi, i+ 1F

( 0)
i

, i � 1. ( 6)

� � 注 1 � 对满足式( 1 )的单生 Q 矩阵, 不可约的假

设是蕴含 q10 > 0 . 否则, 若 q10 = 0 , 则由式( 1 ) 推出

qi0 = 0 ( i�1 ) , 这与不可约矛盾.

定理 2 � 给定一个单生 Q 矩阵满足式( 1 ) . 假定
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其正则不可约, 其决定的 Q 过程遍历, 而且由式( 4 )

定义的 F
( 0 )
i 满足

lim
i � �

qij

qi, i+ 1 F
( 0)
i

= 0, j � 0. ( 7)

则过程的平稳分布为:

�0 =
1

1+ q01M
,

�i = ( 1 -
p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i
)

q01�0
qi, i+ 1F

( 0)
i

, i � 1, ( 8)

其中

M = �
�

i= 0
( 1 -

p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i
)

1
qi, i+ 1F

( 0)
i

. ( 9)

� � 注 2 � 注意上述定理并没有定理 1 中 � p i � 1

( i�1 )�的假设, 但加了条件( 7 ) . 另外, 从平稳分布

( 6 )和( 8 )可以看出式( 5 )和( 9 )中 2 个收敛级数是相

等的, 即 d = M.

对单生 Q 矩阵决定的单生过程 X ( t) , 定义状态 i

的击中时 �i�= inf { t > �1 : X ( t ) = i } , 其中 �1 �=

inf { t> 0 : X ( t ) �X ( 0 ) }为 X ( t) 的第一次跳时刻. 记

击中时的 l 阶矩为 mij
( l)�= E i�j l

, 其中 E i 表示从状态

i 出发的数学期望. 定义

d
( l)
0 = 0 ,

d
( l)
i =

1
q i, i+ 1

( m
( l- 1 )
i0 + �

i- 1

k= 0

q
( k)
i d

( l)
k ) , i � 1 . ( 10 )

再令

d
( l)

= sup
i�1

�
i- 1

j = 0

d
( l)
j

�
i- 1

j = 0

F
( 0 )
j

= sup
i�0

�
i

j = 0

d
( l)
j

�
i

j = 0

F
( 0 )
j

,

d̂
( l)

= sup
i�0

d
( l)
i

F
( 0 )
i

, l � 1 . ( 11 )

注意到对所有 i �1 有 m
( 0 )
i0 = 1 成立. 当 l= 1 时, 我

们分别省去式( 10 )和( 11 )中的上标( l) , 简记为 d i , d

和 d̂ , 这样与前面的定义是一致的( 如式( 2 ) ) . 另外,

文献[ 13 ] 中证明了以下公式:

m
( l)
i0 = l �

i- 1

j= 0

( F
( 0)
j d

( l)
- d

(l)
j ), i � 1, l �1 . ( 12)

所以式( 10 )中的 m
( l- 1 )
i0 是递归可计算的. 我们的第 3

个主要结果如下.

定理 3 � 给定一个单生 Q 矩阵满足式( 1 ) . 假设

0 � p i � 1 ( i �1 ) 且其对应的 Q 过程常返. 则有对于每

个 l�0 , m
( l)
i0 关于 i �1 是单调增的且

m
( l)
i0 = l �

i- 1

j = 0

F
( 0 )
j �

�

k= j+ 1

m
( l- 1 )
k0 - p k- 1m

( l- 1 )
k- 1 , 0

q k, k+ 1F
( 0 )
k

,

i � 1 , l � 1 . ( 13 )

进一步, 有以下 4 个结论成立:

1 ) 过程是 l 遍历的当且仅当

�
�

k= 1

mk
( l- 1 )

- p k- 1m
( l- 1 )
k- 1

q k, k+ 1 F
( 0 )
k

< � ,

其中 l�1 .

2 ) 过程强遍历的充分必要条件是

�
�

i= 0

F
( 0)
i �

�

j= i+ 1

1 - p j- 1

qj , j+ 1F
( 0)
j

< � .

� � 3 ) 过程指数遍历的必要条件是 q�= inf
i�0

qi > 0 和

��= sup
i�1 �

i- 1

j= 0
F

( 0)
j �

�

j = i

1- p j- 1

qj , j+ 1 F
( 0)
j

< � . ( 14)

� � 4 ) 假定sup
i�1

p i < 1 . 则 q> 0 和 �< � 是过程指数

遍历的充分条件.

2 � 定理的证明

定理 1的证明 � 由式( 1 ) 易知, 对所有的 0 � j �

i- 1 , 有 q
( j )
i+ 1 = p iq

( j )
i . 再由定义得到

F
( j )
j+ 1 =

qj+ 1, j + p jq j - p j q j , j+ 1

qj+ 1, j+ 2
,

F
( j )
i =

qi, i- 1 + p i- 1qi- 1

qi, i+ 1
F

( j )
i- 1 , 0 � j � i - 2,

因此,

F
( j )
i = �

i

k= j+ 1

qk, k- 1 + p k- 1qk- 1

qk, k+ 1
�

( 1 -
p j q j , j+ 1

qj+ 1, j + p j q j
) , 0 � j � i - 1.

注意到 p 0 = 0 , 因此, 当 j = 0 时, 特别地有

F
( 0)
i =

qi, i- 1 + p i- 1qi- 1

qi, i+ 1
F

( 0)
i- 1 , i � 1,

所以, 我们得到

F
( 0)
i = �

i

k = 1

qk, k- 1 + p k- 1qk- 1

qk, k+ 1
, i � 1. ( 15)

继而

F
( j )
i = ( 1 -

p j q j , j+ 1

qj+ 1, j + p j q j
)

F
( 0)
i

F
( 0)
j

, 0 � j � i- 1.

( 16)

同时, 由定义得到

d0 = 0, d i =
1- p i- 1

qi, i+ 1
+

qi, i- 1 + p i- 1qi- 1

qi, i+ 1
d i- 1 , i � 1.

用数学归纳法不难证明

d i = F
( 0)
i �

i

k= 1

1 - p k- 1

qk, k+ 1 F
( 0)
k

, i � 0. ( 17)

因此,

mi = F
( 0)
i �

i

k= 0

1- p k- 1

qk, k+ 1F
( 0)
k

, i � 0. ( 18)

由文献[ 7 ] 可知, 其决定的 Q 过程唯一, 当且仅当

�
�

i= 0
mi = + � , 再结合式( 15) 和( 18) 知, 此即式( 3)

和( 4) . 同样由文献[ 7] 知, 其决定的 Q 过程常返当且
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仅当 �
�

i= 0
F

( 0)
i = + � , 由此得到常返性的判别准则.

下面假设 p i � 1 ( i�0 ) . 由式( 2 )、( 17 ) 和 Stolz

定理知

d � lim
i� �

�
i

j = 0

d j

�
i

j = 0
F

( 0)
j

= lim
i � �

d i

F
( 0)
i

= �
�

k= 1

1 - p k- 1

qk, k+ 1 F
( 0)
k

= d̂.

而显然 d � d̂ , 因此, 得到

d = d̂ = �
�

i= 0

1- p i- 1

qi, i+ 1F
( 0)
i

. ( 19)

由文献[ 7 ] 知, 其决定的 Q 过程遍历当且仅当d < � ,

所以由式( 19 )立刻得到遍历性的准则( 5 ) .

对 l�0 , 定义

c l = sup
i�l+ 1

�
i- 1

j = l
m j

�
i- 1

j = l
F

( l)
j

= sup
i�l

�
i

j = l
m j

�
i

j= l
F

( l)
j

, ĉl = sup
i�l

mi

F
( l)
i

.

一般 c l � ĉ l , 但由 0 � p i � 1 ( i�0 ) 这个假设, 结合式

( 16 )、( 18 )以及 Sto lz定理知

cl � lim
i � �

�
i

j = l
m j

�
i

j = l
F

( l)
j

= lim
i � �

mi

F
( l)
i

=

( 1 -
p l ql , l+ 1

q l+ 1 , l + p l ql
)

- 1
F

( 0 )
l �

�

k= 0

1 - p k- 1

q k, k+ 1F
( 0 )
k

= ĉl .

因此得到

cl = ĉl = ( 1 -
p l ql, l+ 1

ql+ 1, l + p l ql
)

- 1
F

( 0 )
l �

�

i= 0

1 - p i- 1

q i, i+ 1F
( 0 )
i

, l �0 .

由文献[ 14 ] 知, 过程的平稳分布为 �l = 1 / ( ql, l+ 1 c l )

( l�0 ) , 结合上式立刻计算出式( 6 ) .

注 3 � 在允许 p i > 1 的情形. 注意由式( 17 ) 知,

依然有级数 �
�

k= 1
( 1- p k- 1 ) / ( qk, k+ 1 F

( 0)
k ) 的部分和

�
i

k = 1

1 - p k- 1

qk, k+ 1F
( 0)
k

=
d i

F
( 0)
i

� 0, i � 0.

此时, 式( 5 )还是过程遍历的充分条件. 因为式( 5 )成

立即 �
�

k= 1

( 1- p k- 1) / ( qk, k+ 1F
( 0)
k ) < + � , 则该级数部分

和序列有界, 从而 d � d̂< � , 即得证过程遍历.

定理 2的证明 � 只需验证式( 8 ) 的( �i ) 满足下列

方程

�
i

�iq ij = 0, j � 0,

即

�
i

�iq i0 = 0, �
i

�iq ij = 0, j � 1. ( 20)

从式( 4 )中注意到

F
( 0)
i+ 1

F
( 0)
i

=
qi+ 1, i + p iq i

q i+ 1, i+ 2
, i � 0.

继而由上式可以得到

( 1 -
p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i
)

1
qi, i+ 1F

( 0)
i

=

1
qi, i+ 1 F

( 0)
i

-
p i

q i+ 1, i+ 2 F
( 0)
i+ 1

, i � 0. ( 21)

下面先验证式( 20 )的第 1 式. 由式( 8 )知, 等价于验

证

�
�

i= 0
( 1 -

p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i
)

qi0

qi, i+ 1 F
( 0)
i

= 1.

由式( 21 )和 p iq i0 = p i+ 1 , 0 ( i �1 ) 得出: 对 k �1 ,

�
k

i= 1

( 1 -
p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p i qi
)

qi0

qi, i+ 1F
( 0)
i

=

�
k

i = 1

(
qi0

qi, i+ 1F
( 0)
i

-
qi+ 1, 0

qi+ 1, i+ 2F
( 0)
i+ 1

) =
q10

q12 F
( 0)
1

-
qk+ 1, 0

qk+ 1, k+ 2 F
( 0)
k+ 1

.

再结合条件( 7 ) 得证

�
�

i= 0

( 1 -
p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i

)
qi0

qi, i+ 1 F
( 0)
i

=
q10

q12 F
( 0)
1

= 1.

接着验证式( 20 )的第 2 式. 由于是单生矩阵, 等价于

验证

�
�

i= j

�i qi, j+ 1 = 0, j � 0.

由式( 8 )知, 又等价于证明

� ( 1 -
p j q j , j+ 1

qj+ 1, j + p j q j
)

qj , j+ 1

qj , j+ 1F
( 0)
j

+

� �
�

i= j+ 2

( 1 -
p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iqi

)
qi, j+ 1

qi, i+ 1F
( 0)
i

=

� ( 1 -
p j+ 1qj+ 1, j+ 2

qj+ 2, j+ 1 + p j+ 1qj+ 1
)

qj+ 1

qj+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

, j � 0.

由式( 21 )和 p iq i, j+ 1 = p i+ 1 , j + 1 ( i �j + 2 ) 得出

� �
k

i= j+ 2
( 1 -

p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iq i
)

qi, j+ 1

qi, i+ 1F
( 0)
i

=

� �
k

i= j+ 2

(
qi, j+ 1

qi, i+ 1 F
( 0)
i

-
qi+ 1, j+ 1

qi+ 1, i+ 2 F
( 0)
i+ 1

) =

� qj+ 2, j+ 1

qj+ 2, j+ 3F
( 0)
j+ 2

-
qk+ 1, j+ 1

qk+ 1, k+ 2 F
( 0)
k+ 1

, k � j + 2.

所以, 再由式( 7 )和( 21 ) 得到

� ( 1 -
p j qj , j+ 1

qj+ 1, j + p jq j
)

qj , j+ 1

qj , j+ 1F
( 0)
j

+

� �
�

i= j+ 2
( 1 -

p iq i, i+ 1

qi+ 1, i + p iqi
)

qi, j+ 1

qi, i+ 1F
( 0)
i

=

� qj , j+ 1

qj , j+ 1F
( 0)
j

-
p j q j , j+ 1

qj+ 1, j+ 2 F
( 0)
j+ 1

+
qj+ 2, j+ 1

qj+ 2, j+ 3 F
( 0)
j+ 2

=

� qj+ 1, j + p j q j

q j+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

-
p j q j , j+ 1

qj+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

+
qj+ 2, j+ 1

qj+ 2, j+ 3F
( 0)
j+ 2

=

� qj+ 1 - qj+ 1, j+ 2

qj+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

+
qj+ 2, j+ 1

qj+ 2, j+ 3F
( 0)
j+ 2

=
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� qj+ 1

qj+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

-
qj+ 2, j+ 1 + p j+ 1qj+ 1

qj+ 2, j+ 3F
( 0)
j+ 2

+
qj+ 2, j+ 1

qj+ 2 , j+ 3 F
( 0)
j+ 2

=

� qj+ 1

qj+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

-
p j+ 1qj+ 1

qj+ 2, j+ 3F
( 0)
j+ 2

=

� ( 1 -
p j+ 1qj+ 1, j+ 2

qj+ 2, j+ 1 + p j+ 1qj+ 1
)

qj+ 1

qj+ 1, j+ 2F
( 0)
j+ 1

, j � 0.

由此, 得证命题结论.

定理 3的证明 � ( 1 ) 由定义( 10 )容易得到

d
( l)
0 = 0 , d

( l)
i =

m
( l- 1 )
i0 - p i- 1 m

( l- 1 )
i- 1 , 0

q i, i+ 1

+

qi, i- 1 + p i- 1q i- 1

q i, i+ 1
d

( l)
i- 1 , i � 1 .

再用数学归纳法可以得到

d
( l)
i = F

( 0)
i �

i

k= 1

m
( l- 1 )
k0 - pk- 1 m

( l- 1 )
k- 1, 0

qk,k+ 1F
(0 )
k

, i � 0. ( 22)

� � 如果 m
( l- 1 )
i0 关于 i �1 是单调增的, 则我们有

m
( l- 1 )
i0 - p i- 1 m

( l- 1 )
i- 1 , 0

q i, i+ 1F
( 0 )
i

� ( 1 - p i- 1 ) m
( l- 1 )
i0

q i, i+ 1F
( 0 )
i

� 0 , i � 1 .

( 23 )

注意上面非负性的证明用到了 p i � 1 ( i�0 )的假设.

再由式( 11 )、( 22 )和 Sto lz定理知

d
( l) � lim

i � �

�
i

j = 0

d
( l)
j

�
i

j = 0

F
( 0 )
j

= lim
i � �

d
( l)
i

F
( 0 )
i

=

�
�

k= 1

m
( l- 1 )
k0 - p k- 1 m

( l- 1 )
k- 1 , 0

qk, k+ 1 F
( 0 )
k

= d̂
( l)

. ( 24 )

而显然 d
( l) � d̂

( l)
, 因此, 我们得到

d
( l)

= d̂
( l)

= �
�

i= 0

m
( l- 1 )
i0 - p i- 1 m

( l- 1 )
i- 1 , 0

qi, i+ 1 F
( 0 )
i

. ( 25 )

� � 下面证明对于每个 l�0 , m
( l)
i0 关于 i �1 的确是单

调增的. 显然结论对 m
( 0 )
i0 ( = 1 ) 成立. 由式 ( 12 )、

( 17 )和( 19 ) 知,

m
( 1)
i0 = �

i- 1

j= 0

F
( 0)
j �

�

k= j+ 1

1 - p k- 1

qk, k+ 1F
( 0)
k

, i � 1.

因此 m
( 1 )
i0 是单调增的. 此时由前面的讨论知

d
( 2)

= d̂
( 2)

= �
�

i= 0

m
( 1)
i0 - p i- 1 m

( 1)
i- 1, 0

qi, i+ 1F
( 0)
i

.

再用式( 12 )和( 22 )推出

m
( 2)
i0 = 2�

i- 1

j = 0

F
( 0)
j �

�

k= j+ 1

m
( 1)
k0 - p k- 1 m

( 1)
k- 1, 0

qk, k+ 1F
( 0)
k

, i � 1.

进而得到 m
( 2 )
i0 的单调增性质. 因此, 由归纳法不难得

出, 对于每个 l �0 , m
( l)
i0 是单调增的, 而且结合式

( 12 )、( 22 )和( 25 ) 可以证明式( 13 )成立.

( 2 ) 由文献[ 17 ] 知, 其决定的 Q 过程 l 遍历当且

仅当 d
( l)

< � , 再结合式( 25 ) 立刻得到 l 遍历的判别

准则. 由文献 [ 12 ] 知, 过程 强遍历当且仅当

sup
i�0 �

i

j = 0
( F

( 0)
j d - d j ) < � . 再由式( 17 )和( 19 )即得证

强遍历的判别准则.

( 3 ) 由式( 13 )和 m
( l- 1 )
i0 单调增性质, 我们有

m
( l)
i0 � l �

i- 1

j = 0

F
( 0 )
j �

�

k= i

( 1 - p k- 1 ) m
( l- 1 )
k0

q k, k+ 1F
( 0 )
k

�

l( �
i- 1

j= 0

F
( 0 )
j �

�

k= i

1 - p k- 1

qk, k+ 1 F
( 0 )
k

) m
( l- 1 )
i0 , l � 2 .

同时, 注意到

m
( 1)
i0 � �

i- 1

j= 0
F

( 0)
j �

�

k= i

1 - p k- 1

qk, k+ 1 F
( 0)
k

.

因此, 归纳得到

m
( l)
i0 � l!( �

i- 1

j = 0

F
( 0 )
j �

�

k= i

1 - p k- 1

q k, k+ 1F
( 0 )
k

)
l
, l � 1 .

以下的证明参见文献[ 8 ] . 由过程指数遍历知存在 �

满足0 < �< qi (对于一切 i�0 ) , 使得 E i e��0 < � ( i �

1 ) . 再由其 Tay lor 展开式及上式推出

�
�

l= 1

(��
i- 1

j = 0

F
( 0 )
j �

�

k= i

1 - p k- 1

q k, k+ 1F
( 0 )
k

)
l
< � ,

因此, 我们有

�
i- 1

j = 0
F

( 0)
j �

�

k= i

1- p k- 1

qk, k+ 1F
( 0)
k

< �
- 1

, i � 1.

再关于 i 取上确界得�� �- 1
< � . 指数遍历的必要条

件由此得证.

( 4 ) 至于指数遍历充分条件的证明, 方法完全类

似于文献[ 8 , 15 , 16 ] . 由于篇幅所限, 这里我们不再

给出证明细节.

注 4 � 由式( 5 )和( 17 )可以知道, 条件( 14 ) 即为

�= sup
i�0 �

i

j= 0
F

( 0)
j ( d -

d i

F
( 0)
i

) < � . ( 26)

这正是文献[ 8 ] 的注 3 中所猜想的单生过程指数遍历

的判别准则. 故在 0 � p i � c< 1 ( i �1 ) 的情形, 看起

来我们证明了该猜想. 但是若定义

���= sup
i�0 �

i

j = 0
F

( 0)
j �

�

j=

1
qj , j+ 1 F

( 0)
j

.

由上式和( 14 ) , 显然 �� ��, 但是此时, ( 1 - c) �� � �,

所以, �< � 等价于 ��< � . 故在此情形下� ��< � �也

是指数遍历的判别准则. 但在一般情形时, 文献[ 8 ] 证

明了� ��< � �是单生过程指数遍历的充分条件, 而文

献[ 17 ] 中的例 2 . 1 说明它并不是指数遍历必要条件.

所以, 若能够去掉定理 3 中( 4 ) 的� sup
i�1

p i < 1�假定,

此时才能说, 对满足式( 1 ) 的单生 Q 矩阵, 我们真正

证明了文献[ 18 ] 的猜想. 直观上, p i 越大, 过程越容

易指数遍历, 而实际上式( 14 ) 或( 26 ) 也是越容易成

立, 因此, 有理由相信该猜想是正确的. 文献[ 8 ] 中

的方法稍加改进, 能够处理� 0 � p i � c< 1 ( i � 1 )�的
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情形, 但是处理一般� 0 � p i � 1 ( i �1 )�情形有本质困

难, 说明该方法还不够精细.

3 � 随机可比性、击中时矩与遍历性

本节探讨和研究 Q 过程随机可比性质与击中时

矩及各种遍历性的关系. 给定 Z+ 上 2 个马氏过程

X
( k)

( t ) , 其转移函数记为 P
( k)

( t ) = ( p
( k)
ij ( t ) ) , k= 1 ,

2 . X
( 1 )

( t)与 X
( 2 )

( t)随机可比是指

�
j �k

p
( 1)
ij ( t) � �

j �k

p
( 2)
mj (t) , i � m, k � 0, t �0.

若X
(1 )

( t)= X
( 2 )

( t)且随机可比, 则称该过程随机单调.

文献[ 7 ]告诉我们, 对2 个正则 Q矩阵Q
(k)

= ( q
( k)
ij ) )( k=

1, 2)而言, 其决定的 Q过程 X
(1 )

( t) 与X
( 2)

( t)随机可比

当且仅当 Q 矩阵 Q
( 1 ) 与 Q

( 2 ) 可比, 即

�
j �k

q
( 1)
ij � �

j �k

q
( 2)
mj ( t ) , i � m, k � i 或 k �m + 1.

( 27)

若 Q
( 1 )

= Q
( 2 ) 且式( 27 ) 成立, 则称该 Q 矩阵单调. 考

虑 2 个过程的状态0 击中时 �( k)
0 = inf { t> 0 : X

( k)
( t)

= 0 } ( k= 1 , 2 ) . 我们有以下结论.

命题 1 � 给定 2 个正则 Q 矩阵 Q
( k)

= ( q
( k)
ij ) ( k=

1 , 2 ) . 若Q
( 1 ) 与 Q

( 2 ) 可比即式( 27 )成立, 则状态0 击

中时的任意 n 阶矩有

E i�
( 1) n
0 � E m�

( 2) n
0 , i � m, n � 0.

进而若过程 X
( 2 )

( t ) 遍历 ( l 遍历, 指数遍历或强遍

历) , 则过程 X
( 1 )

( t) 有同样的遍历性.

证明 � 由文献[ 7 ] 知, 其决定的 Q 过程X
( 1 )

( t)与

X
( 2 )

( t)是随机可比的. 而由文献[ 18 ] 知, 必定存在正

则保序的耦合马氏链 �P ( t) = (�p ( i, m) , ( j , n) ( t ) ) , 即

�
( j , n) : j � n

�p ( i, m) , ( j , n) ( t ) = 1, i � m, t � 0.

此即

P
( i, m)

{ X
( 1)

( t) � X
( 2)

( t) } = 1, i � m, t � 0.

进而由轨道的右连续性得出

P
( i, m)

{ X
( 1)

( t) � X
( 2)

(t) , t � 0} = 1, i � m.

由此推出 P
(i, m)

{�( 1 )
0 � �(2 )

0 } = 1 (i � m) . 所以, 我们有

E i�(1) n
0 � Em�(2) n

0 , i � m, n � 0.

特别地,

E i�
( 1) n
0 � E i�

( 2) n
0 , i � 1, n � 0.

继而, 可以得到 E i e
��(1 )

0 � E i e
��(2 )

0 对所有 i �1 和�> 0

成立. 由上述事实, 结合文献[ 7 ] 的定理 4 . 44 和文

献[ 19 ] , 则定理的第 2 部分结论可以立刻得证.

命题 1 说明在遍历性问题研究中, Q 矩阵可比或

者Q 过程随机可比的条件要严格强于击中时矩的比

较条件, 文献[ 17 ] 中正是构造新的生灭过程使其与原

单生过程击中时矩的可比较, 来研究原单生过程的各

种遍历性问题. 命题 1 的应用有两个方面, 一是寻找

满足可比条件的新 Q 矩阵, 而且所研究的遍历性对新

过程而言必须是已知的或者已有判别准则, 从而可以

研究原过程的遍历性质; 二是对随机单调的过程, 现

在我们知道E i�l
0 关于 i 一定是单调增函数, 此性质对

于多维 Q 过程的研究是有帮助的, 参看文献[ 10 ] 和

[ 20 ] . 对正则单调的单生 Q 矩阵, 若所决定的单生过

程是 l 遍历的, 则由上述性质、式( 12 ) 和文献[ 17 ] 的

命题 3 . 1 及其证明, 可以推出 d
( l)

= d̂
( l)

< � .

现在还是回到单生 Q 过程的随机可比性. 给定一

个全稳定保守的单生Q 矩阵Q= ( qij ) . 由式( 27 ) 不难

验证 Q 单调当且仅当 q
( k)
i �q

( k)
i+ 1 对一切0 � k � i- 1 成

立. 给定 2 个正则的单生 Q 矩阵 �Q = ( �qij ) 和 Q =

( qij ) . 同样容易验证其决定的单生过程随机可比当且

仅当�q( k)
i \ q

( k)
m 对一切 i [ m 和0 [ k [ i- 1 成立. 若是

满足条件式( 1 ) 的单生 Q 矩阵, 注意到式( 1 )等价于

q
( k)
i+ 1 = p iq

( k)
i , 0 [ k [ i - 1,

其中 p i \ 0 ( i \ 1 ) , 当 p i [ 1 ( i \ 1 ) 时, 该 Q 矩阵必

定单调, 由此知道该正则单生 Q 矩阵对应的过程是随

机单调的.

如果所研究的正则单生 Q 矩阵�Q = ( �qij ) 是单调

的, 即满足

�q( k)
i+ 1 [ �q

( k)
i , 0 [ k [ i - 1,

定义 p i = m in
0 [ k [ i- 1

�q
( k)
i+ 1 / �q

( k)
i ( i \ 1 ) . 则可以构造新全稳

定保守单生 Q 矩阵如下: qij = �q ij ( j \ i+ 1 ) ;

q10 = �q10 , qi+ 1, j = p i qij ,  0 [ j [ i - 1;

qii = - qi = - E
j X i

q ij ( i \ 0) .

此时新单生 Q 矩阵满足式( 1 ) 且 p i [ 1 ( i \ 1 ) 的, 由

前面的讨论知, 新单生 Q 矩阵单调, 且 �Q 与其可比

(由于 Q 矩阵的单调性, 故这两个 Q 矩阵可比仅需满

足�q
( k)
i \ q

( k)
i ( 0 [ k [ i- 1 ) ) . 若新单生 Q 矩阵还是正

则的, 由命题 1、定理 1 和定理3 可以得到原单生过

程各种遍历性的充分条件.

在本文完成过程中与马宇韬博士进行了有益讨

论,特致感谢.
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A CLASS OF SINGLE BIRTH Q-MATRICES WITH

SOME PROPORTIONAL DEATH RATES FOR NEIGHBOR STATES

ZH ANG Yuhui
( School of Mathem at ical Sciences, Beijin g Normal University, 100875, Beijing, Ch ina)

Abstract  Single birth Q- matr ices, including birth-death matrices, w ith the death rates of neighbo ring

states having certain pr opo rt ional relat ionships are invest igated. Criteria are obtained on uniqueness,

recurrence, erg odicity, l-ergodicity and st rong erg odicity for these single birth pro cesses. Necessar y and

suff icient condit ions for exponent ial ergodicity and expression of stat ionary dist ribut ions are presented.

Key words  single birth processes; stationary dist ribut ion; ergodic; exponent ially ergodic; st rongly

er godic; l- ergodic


