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摘 要 本文给出了带移民单生过程唯一}断 常返性 遍历 强遍历的显式判别准则和
指数遍历的显式充分条件 , 以及 0 点首中时的 阶矩显式表达式.作为应用, 给出了带
移民生灭过程的相关性质 , 并且在文末讨论了几个例子的各种遍历性.
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1 引言与主要结论

令 (X (t) ) 2 为定义在可数状态空间 E 二{0 ,1,2 , } 上的连续时间不可约马氏链, 具有转

月端 日期:200, 02一15; 接受日期:2010- 0 02
基金项目:国家重点基础研究发展计划 973 项目 (2006 c B 805901 ); 国家自然科学基金资助项目 (l 0721091 )



数 学 学 报 中 文 版 53卷

移概率矩阵尸(幻= 伽灯(t) )和速率 Q 矩阵 Q 二(吼力.方林胃单生 Q 矩阵即是如下特殊 Q 矩阵

甄 十:> 0 (葱全0) , 吼j = 0 仃> + 1, 葱,j c E ).

相应的 Q 过程称为单生过程.单生过程是一类极其重要的马尔可夫过程, 一方面 , 在理论研究中,

由于其模型的特殊 , 往往是研究一般马尔可夫过程的切入点和有力工具;另一方面, 它有很强的

应用背景, 在生物学 人口学 化学 经济学 电子通信等学科中都有重要的应用 {卜 . 有关一

般单生过程的研究已有很多结果, 可参阅文 !份12].

在许多现实模型中, 从任一状态 葱出发, 下一步可到达 坛十1 或 葱之前的任意j , 一旦回到初

始状态 0 , 从 O 出发可以到达任意状态, 而不是只往前跳一步到达 1. 比如在生物模型中, 对封闭

实验系统的生物在其灭绝后 , 人为地移入该生物, 使系统继续运行.因此, 推广一般的单生过程具

有更广泛的应用背景和理论研究价值.文 !13 , 1司研究了具有突变率的广义生灭过程即带移民生

灭过程, 实际上 , 此类过程是本文将要研究的带移民单生过程的一个特例. 下面首先给出带移民

单生过程的定义.

定义 1.1 称保守全稳定 Q 矩阵 Q = (qij :云,J 任E )为带移民单生 Q 矩阵, 如果

q0j 全0, j 2 1: 口, + i > 0 , 叭, +j = 0 , 云2 1, J 全2.

相应的 Q 过程称为带移民单生 Q 过程.

由全稳定保守知, Q 矩阵(qij )满足吼:= 一如二瓦 , qij < co ( 全0). 如果 Q 矩阵全
稳定保守且确定唯一 Q 过程, 我们称 Q 矩阵是正则的.如果单生 Q 矩阵不可约, 则 qo j 不全为

0.特别地, 当 q0 : > 0, q0j = 0口全2), 即为通常的单生 Q 矩阵. 在马氏链的理论研究中, 唯一
性 常返性和遍历性是三类经典的问题.本文对带移民单生过程研究这些经典问题, 为叙述主要

结果, 引入下面的记号, 这些记号常用于单生过程的研究 (见文 !v]) .

对  < ,定义必,一E奥 .再定义
1 1 / _ 留 \

m o = 一 , m 几= ( 1 + 少 g扩 ,m 无1 , 几全1 ,
qo q n , + 1 :户长 /

凡 二二 U

(1.1)

玲 )= 1, 玲)二
一生-梦碟,耳分如 , 十I t竺

八口一 汤

0 三乞< 残夕 (1.2)

*一, 以一止 (1+岁褚)d , :1.乳 , + 1 之茸{ /
兀 二二二U

(1.3)

这三组记号满足如下关系

= 叮 睽 )+ 人(n 全0) .
下面是本文的主要结果:

定理 1.1 唯一性.给定全稳定保守带移民单生 Q 矩阵 Q = (钧), 则其决定唯一带移民单

生过程当且仅当R := E 裘 = oo
定理 1.2 常返性.给定正则不可约带移民单生 Q 矩阵 Q = (qj ), 则其决定的带移民单生

过程常返当且仅当云裘 衅 )一co .

在马氏链的遍历理论研究中, 通常研究三种遍厉比即普通遍历, 指数遍历和强遍历.关于这

三种遍厉性的定义及相关论题, 请参阅文 匡,7 ,51 .这里给出了带移民单生过程三种遍历的显式判

别准则或充分条件.
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定理 1.3 遍历性.给定正则不可约带移民单生

过程遍历 (正常返)当且仅当
n , 几

d: = su p了 d* / 丫 尺0) < co 且 I ::
n > 0 丁吮 l 尸吮.二u k = 0 矛 k = 0

Q 矩阵 Q = (g j),

沉 , 几一 1

:艺q0 艺 (d嵘0)
n = I k 二0

则其决定的带移民单生

一d )< oo

注 1.1 如果 q0 : > 0 , q0 , 二0(j 全2), 则回到单生过程, 此时 I = q0 1d 成立.所以, 这一结

果显然还是单生过程的推广.

定理 1.4 强遍历性.给定正则不可约带移民单生 Q 矩阵 Q = (qij ), 则其决定的带移民单

生过程强遍历的当且仅当

及一sup又 (咧0) 一叼 < co,
n 夕 O 下下.

一 凡二二 U

其中d 的定义见定理 1.3.

定理 1.5 指数遍历性 给定正则不可约带移民单生 Q 矩阵 Q =

oo j 一1 云一1 0 0

艺q0,艺可0) <戈
j = 1 云= 0 :一蕊叭> 0 且 M :- sup又可,又t> 0 二: 二 一 ,于- .

J = u J = 书

(qij ).若

1

一 一-一二二二 < () O ,

p 气U )
幻 ,J + 1与

(1.4)

则其决定的带移民单生过程指数遍历.

本文内容安排如下:唯一性和常返性的证明将在下节给出, 第三节主要是几种遍历性的证明,

第四节给出了 点首中时的 n 阶矩表达式, 并由此再次得到遍历 强遍历以及 沼遍历的充分必

要条件. 作为应用 , 第五节给出了带移民生灭过程的一些相关性质 , 并举出一些例子以加强对带

移民单生过程各种性质的理解.

2 唯一性和常返性的证明

为证明定理 1.1需要两个引理.要说明的是, 引理 1.2 的思想实际源自于文 !14 , 引理 5.1.1] .

引理 2.1 给定全稳定保守带移民单生 Q 矩阵 Q = (蜘). 对任意取定的非负整数 N 全0,

递归地定义数列

二黔 -

60) -

1+ 梦一,
q N ,N + i 饥妙)= 湍(1 一,+鹭g,m了,)八 石二二J 丫

n > N 2 1, (2.1)

l ,n 1 /
一 t j l _ ,

一 , I, 六 一
qo q , + l \

几一 1 八

1+艺才,二岁,)
无= 0 ,

n 全 1 ,

则级数E 柔N 二妙)的敛散性与N 无关, 即所有级数同敛散.

证明 记RN :一E 裘N 二梦).只需证明对任意N 全 , 有RN < co 等价于RN+ , < co .首

先, 由 俨)的定义得出

艺+

二黔,一黔一升 f 一黔m黔叹几,几十1 \
k = N + 1心,(m沪一沪,,), n Z N + 1.

再由 (1.2)和 (2.1) 并结合上式, 不难用归纳法证明以下性质

m妙+ , 三 妙)+以N,, 妙)三 妙+ , + (二妙+ )+ 烈N+ ,) 才), 全万+ i,
同时容易由归纳法得到

嵘 , 三二梦,/二梦,, : K 全0



数 学 学 报 中文 版 53卷

进而由以上两式可以推出

m妙+l,:(1+瑞 )二妙,, 饥妙,: 1+{1七蒜)m才,)m妙+1,, 几:, +l\ 了I 人r / \ \ 7 1杏凡r 吐一 / /
J 一 J , , 尸山

由此即知 R N < co 等价于 R N十1 < co .证毕.

由文 17, 定理 2.40 和定理 2.4刘立即得出如下引理.

引理 2.2 全稳定保守Q 矩阵Q 二(仇力决定的Q 过程唯一的充分必要条件是方程

u 一艺 , /(, + ), 0兰 : , 全0
J笋葱

对某个 (等价地 , 对所有)入> 0 只有平凡解 , 或者说最大解为零解.等价地 , 方程

一艺 /(入+ ), 二全0, 全
j笋诬

(2.2)

对某个 (等价地 , 对所有)入> 0 的非平凡解无界.

定理 1.1 的证明 (l) 对任意入> 0, 我们证明带移民单生 Q 矩阵的方程

( + ) 一艺钧均, 二1, 二全o, 全o (2.3)
j尹葱

的解一定满足:存在 N 全1,使得 {tL }胃关于葱是严格单调增的.

实际上, 此时的方程 (2.3)即为 = 1 且

j,(街+1一粉)+ x , 全1. (2.4)艺问
弓) 口

(入+ )o一艺 ,
艺= 1

叭, + :(二+ :一u ) =

取定常数 C (1, l + 入/q0 ), 则由 =

j= 0

1及上式得出

= 入+ q0 > C qo 一艺ca0葱= 1

Uq0i8艺i=1

故存在 葱全1, 使得 tL > C . 记 N := m in{ i Z

格单调增.首先, 由N 的定义知 二 三C < N

g, , +1( +:一 , ) =

1 :u > c }.下面用归纳法来证明解 { }胃的严

(0 三葱三N 一l) , 而由方程 (2. 3)知
N 一1

艺 N,( , 一 )+入N,

所以结合以上立刻有 N < N + 1.其次, 假设 { 1又严格单调增, 则结合 (2. 4)式得到
N 一 1

, 十1( 十l一, )一艺
j= 0

q;j ,( +, 一 )+ 艺q;j ,( +l一 )+ A 几

N 一 1

> 艺卵( 1一叼

j= N

N 一1

一艺 , (二一 )全0, (2.5)j= 0

故 < + 1.因此由归纳法知 { }胃关于 是严格单调增的.

(2)从此往后, 取定 入= 1.定义

,一上 (, # 一l) 岁沪动 ,q几, + 1 \ 泣1 ; /
几 一 J ,

n > N .

由归纳法及 (1.2)式容易证明

以N)三 , , +1汛 , n > N (2.6)
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(3)我们证明带移民单生过程的方程 (2.a) 的解满足

(二, 一C)爪 < 二+1一 三( , +1一二)烈N)+ 汛 , n 全万.

下面用归纳法证明之.首先, 由 (2. 4)式知

(2.7)

+1一一兴 (恤 T , 几 十 工 \
艺 几( , 一二)+ 艺心,( +:

一)+二), :N (28)
所以,当n一 时,显然有二, +, 一 < ( , +, 一 )不犷, +二二汛, ,再由(2.5)式,得到

二+1一 =少一叹N , 刀 + l \
艺 , (N

(N 一1)未 1
, . 二 1 f. 刀 \ , N , 山

一 乞) 1-- u N I 尸 场N 一 . )一二丁
/ 甘N ,N + 1

二( N 一C )爪N .

假设直至 n 一1 时 (2.7)式都成立 , 则一方面由 (2.5) 式及假设得出

u + i 一u 全
如 , 十1 (扩一,(二一e)+( 一e)艺 , + )

坛= N

> ( N 一C )爪, .

另一方面 , 同样由 (2. 5) 式及假设得出

__ __ / 1 厂_(N一1 _ ,_.u + 1 一u 互 二一, 甲 气g六 肠N 十 气u N + 1
任n ,九+ 1 \ 一, )艺褚,F.( N, +艺锗,爪 +一)

三( +1一二, )烈N)+斋(1#一暮)爪)
一( , +1一u )烈N)+ 二爪. (2.9)

故由归纳法得证 (2.7)式.

(4)我们现在证明方程 (2.3)的解 ( )无界当且仅当 R = 00 . 由于有 (1.2)和 (2.7)式 , 不难

证明此结论.实际上, 若 ( )有界, 则由 (l) 知 oo :二hm , * co % < co .再由 (2.r) 式 , 有
O

元一艺爪二
k = N

u N 一 C 六二面
lim 艺(k+ 一k

U co 一 U N

u N 一 C

< (X ).

注意到 R 即是引理 2. 1 中的 R0 , 则由引理 2. 1 可知 R < co . 反之 , 设 R < 00 . 由引理 2. 1

知对一切 K , 有R二< 00 . 而 R 即是 R N . 故 R < co . 由于 co = uN n 之N 呱+1 / ; 且

+1/ * > 1(无全N ), 故可知 fl ; + 1/ 与级数 艺;109( ;+1/ ) 同敛散 (当 ;+1/ * 1
时), 艺*109(u +1加*) 又与 E *(u + 1/ ; 一1) 同敛散. 其次, 注意到 > C > 1 (n 全万), 由

(2.6)和 (2.7)式, 可得

0 < 竺卫土王
U

一 1 <
( , +l一 , )喊N)

U 几
+ 氏 < (1 + 妞 , + , ( , + , 一 二))氏 , n 全N

综合以上事实, 我们推出 co < co 即 ( )有界.故结论得证.

最后由引理 2.2 和 (4)立即推出定理结论.证毕.

为证明定理 1.2 , 我们将文 [7 , 引理 4.51 重写如下.

引理 2 .3 设 Q 二(qij )是正则不可约 Q 矩阵, 则 Q 过程 尸(t) 常返的充分必要条件是方程

二一艺 qij xj / , 三x 三1, 全
J 尹jo ,坛
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对某个 (等价地, 对所有) 固定的J 只有平凡解, 或者说最大解为零解.等价地, 方程

x 一艺 xj / , x 全, 全 (2.10)
j尹Jo ,

对某个 (等价地, 对所有) 固定的J 的非平凡解无界.

定理 1.2 的证明 由引理 2.3, 我们只需证明方程 (2.10) 有非平凡有界解当且仅当

艺烈0) < co.
n = 0

为此, 取定 J 二0.而方程 (2.10 )有非平凡有界解等价于方程

x 一艺 声,/ , : 一1, x 全, 全j护0 ,玄

有有界解.设 (x )是方程 (2.n ) 的解.因此只需证明 (x ) 有界当且仅当

(2.11)

艺烈0) < co.
几= 0

首先, 由方程 (2.n )知

xl一艺 lx / l一12x2/(:2+ 10) xZ,
k 笋0 , 1

且有
几一1

几, +1(:几+1一x, )一艺殉(x 一勺)+ 二
级

一艺扩,(x +1一x*)+叭x , 全k = 1

(2.12)

由以上及归纳法易知 {x }护是单调增的.顺便提一下, x :三1二x , 因为由方程 (2.n ) 知
C 旧

艺q0*xk 一q0.
k = 1

另外, 由 Q 矩阵 Q = (qij )不可约及 x = 1

其次, 设 (x )有界.令 夕 = x: 和 , =

结合方程 (2. n )知, 此时 x > 0 全0) .

z + , 一x (乞全1), 则 (夕,) l卜负有界且由 (2.12) 式有

夕饭=
1 /拱 \

石;不丁又杏qlJ yj +俄 少J 一 孟

乞> 1 .

由以上及喊0) 的定义,用归纳法易证 一二1歼0) (全0) .进而有
几一1

x 一E (xi +1 一二葱= 1

几一 1 几一1

+ xl一二艺F.( , +x 一x1 艺歼0).坛= 1 葱= 0

故结合 (x )的有界性得到

E 褶, < co.

反之,设艺裘 衅 )< co .取z0 一1, = c > 0 和
几一1

一艺( +1一z)+ 21

耘 + 1 =

n 一 1
z + 蹭 )( 全一), 则

=0赴

公= 1

几一 1

c艺F.( , + z
坛= 1

一cE 砂, 夕艺砂, < oo.
= 0 葱= 0
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所以 (: )是有界正的且单调增. 另外 , 一方面, 由 (zi ) 的取法 , 易证

1 /留 ,;
气+ i一么 = 丁 ! 夕才q汀,戈zj +i一勺)+ 叽021 ), n 2 1

甘几,几+ 1 \ 二二二 /
J 去

(2.13)

另一方面, 因为( )有界且艺裘
显然有 入介> 0.综合以上, 取 x0

i qo 几

二站

二q0 < co , 所以M0 := 艺裘lq z < co .同时由不可约
= 1 和 二 二q0 人/M0 ( 全l) , 则 (x )是有界正的且

艺q0n纵一念耳q0 几名们 = q0 (2.14)

由(x )的取法, 显然 (x )也满足 (2.13)式.因此, 由(2.13)和 (2.14)两式知 (x )满足方程 (2.11).

从而证明了方程 (2.n )有有界解 (x ), 所以定理结论得证.证毕.

3 几种遍历性的证明

三种遍历性的证明用到文 片, 定理 4. 45 }中给出的如下判别准则:

命题 3.1 设 O = {qij :葱,J 任E } 是一个全稳定 Q 矩阵, H 是 E 的一个有限非空子集, 则

(l) 马氏链正常返 (遍历) 当且仅当方程

艺 三一, 彭H,
j E

艺艺qij 场<co
葱H j尹云

(3.1)

有有限非负解.

(2)马氏链指数遍历当且仅当对某 入> 0, 且 入< 吼, 葱任E , 方程

艺qij 三一入一1, 偌H,
j 任E

艺艺qij 驹< co
葱任H j尹葱

(3.2)

有有限非负解.

(3)马氏链强遍历当且仅当方程 (3.1) 有有界非负解.

下面给出三个遍历性定理的证明.

定理 1.3 的证明 在方程 (3.1) 中取定 H 二{0} .设 ( )是下列方程的一个有限非负解

场十丛0, 全1; 艺q0j < oo. (3.3)8艺j=0

由于方程的前一式即为

艺 ,( 一 )+ 1三 ,
j笋云

故不妨设 = 0.此时二: 全1/ql > 0.事实上 ,在方程 (3.3)中取乞= 一得到1 三口1202+ 1二qiol,

则得到

u + i 一u 兰

> 1
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由此及 (1.2)和 (1.3)式, 用归纳法可证得

+, 一 三褶)ul一成, n全
所以

0: u +,一艺(*+ 一 )三 ,艺嵘0.)一艺d*, n: 0
无= 0 无= 0

故知

进而 d

全/全 ,三一(几全0,,
无= 0 无= 0

三 l< co .至于 I < co 的结论, 我们将从第 4 节 0 点首中时矩的表达式得到.

反之 , 假设

则对所有的 n 全

d < co 且 I < co .令

= o, := 己, , +l= + F;0 ) 1一心, n 2 0,
0 , 有

U 几+ i = 艺(u*+,一 )一艺(d嵘0,一人)一d艺或0,一艺d;全o
无= 0 无= 0

同时, 我们知道
C陇 几一 l

艺 n 一艺 艺(嵘,一d)= I < co ,

几二1 无= 0

所以 (二)有限非负的且满足方程 (3. 3) 的第二式.此时, 对每个葱全1, 我们容易证明

,十l(*十, 一二)+ l一 ,+lFi( 0, 1一 ,+ld + 1

一艺 {,,可0, 一艺 {,,内j = o j = 0

云一1

一E ,( 一,),J= 0

云一1

一E {, ,(j十:一 )J= 0

此即

艺 , + 1一 (全i)
J

所以 (际)满足方程 (s. 3)的第一式.因此 (% )是方程 (s. 3) 的一个有限非负解.

最后, 由命题 3.1(l) 立即推出定理结论.证毕.

定理 1.4 的证明 由文 10] 的证明和结论 (也可参看文 !刘), 我们知道如下方程

yj 十 丁 ,
甘落

乞全1; 夕 = 0 (3.4)

有一有界非负解当且仅当 万< co .此时, 我们有

二lim 又 嗓

l 九

/艺犁,
k = 0

而且方程 (3. 4)的唯一解有下面的形式

y0 = 0 , 9 1 = d , 夕 + i = + 以o) l一心, 全i (3.5)
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在方程 (3.1) 中取定 H 二{0} , 带移民单生过程强遍历的充分必要条件是方程 (3. 3) 有一有

界非负解.假设带移民单生过程强遍历 , 则方程 (3.3)存在一有界非负解 ( ), 即

牡:耳警+护 :1; 坳:0; 彝 oo.7 干 落 J = 工

记 (可)是方程 (3. 4)的最小非负解, 则由比较定理 (见文 !7, 定理 2. 6 )得到 *全可(葱全0) .因

此, ( 蓄)有界且方程 (3.4)有一有界非负解.再由前面证明的等价性即知万< co .

反之 , 设 了< co . 由 (3.5)定义 (, ).则由前面证明的等价性知, (叭)是方程 (3.4)的有界非

负解.显然 (, )也是方程 (3.3)的有界非负解.再由命题 3.1(3) 知, 带移民单生过程是强遍历的.

证毕.

定理 1.5 的证明 在方程 (3.2)中取定 H = {0} , 带移民单生过程指数遍历当且仅当对某个

入满足 0 < 入< q ( 全0) , 方程
0 0 昭X

; 全1, 全氏艺qij yj 三一鲡, 全1;艺q0j 外< co
j= o j= 1

(3.6)

有一有限解 (参看文 夕, 文 (4,13 ) 式 ).因此, 条件 q > 0 是必要的.对某个固定的入任(0,的, 下

面用文 [01 的方法构造方程 (3. 6)的一个解 (叭).首先定义算子

IIi (f) 二贵玄衅
价一 J = 0 屋1栽 可, 乞全 1

再定义

砂艺一j=01一q0
吻 = 0 , 护 二 全1 ,

则 沪1= 叮 且 沪 关于 葱单调增.令 了= cq 10 训玩币, 其中常数 > 1, 则 了单调增且 fl = cq 10.

最后定义 g = fH (f) 和 g0 = 1, 则 g 单调增且

8艺一一

g 1

由文 15 , 引理 3.6 , 我们有

无= i q 无,无+ 1嵘
一 >
U) 一

fl

12歼o)

fl
二二 二二 C 碑夕 l

q io

一cq :而 艺砂,
厂 k鬓1砚

了不

k+1成0)
< 旦竺丝旦
一 两

艺砂,解犷2
j = 0

: ZM 1艺可o, < co , : 1, (3.7)

所以 1三乳< co (葱全0) 且
oo J 一 1

q0,gj 三ZM cql 艺q0,艺可0).
j= 1 葱= 0

8艺j=1

因此, 由 (1.4)的第一式, 我们知道 (乳) 满足方程 (3. 6) 中的第三式.在定理的条件下 , 通过适当

选取 入, (爪)将满足方程 (3. 6) 中的第二式.此段证明完全同文 [0] , 故此省略 , 可参看文 [v] 或 [0] .

故 (爪)是方程 (3. 6)的一个有限解, 从而带移民单生过程是指数遍历的.证毕.

注 3.1 由于 (3.7)式中爪放大得太决, 定理 1.5 中条件 (1.4)的第一式有些粗糙.后面我们

将举出带移民单生过程指数遍历但是 (1.4)的第一式不成立的例子.另外, M < co 对带移民单生

过程也不是必要的.事实上 , 即使对单生过程也不是必要的.
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4 击中时的矩

给定不可约 Q 矩阵 Q 二(钧), 令 (X (t)) :2 为定义在概率空间 (几,F ,P )上相应于 Q 的马

氏链.设 H 为 E 的一非空有限子集, 定义 H 的击中时为

a二= inf{亡全刀1:X (艺)任H },

其中 , 为 (X (t)) 全 的第一次跳时刻.定义状态葱的首中时为

几= inf{t > 0 :X (t) = }.

简记 , {i} = a .显然 , 当出发点不是 乞时, 则 氏= 几.

下面考虑带移民单生过程状态 的首中时 阶矩(n 全1):二尸二E哈(全1).为此,仿造
(1.3) 式, 定义

考,一, 几,一赤(m一,+
坛一1

艺 {k,己公,) > 1 (4.1)

结合 (1.2)式 , 用归纳法可证
艺

可力一艺 > 了全0;
葱> 1 . (4.2)

k = j + 1

F.( 无, 奢,
q 无,七+ 1

落 (儿) (n 一1)
, . 弓尸~ 厂 了 了几 元

吸叫二乞 = 丁子 一
二二二 从允,k + 1
而 二二二1

再令

d ( )
? 一1 衬恤)

__._ 艺 J = O 勺 _合 U U 一- ~ , ~ 代尸- - 丁二r )

.! t ! , 叫乞一 1 , , , ! U ,
t 户 1 ! - ~ 洲 :

一 --创J = U 一夕

? 笼 泞恤)

_ ""_ 蓝- J = 0 勺万 U U se 气尸es es es es 呼六片 ,

.~ 气 气, 叫毛 , , - U ,
t夕 U , . " 厂 了
一 ~ J 二U 一 了

(4.3)

注意到二{",一1(-全i).由(1#3)式易见游-,= dj 份全0),进而d/,一d#
关于带移民单生过程状态 0 首中时的各阶矩的结果如下.

定理 4.1 给定全稳定保守不可约带移民单生Q 矩阵Q 二(吼力, 则其相应的带移民单生过

程状态 0 首中时的 " 阶矩可由如下表达式给出

E !弓 =

E O"兮=

特别地 , 当 n = 1 时,

"d(0)二E i心 , E -哈 全1. (4.4)

./ 1 称 1儿!l = + 6 , , 气二一厂下

\姑 岩 i!姑一~

一"艺(刁",d-几,一可0,)一E!蜡,J= 0

觉"*m件
k = 1

(4.5)

E l确 = E l而 = d, E -!一艺(可0,d一内)= E -内 , 乞全 1 (4.6)
j= 0

"" k 一1

E0 " 一/ + / 艺q0*E (砂, /一哪 (4.7)
无= l j 二0

证明 后两式分别是前两式 " = 1 的特殊情形, (.. 4)式的证明完全同单生过程情形的证明,

参见文 =n }, 我们只证明 (.. 5)式. 由于

P, "二, -}一 + i厂无护j . ,

P ![内 > 云一s :e一qj吕qj !ds,
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所以

E"!一关一-一-p"!">-}/

一器二关一 -*甄关-一{丙一 ,一/".q0!/#

一器二馨""!关一/-d#关一-, ,0一-.无{a0 #0, /
= 一二 + n

咐

oo " 一1 / , ! l__ , 八.___(葱+ 1)
! , ~! ! , 门! I 几 一 1 \ -7 乙一 1 一 艺):71乙-! 内 ! 1 . ! , 几

乙 /0无乙 气 葱 厂 ,不万二两二二万丁一
k = 1 2二 0 ! , 飞u \- # 一z

./ 1 称 1 答 -启
一/,俪+臼蔽石否不丁乙qok m定-夕

证毕.

注 4.1 由 Chen 的文 口, 定理 4.44 1知, 过程遍历当且仅当 E """< co , 过程强遍历当且仅

当sup -> "E -""< co .结合 (a. 6)和 (4.7)式 , 立刻得到带移民单生过程遍历和强遍历的判别准则.

结果分别同定理 1.3 和定理 1.4. 由此可知前面记号的概率意义.

由文 =168中乏遍历的定义以及 (4.4)和 (4. 5)式可得带移民单生过程 迢遍历的判别准则.注

意 (4. 3) 式的定义.

推论 4.1 给定正则不可约带移民单生 Q 矩阵 Q 二(q动, 则其决定的带移民单生过程乏遍

历当且仅当
(义2 几一1

d/, <co 且 艺 ""艺(刁0,d/,一考,)<oo #
几二l j= 0

5 特例: 带移民生灭过程及三个例子

不同于文 =la] 中的带突变率的带移民生灭 Q 矩阵, 我们考虑如下更简单的全稳定保守且不

可约带移民生灭 Q 矩阵

咖J 全0 (j 全l); g -, -+: = b-> 0,

叭j = 0 / 笋力.约定 b0 = qo .定义

拼" = 1 , 拼-二

仇, -一1 = .

b ;_ 1
一 , 1 2

a -> 0 (乞全1),

口1 - 0 0 云

7n -,月0)和d-的定义可得

则其它由

?-一兴 , rt0) 一豁 峨-
艺> 1 .豁

其中"!-,祠一E扎-! #注意,此时(",)关于;-不是对称的,但是仍可以从上面带移民单生过程
的结论得到带移民生灭过程的如下结果 (可参考文 夕, 定理 4.55 :和生灭过程作比较).这里不必

给出定理的证明, 读者从带移民单生的结论稍作推导就可得到.

定理 5.1 假定 b0 > 0 , 对带移民生灭 Q 矩阵 Q = (qij )有以下结论成立.

(l) 设 Q 全稳定保守, 则其决定唯一带移民生灭过程的充分必要条件是

艺俩叼一-艺 ! 一co.
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以下假设 Q 是正则不可约的, 则其决定的带移民生灭过程.

(2) 常返的充分必要条件是
O O

艺恤叼一-一00 .
云= 0

(3) 遍历 (正常返)的充分必要条件是
以 坛一1

艺 "-< co 且 艺q0 -艺(!奴)一-艺 ! < co #
= k 十1

(4)强遍历的充分必要条件是

S := 艺("嫉)一-艺 ! < co.
j = 无+ 1

(5)若艺翼1物艺写("-b-)一-< 5x 2, q :=

玄一1

in f -> o叭 > 0 且

-:一suP 又(",叼
云> 0 二二又

J 一 U

一-艺 ", <戈

则过程指数遍历.反之 , 若过程是指数遍历的, 则有 q > 0 且 占< co .

(6)假设过程是常返的, 则过程沼遍历 (i全l) 当且仅当

艺 ""梦一-, < co 且
坛= 1

界 导 1
2 q0 落2 , , 下一
丈贡 之二 户k ok-- l 抓舀-二二U

艺 !衅一-, <叭
j = k+ 1

其中
C 屹)

艺 ";m梦一-,, -: -, ": -#
无= j+ 1

1一呐q艺j=010) , (几)
跳- . = 1 , 7n 福 - = 几

最后, 通过几个例子来进一步说明和了解本文对带移民单生过程的研究所获得的结果 , 以下

讨论的 Q 矩阵均假定是全稳定保守的.

例 5. 1 对所有的 i全1, 令 q0 -二乞一, , 峨许:= 该, 仇"= 1, 其中邝1 (1,z]; 其它的乞笋j 时

qij 二0.则该 Q 矩阵是正则不可约的, 相应过程的各种遍历性都成立 , 但此时 M 二co ,
oo j 一1
!甲! 气, " fo !
, 口n - , 厂 :. = C 成).
乙/ , U夕乙/ 二- 一 ~ ,

夕= 1 坛= 0

故 (1.4)的第一式和第三式都不是带移民单生过程指数遍历的必要条件.

证明 该Q 矩阵显然不可约.由于 " "= n一-(l + E 昌 m *)全n一-,进而
0 0 0 0

艺 "": 艺 /一,一co,
几= 0

因此Q 矩阵正则.容易计算得到域0) = 1(n
->O

n = 1

全0) , 进而

艺褶,一co,

所以过程常返.注意到 iof "全1咖"= 1 > 0, 由文 =n , 命题 58得知过程强遍历, 从而各种遍历性

都成立.此时
co j 一1

笆 艺q0j 艺可0)
界 1

= , 吮, - -了 = 52口 .

于洲 了, 一山

一一

#2一,.8艺-娜
uP>0

一一

M
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证毕.

例 0#2 设 ", > 0(J 2 1)且q0 = 艺吴, ", < co , ", -+1= 1(乞全0), "10一1, "-,-一2= 1(i全
2), 其它的 i兴J 时 qij = 0 , 则该 Q 矩阵是正则不可约的, 相应的过程是常返而非强遍历的;过

程遍历当且仅当E 裘1 ! ""< co ;若艺吴, q0j 刃< co ,其中A 一(褥+ l) /2,则过程指数遍历#
证明 显然,过程是正则不可约的 1该Q 矩阵有界).计算知以0) 是Fi bon ac ci 数列:

Fi0 )一书[,几+-一(一")几+-](":0),V 0

这里 A = (而 + l) /2, B = (褥 一l) /2.显然 A , B 满足以下关系

A B 二1, A 一B = 1, A + B 二而 .

因为衅 )全(A 0+1 一1)/而 全A几/而 (n 全l) , 进而

艺褶, 一co,

所以过程常返.参照文 [0] 易得 d = A 和

万= s!又(-5 ", 一以!)= oo ,
几> 0 厂代 .

一 儿 :二 U

从而过程非强遍历. 同时, 我们得到
Cx习 几 一 1

艺q0 "艺(斌0)一叼一艺
几= I k = 0

/ (1 + B Z)(1 一(一B )0)\
q0 " ! n + 一 二二二- ,一二丁一一一一 1,

\ V a (1 + 万) /

故上面的级数与E 裘:nqo "同敛散#
虑指数遍历问题.一方面 , 我们有

所以过程遍历当且仅当艺柔:nqo " < 00 .最后, 我们来考

M 二 suP
A( 妒 一(一B 尽)-护 一而 /A -)

- 矛 (A 2十B 4十而刀)< co .
葱> 0

另一方面, 我们可以得到

A 一 1

co j一1

艺q0,艺可0)
撰 , /刃 +2 一(一B !J十2 !

一叠叭一一丽一一一-夕
综合以上, 若E 界, q0j 刃< co ,过程必然指数遍历#证毕#

下面计算一个非带移民单生 Q 矩阵的平稳分布.

例 5. 3 设 Q 矩阵为 q0 -> 0 且 吼"> 0( 葱全l) , 其它的艺兴j 时 吼j二0, 则相应的 Q 过程 f

遍历(迢全l) )当且仅当艺廷:q"!/城"< co .如果过程遍历, 则平稳分布为

一(1#叠器)一-,7ri-
(,+婴(, !又婴!!一-,
\ , 0-\ 瓦奋蔺", 无0/ /

乞> 1 .

证明 注意 叭二仇".正则性由引理 1.1 易见.显然 E -劝= l/ 吼"(乞全l) , 同时有

E0一蔚艺鲁鲡一会+奈iq0k风二+E0n ,,-一 无笋丸O -一 -一 -一无护叭O

由以上得到

E0二一生(1+又竺!qo-\ 礴氛6q无o/
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进而, 我们有

E两一粤+粤E0二一粤+牛-1!又婴!, 乞:,,甘乞 甘乞 甘葱 甘0 葱 \ ,气尸 " 甘k o /
凡子 艺, U

E0 , "一生!爹二E-二一王!登二.上q0 言 qo qo 二 qo qio

所以过程遍历当且仅当E 裘:q0 !/qk "< co , 同时由7ri 吼E -氏= 1 可直接求得7ri .事实上, 过程
的平稳分布还可用递归法直接计算.

当沼全2 时, 由文 =16 , 引理 3.1] 得

E-诺一景E-诺一-一 晶, -全-
而E "(a0 一:1)i三E "峭三2迢一-(E "(丙一":)迢+ E "嘴), 同时容易得到

E o(a "一刀1)沼= 菩器/漏-器鑫鄂E0n -一鬓
从而得到过程 君遍历的充分必要条件是

艺q0 !/嵘"< co.
无= 1

证毕.
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