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摘要 � 用击中时矩比较的方法证明了单生过程指数遍历的一个显式充分条件, 此方法不同于以前的工作; 同时给

出了单生过程 l 遍历的显式判别准则.
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1 � 引言和主要结果

在马氏链的遍历理论中, 传统研究的遍历性有 3

种: (普通)遍历、指数遍历和强遍历性. 相关概念及结

果参看文献[ 1-3] . 文献[ 4]则将 l 遍历的概念推广到

连续时间马氏链, 并用击中时矩的方法研究了高阶偏

差矩阵的存在问题, 得到了转移矩阵多项式收敛向平

稳分布的速率估计. 我们要研究的是单生过程的相关

问题. 实际上, 本文是文献[ 5-8 ]工作的继续.

考虑不可约正则单生 Q 矩阵, 即对一切 i �0 有

q i �= - qii = �
j � i

q ij < � , 且对所有的 i �0 和 j �2 满

足 qi, i+ 1 > 0 , qi, i+ j = 0 ,且决定唯一的 Q过程(称之为

单生过程) .关于单生过程的研究背景和相关结果, 有

兴趣的读者可参看文献[ 1 ]和文献[ 5-12 ] . 本文沿用

国内文献中的记号. 我们的第一个主要结果是关于传

统的遍历性.

定义

q
( k)
n = �

k

j= 0
qnj (0 � k < n, k, n � Z+ ) ,

其中 Z+ = { 0 , 1 , 2 , �} .

再定义

F
( n)
n = 1,

F
( i)
n =

1
qn, n+ 1
�
n- 1

k= i

q
( k)
n F

( i)
k , � 0 � i < n.

� � 定理 1 � 给定正则不可约单生 Q矩阵( qij ) .定义

一个生灭 Q矩阵( a i , bi )如下:

ai =
qi, i+ 1F

( 0)
i

F
( 0)
i- 1

, � i � 1;

bi = qi, i+ 1 , � i � 0. (1)

则( qij )对应的单生过程(记为 X ( t) )与( ai , bi )对应的

生灭过程有等价的常返性.而且,在单生过程常返的假

设下,若此生灭过程 �X ( t)遍历(或指数遍历, 或强遍

历) , 则单生过程 X ( t)亦有相同的遍历性,亦即

( 1 )若 �
�

i= 0

1
qi, i+ 1F

( 0)
i

< � , 则 X ( t)遍历;

( 2 )若inf
i�0

q i > 0 和

M �= sup
i> 0 �

i- 1

j= 0
F

( 0)
j �

�

j = i

1
qj , j+ 1F

( 0)
j

< � , ( 2 )

则 X ( t)指数遍历;

( 3 )若

�
�

i= 0

F
( 0)
i �

�

j= i+ 1

1
qj , j+ 1F

( 0)
j

< � ,

则 X ( t)强遍历.

下面给出 l 遍历的概念. 令 Y( t)为定义在可数状

态空间Z+ 上的连续时间不可约马氏链,具转移概率矩

阵 P( t) = ( p ij ( t ) ) . 第一次跳时刻指 �1�= inf { t> 0 :

Y( t) �Y( 0 ) } .击中时为 �i�= inf { t> �1 : Y ( t ) = i} ,当

出发点就是 i时, 亦称之为回返时.

定义 1 � 设 l 是一正整数. 记 l 阶矩为 m
( l)
ij �=

E i�l
j ,其中E i 为从状态 i 出发的数学期望.如果常返链

Y( t)对某个(等价地,对所有) j � Z+ 有 m
( l)
j j < � ,则称

Y( t)是 l遍历的
[ 4 ]

.

当 l= 1 时, l遍历对应于通常的正常返(遍历) .不

妨也把零常返称为 0 遍历. 对单生过程而言, 0 遍历

和1 遍历这些问题已有完整的结果 [ 4 ]
. 下面我们将致

力于研究单生过程更一般的 l遍历问题( l�1 ) .

定义

d
( n)
0 = 0,

d
( n)
i =

1
qi, i+ 1

( m
( n- 1)
i0 + �

i- 1

k= 0

q
( k)
i d

( n)
k ) , i � 1. (3)

再令

d
( n)

= sup
i�1

�
i- 1

j= 0

d
( n)
j

�
i- 1

j = 0
F

( 0)
j

= sup
i�0

�
i

j = 0

d
( n)
j

�
i

j= 0
F

( 0)
j

, � n � 1. (4)
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当 n= 1 时,我们分别省去式( 3 )和( 4 )中 d
( 1 )
i 和d

( 1 )

的上标, 简记为 d i 和 d ,这样与文献[ 1 ]的记号一致.

注意到对所有 i �1 有 m
( 0 )
i0 = 1 成立, 同时, 在文献

[ 7 ]中,我们已经证明了以下公式:

m
( n)
i0 = n�

i- 1

j= 0
( F

( 0)
j d

( n)
- d

( n)
j ) ,

i � 1, n � 1. (5)

所以式( 3 )中的 m
( n- 1 )
i0 是递归可计算的. 我们的第 2

个结果如下.

定理 2 � 给定正则不可约的单生 Q 矩阵( qij ) .设

对应的单生过程 X ( t)常返.则 X ( t)是 l 遍历的当且仅

当 d
( l)

< � ,其中 l是正整数.此时, 对所有 i , j �0 有

p ij ( t) - �j = o( t
- ( l- 1 )

) (当 t � � 时) , 其中( p ij ( t ) )为

X ( t)的转移概率矩阵, (�i )为 X ( t)的平稳分布.

注意到, 若过程指数遍历, 则过程必定 l遍历(对

一切 l�1 ) .反之,若过程对一切 l�1 是 l 遍历的, 在

什么条件下过程是指数遍历的呢? 下面的定理将就单

生过程回答这一问题.

定理 3 � 给定正则不可约的单生 Q矩阵( qij )满足

inf
i

q i > 0 .假定对应的单生过程 X ( t)常返. 则 X ( t)是

指数遍历的当且仅当存在一个正常数 �, 使得对所有

充分大的 l 都有 d
( l)

/ ( l- 1 ) ! � �l
; 等价地,

lim
l� �

l
d

( l)
/ l< � .

2 � 定理 1的证明

我们先讲一些定理 1 的研究背景. 在文献[ 5 ]中,

我们致力于寻找单生过程指数遍历的显式判别准则,

最后得到的显式充分条件就是式( 2 ) ,用的方法是构造

方程的 Lyapunov检验函数(详细内容参考文献[ 5 ] ) .本

节的方法与之不同,是击中时矩的比较方法.主要源于

式( 1 )构造的特殊生灭Q矩阵( ai , bi ) .因为令 �0 = 1, �i

= b0b1 �bi- 1 / a1 a2 �ai ( i�1 ) .则由式( 1 )有

�i =
q01

qi, i+ 1F
( 0)
i

,

1
�ib i

=
F

( 0)
i

q 01
, � i � 0. (6)

此外,还有

��= sup
i> 0 �

i- 1

j= 0

1
�j bj �

�

j= i

�j =

sup
i> 0 �

i- 1

j = 0

F
( 0)
j �

�

j= i

1
qj , j+ 1F

( 0)
j

= M.

因此,若生灭 Q矩阵 ( a i , bi )正则, 由文献 [ 5 ]的定理

3 . 5及上式知, 文献[ 5 ]得到的显式充分条件( 1 . 2 ) ,

其本质上应该是指, 该生灭过程的指数遍历蕴含单生

过程的指数遍历性. 而后我们进行研究发现, 2 个过程

的击中时的各阶矩存在一个比较关系, 由此得到了更

多结论即为定理 1 , 当然也就单生过程指数遍历的这

个充分条件( 2 )给出了一个新证明, 同时加强了对该

条件的理解:对单生过程指数遍历性而言,该条件还不

是最终的必要条件. 顺便说一句, 定理 1 的一部分结

论已经收录在文献[ 1 ]中.

在证明定理 1 之前,介绍一个命题.

命题 1 � 给定全稳定保守不可约的单生 Q 矩阵

( qij ) . 定义生灭 Q矩阵( a
*
i , b

*
i )如下:

a
*
i = �

i- 1

j= 0

qij = q
( i- 1)
i , � i � 1;

b
*
i = qi, i+ 1 , � i � 0. (7)

假定( a
*
i , b

*
i )正则.若该生灭过程指数遍历, 则( qij )单

生过程亦然.

证明 � 显然, 2 个 Q 矩阵( qij )和( a
*
i , b

*
i )是可比

的.由文献[ 1 ]和[ 14 , 15 ]知, 对应的过程是随机可比

的,而且( qij )正则.因此, 对于任意单增函数 g,我们有

�g ( i) �= �
j � i

q ij ( g j - g i ) � �* g( i) �=

b
*
i ( g i+ 1 - g i ) + a

*
i ( g i- 1 - g i ) , � i � 0.

故由命题的假设和文献[ 5 ]的注 2 . 2 知, 方程 �
*

g

( i) � - �g i ( i�1 )有一个非负单增解,其中 �为满足对

所有 i �0 有 q i > �的正常数. 由以上, 我们就可得到

方程 �g( i) � - �g i ( i�1 )的一个非负解.由这些事实

和文献[ 1 ]中定理 4 . 45 的( 2 ) ,命题结论立刻得证.

注 1 � 观察式( 1 )定义的生灭 Q矩阵( ai , bi )和式

( 2 )定义的生灭 Q矩阵( a
*
i , b

*
i ) .由 qi, i+ 1 F

( 0 )
i / F

( 0 )
i- 1 �

q
( i- 1 )
i ,即 a i �a

*
i , 我们知道( ai , bi )和( a

*
i , b

*
i )是可比

的.所以, ( ai , bi )过程被( a
*
i , b

*
i )过程随机控制.因此,

类似于命题 1 ,我们知道后者的指数遍历性蕴含前者

的指数遍历性. 但原先的单生 Q矩阵( qij )和( ai , bi )不

是可比的,即( ai , bi )过程不能随机控制单生( qij )过程.

因此命题 1 的方法失效. 在定理 1 的证明中, 我们将

用到的是击中时矩的比较方法, 它应该是弱于随机可

比性的.

定理 1的证明 � 首先,由式( 1 ) ,我们有

�
�

i= 0

( �i bi )
- 1

= q
- 1
01 �

�

i= 0

F
( 0)
i .

故定理的第 1 个结论由文献[ 1 ]的定理 4 . 52 和定理

4 . 55 立刻得出.

其次,由定理假设和上面的结论知,生灭过程是常

返的,继而,生灭 Q矩阵( ai , bi )是正则的.下面对单生

过程 X ( t)和生灭( ai , bi )过程 �X ( t) , 分别考虑状态 0

的击中时 �0 = inf { t> 0 : X ( t) = 0 }

和 ��0 = inf { t> 0 : �X ( t) = 0 } .
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对所有 i�1 和 n �0 , 定义 m
( n)
i = E i�

n
0 , �m( n)

i = E i��n0 .由

文献[ 16 ]第 3 章的一个结果(或者文献[ 17 ]第 9 章,

或者文献[ 18 ] ) ,我们得到

�m ( n)
i = n�

i- 1

j= 0

1
�j bj
�
�

k= j+ 1
�k�m ( n- 1)

k =

n�
i- 1

j= 0
F

( 0)
j �

�

k= j+ 1

�m ( n- 1)
k

q k, k+ 1F
( 0)
k

, � i � 1, n � 1. (8)

显然对所有 i�1 有 �m ( 0 )
i = 1 .

由文献[ 4 ]知, ( m
( n)
i )是下列方程的最小非负解:

x
( n)
0 = 0,

x
( n)
i = �

k � i

q ik

q i
x

( n)
k +

n
q i

x
( n- 1)
i , � i � 1,

(9)

其中 x
( 0 )
i = 1 ( i�1 ) .现在,令

y
( 0)
i = 1,

y
( n)
i = n �

i- 1

j= 0

F
( 0)
j �

�

k= j+ 1

y
( n- 1)
k

qk, k+ 1 F
( 0)
k

,

i � 1, n � 1.

则不难由式( 8 )得出 y
( n)
i = �m( n)

i , 而且( y
( n)
i )满足下列

方程

�x ( n)
0 = 0,

�x ( n)
i � �

k � i

q ik

q i
�x ( n)

k +
n
q i
�x ( n- 1)

i , � i � 1,
(10)

其中 �x ( 0 )
i = 1 ( i �1 ) .因此,由比较定理, 有 m

( n)
i � �m( n)

i

对所有 i �1 和 n �0 成立. 继而, 可以得到 E ie��0 �

E ie
���

0 对所有 i �1 和�> 0 成立.由上述事实,结合文献

[1 ]定理 4. 44 和生灭过程的遍历性准则(参看文献[ 1 ]

定理 4 . 55) ,则定理的第 2 部分结论可以立刻得证.

下面的例子将告诉我们, 条件( 2 )只是指数遍历

的一个充分条件而不能成为判别准则.

例 1 � 任意给定 q01 > 0 .对所有 i �1 ,取 qi, i+ 1 =

i
�
, qi0 = i

�- 1
,其中常数 �� ( 1 , 2 ) ,而对其他的 i � j ,取

qij = 0 .显然, Q矩阵不可约.容易算得 F
( 0 )
i = 1 (对所

有 i�0 ) .所以对应的单生过程是常返的, 进而单生 Q

矩阵正则. 注意到 infi�1 q i0 = 1 > 0 . 一方面, 由文献

[ 7 ]知,该单生过程是强遍历的,进而是指数遍历的.

另一方面, 由式( 1 )的定义有 ai = bi = i
�
. 再由文

献[ 1 , 5 ]或[ 13 ] , 我们知道该生灭过程遍历而不是指

数遍历的.所以 M = � .

3 � 定理 2和定理 3的证明

定理 2的证明 � 当 l= 1 时定理的结论是熟知的,

参看文献[ 1 ] .在文献[ 7 ]的定理 1 中, 我们已经证明

下列结果:

m
( n)
10 = nd

( n)
,

m
( n)
i0 = n �

i- 1

j= 0

( F
( 0)
j d

( n)
- d

( n)
j ) , i � 1,

(11)

和

m
( n)
00 = n!( q

- n
01 + �

n

k= 1

( k! q
n- k
01 )

- 1
m

( k)
10 ) , � n � 1.

(12)

因此,若单生过程 X ( t)是 l 遍历的, 则 m
( l)
00 < � .由式

( 11 )和( 12 )立刻可知 d
( l)

= m
( l)
10 / l< � .

反之,若 d
( l)

< � , 则由式( 11 )知 m
( l)
10 < � , 进而

我们得到 m
( k)
10 < � ( k= 1 , �, l) .再由式( 12 )知 m

( l)
00 <

� ,所以 X ( t)是 l 遍历的. 定理的最后一部分结论则

由文献[ 4 ]定理 1 . 2 直接得到.

定义 d̂
( n)�= sup

i�0
d

( n)
i / F

( 0 )
i . 特别地, 将 d̂

( 1 )简记为

d̂ .一般地,容易知道 d
( n) � d̂

( n)
. 我们还有下面类似于

文献[ 1 ]引理 4 . 54 的结论.

命题 2 � 给定单生 Q矩阵( qij ) .则方程

x
( n)
0 = 0,

x
( n)
i � �

k � i

qik

q i
x

( n)
k +

n
q i

m
( n- 1)
i0 , � i � 1.

(13)

有一有限非负单调增的解当且仅当 d̂
( n)

< � ( n �1 ) .

此时,以下即是这样的解:

x
( n)
1 � [ nd̂

( n)
, � ) ,

x
( n)
i = �

i- 1

j= 0
( F

( 0)
j x

( n)
1 - nd

( n)
j ) , � i � 1.

(14)

� � 证明 � 类似于文献[ 7 ]定理 1 的证明, 从式( 13 )

出发,可以推出

x
( n)
i+ 1 - x

( n)
i � F

( 0)
i x

( n)
1 - nd

( n)
i , � i � 0. (15)

如果 d̂
( n)

< � , 由上式容易看出, 式 ( 14 )即是方程

( 13 )的有限非负单调增解(且使得方程( 13 )的等号成

立) . 反之, 如果方程 ( 13 ) 存在有限非负单调增解

( x
( n)
i ) , 则由式( 15 )和单调增性,可以推出

0 � F
( 0)
i x

( n)
1 - nd

( n)
i , � i � 0.

因此,有 d̂
( n) � x

( n)
1 / n< � .

注意到生灭过程是单生过程的特例.因此,对任意

生灭 Q矩阵( a i , bi )而言,对应地有

F
( 0)
i =

b0
�i bi

,

d
( n)
i =

1
�ib i
�

i

j = 1
�j m ( n- 1)

j0 , � i � 1, n � 1,

其中 �0 = 1 和 �i =
b0 b1 �bi- 1

a1 a2 �ai
( i �1 ) . 观察到

lim
i� �

�
i

j = 0
d

( n)
j

�
i

j = 0

F
( 0)
j

= lim
i � �

d
( n)
i

F
( 0)
i

=
1
b0
�
�

j= 1
�j m ( n- 1)

j0 .

所以,对生灭过程有

d
( n)

= d̂
( n)

=
1
b0 �

�

i= 1

�im ( n- 1)
i0 . (16)
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此时,由式( 11 )和以上讨论,可以得到(见文献[ 16 ] )

m
( n)
i0 = n�

i- 1

j = 0

1
�j b j
�
�

k= j+ 1

�km ( n- 1)
k0 , � i � 1, n � 1.

注意 m
( 0 )
i0 = 1 ( i �1 ) .然后由定理 2 和式( 16 )立刻得

到下面的推论(参看文献[ 19 ] ) .

推论 1 � 给定正则不可约的生灭 Q 矩阵( ai , bi ) .

设对应的生灭过程常返. 则其 l 遍历当且仅当

�
�

i= 1
�im

( l- 1 )
i0 < � , 其中 l�1 ,而 m

( n)
i0 由上式递推计算.

基于定理 1 证明中的比较方法和上述推论,可得

到单生过程 l遍历的一个充分条件.

定理 4 � 给定正则不可约的单生 Q 矩阵( qij ) .设

对应的单生过程 X ( t)常返.同式( 1 )定义生灭 Q矩阵

( ai , bi ) . 如果对应的生灭过程 �X ( t)是 l 遍历的,即若

�
�

i= 1

�m( l- 1 )
i0

q i, i+ 1F
( 0 )
i

< � , ( 17 )

其中

�m( 0)
i0 = 1,

�m( n)
i0 = n �

i- 1

j= 0

F
( 0)
i �

�

k= j+ 1

�m ( n- 1)
k0

qk, k+ 1F
( 0)
k

,

n � 1, i � 1,

则单生过程 X ( t)亦 l 遍历.

证明 � 对生灭过程 �X ( t)可类似地定义��1 和��i 以

及 �m ( k)
ij .在定理 1 的证明中实际上已经有以下结论:

m
( k)
i0 � �m( k)

i0 , � i � 1, k � 0. (18)

因此,若生灭过程 �X ( t)是 l 遍历的, 由推论 1 经计算

可知,这与式( 17 )等价,再由定理 2 知 �d ( l)
< � .结合

式( 11 )和( 18 )得出

d
( l)

= m
( l)
10 / l � �m( l)

10 / l = �d ( l)
< � .

再由定理 2 知单生过程X ( t)是 l 遍历的.定理证毕.

注 2 � 在定理 4 的条件下, 由定理 1 的证明知,

( �m( n)
i0 )是方程( 13 )的有限非负单调增解.从命题 2 的

证明得到 d̂
( n) � �m( n)

10 / n.因此,

d
( n) � d̂

( n) � �
�

i= 1

�m( n- 1)
i0

qi, i+ 1 F
( 0)
i

< � , � 1 � n � l.

� � 注 3 � 由定理 1 知,上述单生过程 X ( t)与生灭过

程 �X ( t)的常返性是等价的. 但是该生灭过程 �X ( t)零

常返一般不蕴含单生过程 X ( t)零常返. 否则, 等价地

有,单生过程 X ( t)正常返 ( 1 遍历)蕴含该生灭过程

�X ( t)正常返, 再由定理 4 知两者的正常返性是等价

的,这一般是不成立的.

定理 3的证明 �

( � ) 不失一般性, 假设对所有 l�1 有
d

( l)

( l- 1 ) !
�

�
l
成立.由式( 11 )知, m

( l)
10 = ld

( l)
.所以, 对 0 < �< �

- 1
,

我们得到

E1e��0 = �
�

l= 0

�l

l!
m

( l)
10 = 1 + �

�

l= 0

�l

( l- 1 ) !
d

( l) �

1 + �
�

l= 0

( ��) l
=

1
1 - ��

< � .

定义

ei0 (�) =�
�

0
e
�t
P i [ �0 > t] dt, � i � 0.

则 E ie��0 = �e i0 (�) + 1 . 选取 �� ( 0 , �- 1 � inf
i

qi ) .由上

述讨论我们知道 e 10 ( �) < � . 因此,由文献[ 1 ]的引理

4�19 和引理4 . 48 及不可约性,可得 e00 ( �) < � . 继而

E0 e��0 < � .再由文献[ 1 ]定理 4 . 44 得证充分性.

( � )若过程指数遍历, 由文献[ 1 ]定理 4 . 44 知,

存在 �� ( 0 , inf
i

q i )使得 E0 e��0 < � . 再由文献[ 1 ]的引

理 4 . 19 和引理4 . 48 及不可约性, 得出 e10 ( �) < � .

所以 E1 e
��

0 < � ,即级数

�
�

l= 0

�
l
d

( l)
/ ( l- 1 ) !

收敛.

因此, l im
l� �

�
l
d

( l)

( l- 1 ) !
= 0 < 1 .

进而,对所有充分大的 l, 我们有
d

( l)

( l- 1 ) !
� �l

, 其

中 �= 1 /�.必要性得证. 由 St irling 公式,容易证明该

条件等价于lim
l � �

l
d

( l)
/ l< � .
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A NOTE ON EXPONENTIAL ERGODICITY AND

l-ERGODICITY OF SINGLE BIRTH PROCESSES

ZH ANG Yuhui
( School of Mathem at ical Sciences, Beijin g Normal University, 100875, Beijing, Ch ina)

Abstract � In the paper, an explicit and suf ficient condition on exponent ial erg odicity of single birth

pro cesses is proven again by the comparison o f moments of hitt ing t ime, w hich is dif ferent f rom the method

reported in a previous w ork. M eanwhile, an explicit criter ion on l-er godicity for sing le bir th pro cesses is

obtained.

Key words � single birth processes; birth-death processes; exponent ially erg odic; st rongly erg odic; l-

er godic


