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摘要 研究了 2 类特定的单生 Q矩阵, 得到了其决定的单生过程遍历和强遍历的判别准则, 同时就其指数遍历

性, 给出了必要条件和充分条件.
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1 引言和主要结果

考虑不可约全稳定且保守的单生 Q矩阵, 即对一

切 i !0有

qi ∀= - qii = #
j ∃ i

q i j < % ,

且对所有的 i !0和 j !2满足 qi, i+ 1 > 0, qi, i+ j = 0. 单

生过程则是由单生 Q矩阵决定的Q 过程. 关于单生

过程的研究背景和相关结果,有兴趣的读者可参看文

献[ 1 9] . 本文还是沿用国内文献中的记号.我们的研

究实际上是文献[ 7]工作的继续, 主要研究了 2类单

生 Q过程的遍历、指数遍历和强遍历的判别准则, 这

2类单生过程的平稳分布已经在文献[ 7]中给出.

我们的主要结果如下.

定理 1 令 qi0= i> 0( i !1) , qi, i+ 1 = i> 0( i !

0) ,其他的 qi j = 0( i ∃ j ) . 假定该单生 Q矩阵是正则

的, i 单调减且过程是常返的. 约定 0 = + % 和 1
% =

0.记 h i=
1
i

( i !0) . 则

1) 过程遍历当且仅当级数

#
%

i= 1

( hi - hi- 1 ) &
i- 1

j= 0

j / qj 收敛.

2) 过程指数遍历的必要条件是

inf
i !1

( i + i ) > 0

和

 ∀= sup
i!1 #

i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

j= i

j ( h j - hj- 1)

j F
( 0)
j

< % ,

其中 F
( 0)
0 = 1和 F

( 0)
i =

i

i
&

i- 1

k= 0

qk

k
( i !1) .

3) 若inf
i !1

( i+ i )> 0, sup
i !1

i+ 1 / i< 1且  < % , 则

过程指数遍历.

4) 过程强遍历的充分必要条件是级数

#
%

i= 0
F

( 0)
i #

%

j = i+ 1

j ( hj - h j- 1 )
jF

( 0)
j

,

即

#
%

i= 1

i ( hi - hi- 1 )
i F

( 0)
i

#
i- 1

j = 0
F

( 0)
j

收敛; 若lim
i ∋ %

iq i- 1

i i- 1
存在且大于 1,则单生过程强遍历当

且仅当级数 #
%

i= 1

i ( h i - h i- 1)
i

收敛.

定理 2 令 qi, i+ 1= i> 0( i !0) , qi j = i / i (0 ( j (
i- 1) ,其他的 qi j = 0( i ∃ j ) . 假定 i / i关于 i 单调减,

记 hi= i/ i ( i !0) , 则

1) 过程遍历当且仅当级数

#
%

i= 1

( h i - hi- 1) ( i- 1) !
(2i - 1) ! !

收敛.

2) 过程指数遍历的必要条件是inf
i !0

i> 0和

sup
i !1 #

i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

j = i

h j - hj- 1

j F
( 0)
j

< % , (1)

其中 F
( 0)
0 = 1和 F

( 0)
i = (2i- 1) !! / i! ( i !1) .

3) 过程强遍历当且仅当

#
%

i= 1

hi - h i- 1

i
< % .

实际上, 由文献[ 7]的定理 1, 可以得到比上面这

一类更广的单生 Q矩阵指数遍历的判别准则如下.

定理 3 令 qi, i+ 1= i> 0( i !0) , qi j = i / i (0 ( j (
i- 1) ,其他的 qi j = 0( i ∃ j ) . 则过程指数遍历当且仅

当 ∀= inf
i !0

i> 0.

注意定理 3的条件中没有 i / i关于 i 单调减 的

假定, 所以该定理中的单生 Q 矩阵比定理 2 的更一

般. 另外,在定理 2的条件下, > 0 一定蕴含式( 1)

成立, 这一点由定理 3立刻可知.

2 定理的证明

为了证明定理, 对 0 ( k< n ( k, n ) Z+ ) , 定义
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q
( k)
n = #

k

j = 0
qnj . 再定义

m0 =
1

q01
, mn =

1
qn, n+ 1

( 1+ #
n- 1

k= 0

q
( k)
n m k ) , n ! 1,

F
( n)
n = 1, F

( i)
n =

1
qn, n+ 1

#
n- 1

k= i

q
( k)
n F

( i)
k , 0 ( i < n,

d0 = 0, dn =
1

qn, n+ 1
(1 + #

n- 1

k= 0

q
( k)
n d k ) , n ! 1.

易知, mi= F
( 0)
i / q01+ d i ( i !0) . 记( X ( t ) ) t!0为相应的

单生过程. 定义状态 0 的首中时为 !0∀= inf { t> 0:

X ( t )= 0} ,其从状态 i出发的n阶矩为m
( n)
i = Ei!

n
0( i !

1) . 再定义

d
( n)
0 = 0,

d
( n)
i =

1
qi, i+ 1

( m
( n- 1)
i + #

i- 1

k= 0

q
( k)
i d

( n)
k ) , i ! 1,

d
( n)

= sup
i!1

#
i- 1

j = 0

d
( n)
j

#
i- 1

j= 0
F

( 0)
j

= sup
i !0

#
i

j = 0

d
( n)
j

#
i

j = 0
F

( 0)
j

.

注意 m
( 0)
i = 1( i !1) . 故当 n= 1时, d

( 1)
j = d j ( j !0) ,

进而可简记 d
( 1)为 d. 由文献[ 5]知,

m
( n)
i = n #

i- 1

j= 0
( F

( 0)
j d

( n)
- d

( n)
j ) , i ! 1. (2)

定理 1 的证明 ( ∗ ) 易知, 对所有的 0 ( j ( i-

1, 有 q
( j )
i = i 且 q i= i+ i ( i !1) , q0= 0 . 由定义得

F
( 0)
0 = 1, F

( 0)
i =

i

i
#
i- 1

j= 0
F

( 0)
j , i ! 1;

d
( n)
0 = 0, d

( n)
i =

m
( n- 1)
i

i
+

i

i #
i- 1

j= 0

d
( n)
j , i ! 1.

归纳可证

F
( 0)
i =

iq i- 1

i i- 1
F

( 0)
i- 1 ,

d
( n)
i =

mi
( n- 1)

i
-

i m
( n- 1)
i- 1

i i- 1
+

iq i- 1

i i- 1
d

( n)
i- 1 , i ! 2. (3)

注意到 F
( 0)
1 = 1 / 1 和 0 = q0 . 则由式( 3)计算得到

F
( 0)
i =

i

i
&
i- 1

k= 0

qk

k
, i ! 1. (4)

定义 h
( n)
i = m

( n- 1)
i / i ( i !0) . 用数学归纳法可以证明

d i
( n)

= F
( 0)
i #

i

k = 1

k

kF
( n)
k

( h
( n)
k - h

( n)
k- 1) , i ! 0. (5)

所以, 我们推出

#
i

j = 0

d
( n)
j = #

i

k = 1

k

kF
( n)
k

( h
( n)
k - h

( n)
k- 1) #

i

j = k

F
( 0)
j , i ! 0.

进而

#
i

j = 0

d
( n)
j

#
i

j = 0

F
( 0)
j

= #
i

k = 1

k

kF
( 0)
k

( h
( n)
k - h

( n)
k ) (1 -

#
k- 1

j= 0

F
( 0)
j

#
i

j= 0

F
( 0)
j

) =

#
%

k= 1

k

kF
( 0)
k

( h
( n)
k - h

( n)
k- 1 ) (1 -

#
k- 1

j= 0
F

( 0)
j

#
i

j = 0

F
( 0)
j

)1 { k( i} , i ! 0.

在后面将归纳证明对于每个 n !1, m
( n- 1)
i 关于 i 是单

调增的, 因此

h
( n)
i - h

( n)
i- 1 ! ( hi - h i- 1) m

( n- 1)
i , i ! 1. (6)

由 i 单调减(即 h i 单调增)的假设知 h
( n)
i 关于 i 也单

调增. 由过程是常返的假设及文献[ 2]的定理 4. 52知

#
%

j= 0

F
( 0)
j = % . 故当 i ∋ % 时, 由单调收敛定理可得

#
i

j = 0
d

( n)
j

#
i

j= 0

F
( 0)
j

+ #
%

k= 1

k

kF
( 0)
k

( h
( n)
k - h

( n)
k- 1) = d

( n)
. (7)

故由遍历判别准则
[ 2]
知, 过程遍历当且仅当 d < % ,

即级数

#
%

k= 1

k ( hk
( 1)

- hk- 1
( 1)

)
kF

( 0)
k

收敛.注意到 h
( 1)
i = hi 和式(4) .由此即可得到结论 1) .

下面补证 m
( n- 1)
i 关于 i 的单调增性质, 结论 1)的

证明即完成. 显然结论对 m
( 0)
i 成立. 由式(2)、(5)和

(7)知,

m
( n)
i = n #

i- 1

j = 0

F
( 0)
j #

%

k= j+ 1

k

kF
( 0)
k

( h
( n)
k - hk- 1

( n)
) ,

i ! 1, n ! 1. (8)

由 hi 单调增的假设及上式, 可推出 m
( 1)
i 是单调增的,

由此又可推出 h
( 2)
i 是单调增的, 进而再由上式得到

m
( 2)
i 的单调增性质. 因此, 由归纳法不难得出对于每

个 n!1, m
( n- 1)
i 单调增的结论.

( , ) 由式(6)、(8)和 m
( n- 1)
i 单调增性质, 我们有

m
( n)
i ! n #

i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

k= i

k ( hk - hk- 1)
kF

( 0)
k

m
( n- 1)
k !

n( #
i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

k= i

k ( hk - hk- 1)

kF
( 0)
k

) m
( n- 1)
i , n ! 2.

同时, 注意到

m
( 1)
i ! #

i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

k= i

k ( hk - hk- 1)
kF

( 0)
k

.

因此, 归纳得到

m
( n)
i ! n!( #

i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

k= i

k ( hk - hk- 1 )
kF

( 0)
k

)
n
, n ! 1.

下面的证明同文献[ 3] . 由过程指数遍历知存在 ∀满

足 0< ∀< qi (对于一切 i !0) , 使得 Eie
∀!
0 < % ( i !1) .

再由其 Tay lor展开式及上式推出

#
%

n= 1
(∀#

i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

k= i

k( hk - hk- 1 )
k F

( 0)
k

)
n

< % ,

因此, 我们有
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#
i- 1

j = 0

F
( 0)
j #

%

k= i

k ( hk - hk- 1 )
kF

( 0)
k

< ∀- 1
, i ! 1.

再关于 i取上确界得  ( ∀- 1
< % . 由过程的指数遍历

性及文献[ 2]中的定理 4. 44 或定理 4. 45, 可以推出

q∀= inf
i !0

qi= min{ 0 , inf
i !1

( i+ i ) }> 0, 等价地, inf
i!1

( i+

i )> 0. 结论 2)得证.

( − ) 由文献[ 2]的定理 4. 45( 2)知, 单生过程指

数遍历当且仅当对某个 ∀满足 0< ∀< qi ( i ) Z+ ) , 不

等式组

y i ! 1, i ! 0;

#
j

qi j y j ( - ∀y i , i ! 1 (9)

存在一有限解( y i ) . 因此, 为证明结论 3) , 对待定参

数 ∀) (0, q) , 这里 q的定义见( , ) ,我们需要构造式

(9)的一个有限解 ( g i ) . 下面的构造方法来自文献

[ 3] . 首先定义算子

# i ( f ) =
1
f i
#
i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

k= j+ 1

k ( hk - hk- 1) f k

k F
( 0)
k

, i ! 1.

其次, 定义

∃i =
- 1
0 #

i- 1

j= 0
F

( 0)
j , i ! 1.

则 ∃关于 i 是单调增的且 ∃1 = - 1
0 . 令 f = c 1 0∃,

其中常数 c> 1. 则 f 单调增且 f 1 = c 1 . 再定义 g =

f #( f ) . 则 g 是单调增的且

g1 = #
%

k= 1

k ( hk - hk- 1) f k

kF
( 0)
k

! f 1

1
= c > 1.

由文献[ 10]的引理 3. 6可推出

g i = c 1 0 #
i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

k= j+ 1

k ( hk - hk- 1) ∃k

k F
( 0)
k

(

2 c 1

0
#
i- 1

j= 0
F

( 0)
j ∃

- 1/ 2
j+ 1 ( 2 c 1 #

i- 1

j= 0
F

( 0)
j < % , i ! 1.

令 g0= 1, 则 1 ( g i< % ( i !0) . 下面我们基于式( 9)

来取定参数 ∀. 当i= 1, 有 ∀( ( c- 1) c
- 1 #1( f )

- 1
. 当

i !2, 可以推出 ∀应该满足

∀g i ( #
i- 1

k= 0

q
( k)
i F

( 0)
k #

%

j= k+ 1

j ( h j - h j- 1) f j

j F
( 0)
j

-

qi, i+ 1 F
( 0)
i #

%

k= i+ 1

k ( hk - hk- 1) f k

kF
( 0)
k

.

为此, 只需要

∀g i ( #
i- 1

k= 0

q
( k)
i F

( 0)
k #

%

j= i

j ( h j - hj- 1) f j

j F
( 0)
j

-

qi, i+ 1F
( 0)
i #

%

k= i+ 1

k ( hk - hk- 1) f k

kF
( 0)
k

=

qi, i+ 1F
( 0)
i #

%

k= i

k ( hk - hk- 1) f k

k F
( 0)
k

-

qi, i+ 1 F
( 0)
i #

%

k= i+ 1

k ( hk - hk- 1) f k

kF
( 0)
k

=

( 1- i / i- 1) f i .

换而言之, 为满足式(9) , 仅需要

∀( (1- i / i- 1) f i / g i=

(1- i / i- 1) # i ( f )
- 1

( i !2)

和

∀( ( c- 1) c
- 1 #1 ( f )

- 1
.

因此, 我们可以取定这样的 ∀:

0 < ∀< (
c- 1

c
# 1( f )

- 1
) .

( inf
i !2

(1 -
i

i- 1
) # i ( f )

- 1
) . q. (10)

这里需要证明式(10)的右边是正的, 等价地证明

sup
i !2

( 1-
i

i- 1
)
- 1 #i ( f )< % .

为证明此性质, 定义在文献[ 10]中多次用到的另一个

算子

I i ( f ) =
F

( 0)
i

f i+ 1 - f i
#
%

k= i+ 1

k ( hk - hk- 1) f k

kF
( 0)
k

, i ! 1.

一方面, 由合分比性质, 我们得到

sup
i!1
# i ( f ) ( sup

i!1
I i ( f ) .

另一方面, 由文献[ 10]的引理 3. 6和条件  < % , 可

以得出

I i ( f ) =
F

( 0)
i

∃i+ 1 - ∃i
#
%

k= i+ 1

k ( hk - hk- 1) ∃k

kF
( 0)
k

(

2 F
( 0)
i

0 ( ∃i+ 1 - ∃i ) ∃i+ 1

( 4 , i ! 1.

因此, sup
i !1

#i ( f ) ( 4 . 进而, 结合定理的假设, 得到

sup
i !2

(1- i / i- 1)
- 1 #i ( f ) (

4 (1- sup
i !2

i / i- 1)
- 1
< % .

所以, 我们构造出了满足式( 9)的有限解( g i ) . 由此推

出单生过程是指数遍历的.

( / ) 至于过程强遍历判别准则, 可以参看文献

[ 7]的证明.为节省篇幅, 这里我们不再给出结论 3)和

4)的证明细节. 至此, 定理结论全部证毕.

定理 2的证明 易知, 对所有 0 ( j ( i - 1, 有

q
( j )
i = ( j+ 1) i / i . 由定义得到

F
( 0)
0 = 1, F

( 0)
i =

1
i #

i- 1

j= 0

( j + 1) F
( 0)
j , i ! 1;

d
( n)
0 = 0, d

( n)
i =

m
( n- 1)
i

i

+
1
i #

i- 1

j = 0

( j + 1) d
( n)
j , i ! 1.

( ∗ ) 我们在后面将归纳证明对于每个 n !1,

m
( n- 1)
i 关于 i 是单调增的. 定义 h

( n)
i = im

( n- 1)
i / i ( i !

0) , 因此
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h
( n)
i - h

( n)
i- 1 ! ( h i - hi- 1) m

( n- 1)
i , i ! 1. (11)

再由 h i 单调增的假设知 h
( n)
i 关于 i 也单调增.

( , ) 归纳可证

F
( 0)
i =

2i - 1
i

F
( 0)
i- 1 ,

d
( n)
i =

h
( n)
i - h

( n)
i- 1

i
+

2i - 1
i

d
( n)
i- 1 , i ! 2. (12)

注意到 F
( 0)
1 = 1和 d

( n)
1 = m

( n- 1)
1 / 1 . 所以, 式(12)对所

有 i !1均成立.由此可计算得到

F
( 0)
i =

(2i - 1) ! !
i!

, i ! 1. (13)

由数学归纳法和式( 12)可以得到

d
( n)
i = F

( 0)
i #

i

k= 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

, i ! 0. (14)

所以, 我们有

#
i

j = 0

d
( n)
j = #

i

j = 1

d
( n)
j = #

i

j = 1

F
( 0)
j #

j

k= 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

=

#
i

k= 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

#
i

j = k

F
( 0)
j , i ! 0.

进而

#
i

j = 0
d

( n)
j

#
i

j = 0
F

( 0)
j

= #
i

k= 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

(1-
#
k- 1

j= 0
F

( 0)
j

#
i

j = 0
F

( 0)
j

) =

#
%

k= 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

(1 -
#
k- 1

j= 0
F

( 0)
j

#
i

j= 0
F

( 0)
j

) 1{ k ( i} , i ! 0.

( − ) 由( ∗ )和( , ) , 单调收敛定理及 d
( n)的定义

知, 当 i ∋ % 时,

#
i

j = 0

d
( n)
j

#
i

j = 0

F
( 0)
j

+ #
%

k= 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

= d
( n)

.

故由遍历判别准则 [ 2] 知, 过程遍历当且仅当 d < % ,

即级数 #
%

k= 1

h
( 1)
k - h

( 1)
k- 1

kF
( 0)
k

收敛. 注意到 h
( 1)
i = hi 和式

(13) .由此即可得到结论 1) .

( / ) 下面来归纳证明 m
( n- 1)
i 关于 i的单调增性质.

显然结论对 m
( 0)
i 成立. 由文献[ 5]、( − )和式(14)知,

m
( n)
i = n #

i- 1

j = 0
F

( 0)
j ( d

( n)
-

d
( n)
j

F
( 0)
j

) =

n #
i- 1

j= 0
F

( 0)
j #

%

k= j+ 1

h
( n)
k - h

( n)
k- 1

kF
( 0)
k

, i ! 1, n ! 1. (15)

由 h
( 1)
i = hi 及其单调增的假设, 结合上式, 推出 m

( 1)
i

是单调增的, 由此又可推出 h
( 2)
i 是单调增的, 进而再

由上式得到 m
( 2)
i 的单调增性质. 因此, 由归纳法不难

得出对于每个 n !1, m
( n- 1)
i 单调增的结论.

( 0 ) 由式(11)、(15)和 m
( n- 1)
i 单调增性质, 有

m
( n)
i ! n #

i- 1

j = 0

F
( 0)
j #

%

k= i

( hk - hk- 1) m
( n- 1)
k

kF
( 0)
k

!

n( #
i- 1

j = 0
F

( 0)
j #

%

k= i

h k - hk- 1

kF
( 0)
k

) m
( n- 1)
i , n ! 2.

同时, 注意到

m
( 1)
i ! #

i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

k= i

hk - hk- 1

kF
( 0)
k

.

因此, 归纳得到

m
( n)
i ! n!( #

i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

k= i

hk - hk- 1

kF
( 0)
k

)
n
, n ! 1.

由过程指数遍历知存在 ∀满足 0< ∀< qi (对于一切 i !

0) , 使得 Eie
∀!
0 < % ( i !1) . 再由其 Taylo r 展开式及

上式推出

#
%

n= 1

(∀#
i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

k= i

hk - hk- 1

kF
( 0)
k

)
n

< % .

因此, 我们有

sup
i !1 #

i- 1

j= 0

F
( 0)
j #

%

k= i

hk - hk- 1

kF
( 0)
k

( ∀- 1
< % .

由过程的指数遍历性及文献 [ 2]的定理 4. 44 或定理

4. 45, 可以推出 q∀= inf
i !0

qi= min{ 0 , 2 inf
i !1

i } > 0, 等价

地, inf
i !0

i> 0. 结论 2)得证.

( 1 ) 过程强遍历判别准则的证明可以参看文献

[ 7] , 这里不再给出证明的细节. 定理全部结论证毕.

定理 3的证明 文献[ 7]中已经证明了结论的充

分性, 因此不再重复证明细节. 而由文献[ 2]的定理

4. 44或定理 4. 45知, 指数遍历蕴含

q∀= inf
i !0

qi= min{ 0 , 2 inf
i !1

i }> 0,

等价地, > 0, 定理结论的必要性由此得证.

注 1 实际上, 我们可以很容易得到这 2类单生

过程 l遍历的判别准则. 关于 l遍历性的内容, 读者可

参看文献[ 11]及其相关文献.
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SOME SINGLE BIRTH QMATRICES (CONTINUED)

ZHANG Yuhui1) ZHAO Q ianqian2)

( 1) School of M athematical S cien ces , Bei jing Norm al Un iversity, 100875, Beijing, China;

2) Sch ool of M athematical Sciences, Qufu Normal U nivers ity, 273165, Qufu, Sh andong, Chin a)

Abstract Tw o specif ic sing le birth Q matrices w ere examined, criteria for erg odicity and st rong erg odicity

w ere obtained, necessary and suff icient condit ions for exponent ial ergodicity were presented.

Key words single birth processes; ergodic; st rong ly erg odic; exponent ially er godic

小心外来物种 入侵 首都

2007年 12月 22日, 首都生态圈外来入侵物种监测项目启动暨首都生态圈外来入侵物种监测研究中

心揭牌仪式 在我校举行,葛剑平副校长主持了会议.国家环保局、科技部、北京市科学技术委员会、北京市园

林绿化局、北京市农业局、北京市环保局、北京市出入境检验检疫局的有关领导出席了启动仪式.北京市科学

技术委员会主任马林与我校陈光巨副校长共同为中心揭牌.

外来物种入侵已成为影响环境的全球性热点问题,近年来北京地区也受到威胁.北京市科学技术委员会

联合北京市园林绿化局、北京市农业局、北京市环保局等相关职能部门, 依托北京师范大学,整合中国农科

院、中国林科院、中国农业大学、北京林业大学以及北京市林保站、植保站以及出入境检验检疫局等单位的科

技资源,开展了 首都生态圈外来入侵物种监测、研究和信息交流 项目,以期建立一个集监测、研究、预警为

一体的长效机制和平台,为北京市政府服务.该项目将结合北京的四大功能区(即首都功能核心区、城市功能

拓展区、城市发展新区和生态涵养发展区) ,按照可能传入和爆发的入侵物种名单,针对各个生态系统类型建

立 100个监测点, 定期进行系统的调查.在此基础上,建立数据库和信息分析, 向政府有关部门进行通报. 该

项目的启动, 对首都创新型城市的生态安全防控体系具有重要意义,也是新奥运、新北京的重要举措.

(李 克)


