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摘要
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本文主要通过构造一个新的函数并利用 (Χ22 Δ2 Ε 技术给出推广的 345 盛二7 028 9: 02 < ;Φ9

不等式的常数估计
1
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, Η > ! ! ! Β 主题分类
≅
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! 引言

设 >)
,

下
,

川为概率空间
,

Λ>
Μ ,

ΜΒ
≅ Μ 任 ) Ν 〔 下

Μ 下
1

定义 3”>川为通常的实 护 空间
,

其

上的范数为 ΝΟ
·

ΝΝ
,

1

若 Π Θ  
,

简写为 ΝΝ
·

#卜本文所处理的对称型 >￡
,

, >句Β定义如下
≅
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,

。
卜告儿
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·
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Σ
, 。任 , >￡Β

≅ Θ ΛΧ 〔 石 >Τ Β
≅ ￡>人

,

ΧΒ Υ Φ/ Ν
,

其中 Ι 是非负对称测度
,

即 Ι> Ρ Μ
,

Ρ 功 Θ 入Ρ , ,

Ρ ΜΒ
1

不失一般性
,

可假设 Ι> Λ>Μ
,

ΜΒ
≅ Μ 〔

) ΝΒ Θ !1

ςΩ; ΩΦ 4Ε ‘不等式和对数 8/Ξ /0 2Ψ 不等式在概率论中都具有重要意义
1

前者反映了马氏过程

在 3 Ζ
意义下以指数速度收敛

,

关于它的一些结果可参见 Λ#
一� [

,

而后者则反映了马氏过程的相对

嫡以指数速度收敛
,

且在一定条件下与超压缩性等价
,

关于对数 ∗/Ξ /0 2Ψ 不等式的结果可参见【 
,

∴一∀[
1

另外
,

对数 ∗/Ξ /0 2Ψ 不等式强于 ς/Σ ΩΦ 4Ε ‘不等式
,

两者之间存在很大的空隙
1

由] 2Φ :Ω2
Ε
在

⊥8[ 中引入的 ] 2 Φ: Ω2
Ε
不等式填充了这一空隙

,

其形式如下
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当 Π 二 # 时
,

>!1  Β式化为 ςΩ; Ω Φ4 Ε‘不等式 Γ 而当 Π 、  一 时
,

00_
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>!1  Β式化为对数 ∗/ Ξ/ 02 Ψ
不等式

1

邓平基在其博士论文 ⊥![ 中讨论了有限维紧黎曼流形
,

连续自旋

粒子系统
,

自由黎曼泪随空间以及最近粒子系统上的 ] 2Φ :Ω 2 Ε
不等式

1

在 Ο#! #中
,
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:; 2< ;二 考虑了如下一类不等式
≅

�Β归>!1为孟
,  ·>Ρ

·

卜 >五
1了⋯>Ρ

·
Β

Β
’≅ 。> 一Β

。

孟
1二,一>Ρ ·Β

,

、 · Ο#
,

 Β
,

其中 “

井二乍三
, Ε 〔 氏冻咖 ΜΒ 一 。 2Μ Π >一+Μ+Ε Β“‘ 为 Η 上的概率测度

,

而 。 一

命
一化常数

1

我们把上面的不等式称为 345 40 46 7 02 8
9: 02 < ;Φ 9

不等式
,

简称为 3
一

7 不等式
1

### 」给

出了直线上 >/
,

�Β式的判别准则
1

将上述不等式稍作变形如下
≅

三此>Σ
,

ΣΒ
,

Σ 〔 刀>句
1

Π 任【0
,  Β

。>ΣΖΒ一 。>+ΣΝ
,

Β荟

> 一功
。 >!

1

∴Β

容易看出
,

随着 4 的增大
,

>!
1

∴ Β式逐渐增强
,

且把 ς/; ΩΦ 4Ε ‘不等式和对数 ∗/Ξ /0 2Ψ 不等式以

及介干它们之间的不等式统一起来
1

对于 ς/; Ω Φ4Ε � 不等式和对数 ∗/ Ξ /0 2Ψ 不等式
,

目前都已有

了很好的显式判别准则 ##, � #
1

文献 ⊥# 
一#叼讨论了 ε

一

8/Ξ /; 2Ψ 不等式以及超 ς/; Ω Φ 4Ε 。不等式的判
别准贴 为了得到 3

一

。不等式的判定准则
,

王凤雨茬Λ#Α Ν中给出关于 >!
1

∴ Β式与 ε6 8/Ξ /0 2Ψ 不

等式以及超 ς /Σ ΩΦ 4Ε ‘不等式的重要等价命题
1

王峰在其博士学位论文 ⊥#�# 中利用 .4Ε 勿 型不等

式已对一维空间和无穷维空间给出 >!1 ∴Β式的判别准则
1

事实上
,

在 【#Α Λ中
,

王凤雨还将 >!
1

�Β式进一步推广为

, ,
> ΕΖ 、φ

, ,
>一Ε , , 、号

、δ Π 二竺艺一乙一井牛守生二上止二 兰(￡>Σ
,

ΣΒ
,

Σ 任 , >￡Β
,

Π 〔【#
,

 Β 毋气ςΒ
>!

1

ΑΒ

其中功。 Φ⊥ ‘
,

 Ο
,

功单调递减且在 ⊥0
,

 Β上严格正
,

拭 Β一 ! 且
8
δς

Π。Λ# , Β
墙 有限

·

现在
,

仍称 >!
1

ΑΒ式为 卜7 不等式
,

并称使上式成立的最小的 ( 为 345 欲46 /0 28 9: 02 < ;Φ9 常数
,

简称

为 3
一

。 常数
1

当 , 沙Β为常数时
,

>!1 ΑΒ式化为 ς/; ΩΦ 4Ε ‘不等式
·

当沪润 一 里旦
案
二且 时

,

>!1 ”Β式

等价于对数 ∗/ Ξ /0 2Ψ 不等式
1

因此 >!
1

Α Β的确是 ς/Σ ΩΦ 4Ε ‘不等式和对数 ∗/ Ξ /Σ 2Ψ 不等式的推广
1

 ! !∴ 年
,

] 4Ε 5Χ4
,

Φ 45 5认δΜ 和 Η/ Ξ2 Ε5 。 在 ⊥00 ∀# 中用容度的方法给出了 >!
1

ΑΒ式的判别准则

和常数估计
·

本文的方法不同于 ##∀ Ο
,

是利甩 (Χ22 Δ2 Ε
技术

,

通过构造一个新的函数
,

1

直接给

出推广的 3
一

! 不等式即 >!1 ΑΒ式的常数估计
1

为此
,

取一非负对称函数
≅ 任￡ Μ ￡

,

使得

人
、二 # Λ

, >二
, , Βγ 。ΝΙ>Ρ Μ

,

Ρ 。Β
Ε

>Μ
,

, Β
兰风∃Β

,

∃ 任 万
1

>!
1

�Β

记 入# ≅Θ ;Ω ΣΛ￡>Σ
,

ΣΒ
≅ “>Σ

Ζ
Β

η >5Β Θ

凡>5Β Θ

“ #
,

补>ΣΒ

# 一 50
一
盖

功>Π Β

二 !Ν
1

命

∗ δ ς
Π任【#

,

 Β

5 全 #Γ 凡。二 ;Ω Σ
+3 >∃ Βγ !

不∃ ‘

少Β
1

“>∃ Βη >尚 Β
’

# 一 ># ι 艺Β
‘一
若

功伽Β
亡七! Γ

,

‘沙Β ;Ω Σ
户>通Βγ /

Ι >盖Β>且
Μ ∃

(

Β

风川凡>渝 Β‘

凡 Θ ;Ω Σ
, 任##

,  Β

、
沙Β

,

其
州

‘, >“了
,

“、
一 ‘Λ

·

怀

例哭瓮黔
,

对 ‘的要求同前
·
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对于 >!
1

Α Β
,

容易看出若 了恒等于常数
,

不等式恒成立
1

所以在下文中
,

我们总假定 Σ 不恒

等于常数
1

本文的主要结果如下
1

定理 !1 # 令

≅ φ ,

Σ 到了
,

ΣΒ
φ

, φ 。
, 。、 口 ,

, 二 , , ‘ 1 #
口 二 且坦 、宁户一一一讥不元万了

≅ Ι 匕 夕沪少且 Ι 小
一

Ο旦守丁币狱 Ε
,

、“δ Π Π 〔##
,

 Β一节简一
‘

则有
、 ϕ  

、 、 八# 几
凡 Ω 户 口  

—
6

6 一 ∴ Α人, ι ‘  8δ ςς
。【,

,

 Β
汤

推论 !
1

# 假定 ς/; ΩΦ 4Ε � 不等式成立
1

若
‘ γ !

,

则 345 4 04
ϕ

7 02 89 :; 2 < ;Φ 9
不等式 >!

1

ΑΒ 成立
1

注记 !
1

# 我们知道
,

345 40 , /0 28 Ζ: ;2< ;Φ 9
不等式强于 ς/

;ΩΦ 4Ε � 不等式
1

所以
,

在上面的

推论中假定 ς/Σ ΩΦ 4Ε ‘不等式成立 >即 入≅ γ ! Β是必要的
1

作为上述结果应用的例子
,

我们下面考虑生灭过程
1

设生速为 认 γ !> 葱全 !Β
,

死速为 内 γ

! >‘ 全 #Β
1

则 、 Θ 丢
,

、 Θ 冬熟今>‘ 全 0Β
,

其中 户 二 # 十 艺霆
,

等午
三Γ Ι;, 、Γ Θ 、Ξ;,

一
产

”
, 1 朴

’ 1 4 0
1

”山 尸 、

一 尸
产

”
,

’

ϕ
Ι Θ

几 4 0”
’

4 Ι

Ι;,
‘一 Γ Θ 二娜‘

,

而对于其他的 κ 尹葱
,

凡 二 !
1

取 与 Θ >4 ‘ι 叼 Ψ >内 ι 鸟Β
,
‘务Ι

1

固定 葱γ !,

令 ∃ Θ 几Θ Λ该
,

￡十 0
,

⋯ Ν
,

则

。
、

Λ湍
,

“Ι 一 ‘一 0Γ

Ι少少
了

二 Υ

>湍
,

“‘一 ‘ι “

推论 !1  对于生灭过程而言
,

、 γ ! 当且仅当

介云2 ‘
( ≅Θ 卫刃区 】刃区 6 二二二二二

Π 〔Ο#
,
 Β葱 #

尹
‘

,

卜 # —一

一
竺竺三生主兰二竺竺, 竺竺

一
γ !而面

艺, ≅ ‘、斌
‘一 ># ι >艺, ≅ ‘、Β

一‘

Β
’一’

注记 !,  取 价伽Β二 > 一川
“ , 4 〔 ⊥!

,

0κ 为常数
1

当 4 二 ! 时
,

回到 ς /

;ΩΦ 4Ε ‘情形
,

此时
,

φ ϑ 0 λ 0
户飞戈顽可Β 一 环砰石

’ 、>#ΒΘ ;ΩΣ拌>∃Βγ !

Ι>告Β>∃ Μ ∃
·

Β而丙石
拼>∃Β

可以看出
,
‘>≅ Β ≅ ;ΩΣ , >, Βγ 。

碧墙且 Θ ≅

泌 Β >见 ⊥8[ Β
1

当 4 二 0时
,

回到对数 8/ Ξ/ 02Ψ 情形
,

怨喊病Β
一 ,

玺
# 一 ># ι 长

舟 Β‘一若
户气才, 少

矛

 一 ς

#
φ

ϑ # 、

一 万0/Δ 护ι 万;又下少

此时
,

减 Β与 ⊥’[ 中的对数 ∗/ Ξ/ 02 Ψ
常数除相差常数外阶是一致的

1

# 主要结论的证明

为了证明定理 >!
1

#Β
,

先介绍两个简单引理
1

引理 #
1

# 设 >)
,

川是概率空间
,

# 兰Π , Υ ς Υ Φ/
,

了。护
≅

>) Β
1

则风尸
≅

Β‘风了
Π ≅

Β爵
1
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弓0理 #
1

 对任意 Σ 任护>川
,

下面的不等式成立

Π任【#
,

 Β

粤黔华
≅ ,

Κς1
甲甲 Β Π 〔【#

,  Β

垫单典之
十 Γ >κ

, Β 。00Π
溶

,

>#
1

#Β

中伊Β Π〔⊥;
,

 Β 甲甲Β

其中κ二

证明

Σ 一风κΒ
1

根据 【#Α」的性质  
1

# 和引理  1 #
,

对任意 Π 〔【#
,

 Β
,

有

Ψ4Ε 伽Β
,

>ΣΒ‘ Γ >户Βι ># 一 ςΒ 。>Οκ0
, Β圣二Ψ4Ε 伽Β

,

>ΣΒ ι >卜 ΠΒ。>0κ0
,

Β居

因此

黯黔
1

≅

黯
旦 ι

动箫
三

黯黔
·

动
Π

翼
Β

箫

所以
,

不等式 >#
1

#Β 成立
1

定理 !
1

# 之证明 第一个不等式的证明很简单
1

只需将函数 Σ Θ

式即得

+∃ >风川 γ !Β 代入不等

Ι> ∃ Μ ∃Φ 、
;可 一尸片二二尸 , 厂6 叮  民

Γ >∃Βγ / 风∃ Β“3不奋了Β

继续证明第二个不等式
1

记 了 Θ Σ 一 风κΒ1 不妨假设 风0κ0
,

Β Θ #一 令 诚5Β Θ ‘了耳不下
,

叮。Β Θ 劝。 Β
,

其中 亡〔 ⊥!
,

// Β
1

易知 凡。Β是 ⊥/
,

Φ/ Β

刀 也是增函数且

上的连续严格增函数
,

从而 叻是增函数
,

,
,

>‘。一

腼>
# ·

黔Β
又因为

∗δς
8
δς

Π 〔【#
,
 Β 5全!

,
,

>‘卜半>
# ι

箫Β
·

余
≅ #

,

所以 ,
,

>5Β 兰
毕

一 �。沪双两
1

令 Δ Θ 试0κ0 ΒΘ 诚户Β
1

那么

0, >, Β一 。>二Β0Θ 0。>ΝΣ>。Β0Β一 。>0κ>
9 ΒΟΒ卜 Ν。

,

>石Β卜Ν+κ>, Β+一 0κ>
二ΒΝΛ

,

其中七。日κ>劝Ν八 Νκ>州
,

Νκ>劝ΝΨ Νκ勿Βλ0
1

由干 半 是连续且递增的
,

所以

、>Γ , ≅

碧
≅

喂概黔
1

进而
1。>, 卜 夕>·Β1 ≅ � 1Ν, >。Β卜 Ν‘>

·Β1卜卫

黯栅
 

>#
1

�Β
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设 Σ 任 , >句有界
,

则 >!
1

ΑΒ中各项均有限
1

对 Σ 无界的情况
,

只需要将Σ修改为>ΣΨ> 一动Β八残

继而再令 Ω 、 Φ/
1

这样由 >#
1

�Β及 ( 4 δ Φ Χχ
ϕ

∗ΦΧ< 4 5 9
不等式得出

κ
“‘’‘Ρ 一 Ρ 。, ,。>。,

一 。‘
·

,‘

Λκ
, >Ρ 一 Ρ , Β1Ν, >

, Β一 Ν, >
·
Β1Ν

 

Ν
‘

,0一Ω乙

一一+

Ωκ一今曰

Υ一

Λκ
, ># Β>Ρ

· ,
Ρ 。Β>Ν, >·Β≅ Ν, >

。ΒΝΒ 。>>Ν, >
·
Β≅ Ν, >

, ΒΟΒ
 

ΒΝ
‘

三而
西而而

1

ΛΣ
了>#Β>Ρ ·

,

Ρ 。Β>, >
, Β 。>, >, Β 卜 , >

·Β
 
。>, >

·Β ΒΒΝ
‘

一 �

作>≅κΕ
,

1κ0Β
。>κ

Ζ
凡>κ

Ζ ΒΒ
,

其中
,

Ι> ‘Β>Ρ
二 ,

Ρ 功 的定义类似干 Ι> 韵>Ρ
二 ,

Ρ 功 的定义
1

另一方面
,

命 拭5Β Θ 风户 γ 5Β
,

∃ ≅ Θ ΛΔ γ 5Ν Θ Λ劝>κ
Ζ
Β γ 5Ν

1

则

Χ >ΣΒ 一 风叻
, γ 砖Β三 5一晋八 #

,

且有 风∃ ‘
Β二 风产γ 劝一‘>5Β Β Θ Χ

。

劝一‘>5Β
,

这里 劝
一‘
表示 叻的反函数

1

由
‘
沙Β的定义得出

, 一

厂
, 、 φ , 、、

, >‘,>Ρ
· ,

Ρ , Β>
。>
·
Β一 。>。ΒΒ一 厂

一 , “, >∃
。 · ∃ ≅ ΒΡ 。

口 飞夕、二 Β户 Δ 又χ Β + 叨 δ

全 ‘
>ΠΒ

全 ‘
伽Β

·>一

裤;濡了
Ρ Ο

一。Β

丈一
>
·

俩骊
叻

,

>
·

ΒΡ ·

、>Ο Β杯画
劝

,

>Ο ΒΡ Ο

一。Β儿
Ρ 。

厂杯画幼
,

>Ο ΒΡ Ο

??
1

了儿
广
了儿

一‘·,

五
Ρ 。

厂
≅

粤加厂

了瓦画俪到瓮普鱼
Ρ Ο

儒
>Ο。>ΟΒΒ

,
Ρ Ο

、 、
沙Β诉月

尸

一
一  

。>κ
Ζ
凡>κ

,

ΒΒ
,

其中

一
Π

抓
,
,≅。架

可以证明
· γ !

1

事实上
,

记 、
, ≅ 一

需
1

当 , ≅  时
,

今
, 七 66ι

#
,

因此对任意 ￡ 〔 >/
,

#Β
,

存

在几 〔 【#
,

 Β
,

使得当 Π 〔伽
≅ ,

 Β时
,

有气
≅ γ # 一 截 当 Π 任 50

,

头Ο时
,

今
, ‘全 # 一 >一ι 5蛋Β

‘一
若全 0 一  ‘一若全 # 一  ‘一斋 γ /

所以
,

气
‘全 Ω;0 Ω Λ0 一  #

一

奇Β
,

0 一 ≅ Ν γ !
1

事实上
,

可以计算出
。 二 !1 ?∴ >此时 5 二  ∴

1

∀� ! 
,

Π 、 #
1

� �   Β
1



�期 张丽华
,

张余辉
≅

345 公46 7 02 89 :; 2< ;Φ 9 不等式的常数估计 � ∀ ∀

综上结论得到
、沙Β诉 Γ >κ

Ζ
凡>κ

, ΒΒ ≅ �

作>ΝκΝ
,

ΝκΟΒ
。
>户凡>κ

, ΒΒ
1

容易得到
万>ΛΣΟ

,

ΛΣΝΒ
户>ΣΖ凡>ΣΖΒΒ

γ 夔二卫 生
一 � �

‘ Ζ 2 人  

γ

—
γ —

1

一 � � 一 ∴ Α

下面我们对风户凡>产ΒΒ 进行变形以希望得到 3
一

。 不等式的左端的形式
1

Γ

以
>产ΒΒ一

些卫嘿竺竺
甲甲Β

、认Ε
>ςΒ

,

>ΣΒ
,

Θ

—
卞

价沙Β

Γ >0κ0
Π
Β荟一 。>κ

, ># ι κ
, Β
‘一
圣Β

价伽Β

上述等式中左边第一项正是我们想得到的
1

对于第二项而言
, ‘

由于

κ9> # ι κ9Β
‘一
景兰κ

∴ ,
告

且对任意 Π 〔 Ο#
,

 Β有 Π γ ∴ 、是
,

故由引理 #
1

# 知
,

第二项大于零
1

那么
,

就有
Ε ,

业业亚上
γ

遨匹吵
6

垅
Ε沙Β

,

>ΣΒ功>ςΒ 一 拼>ΣΖ凡>ΣΖΒΒ

砂
Β —一 ∴ Α

在上式的分母中对 Π 求上确界
,

再由到闰
,

0κ+ Β三到κ
,

κΒ
,

得到

护一∴Α

χ号爵边

一

一三达旦一6
γ

8

δςΕ
/

00,9Β χ斗怒边
6

>#
1

∴Β

利用引理 #
1

 
,

结合 >#
1

∴Β式及 ￡>Σ
,

ΣΒΘ ￡>κ
,

κΒ
,

有

φ φ φ

φ Ψ二回试ΣΒ ,
邝Α #

φ φ φ

φ  一户
, , , , 、

Π

里裸Β一丽万一
乏
、丽

十石
Π

二跟画面
,

ϑ
“、了

’

‘”

从而有

汀 γ
入9 凡 

∴ Α = , ι ‘, 8

炜
。≅ #

,  Β
墙

‘

定理证毕
1
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