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摘 要

本文通过与生灭过程击中时矩的比较和随机可比的方法分别得出有限生单死过程各种遍历性的

充分条件和必要条件
9

文末
,

讨论了一个例子的各种遍历性
9

关 钮 词 Χ 单死过程
,

遍历性
,

生灭过程
9

学 科 分 类 号 Χ < ΔΕ Φ Α9

号!
9

引 言

本文考虑可数状态空间 Γ 二 Η�
,

!
,

�
,

⋯ ! ΙΧ ϑ Κ 上的不可约正则 Λ 矩阵 Λ Ι 伽力
,

即

Μ∃Ν 七。 7‘笋力 且 。 Ο Μ‘ ΧΙ 一仇‘ Ι 艺 Μ衬 Ο )) 。〔 Γ 8
,

7价力唯一地决定 Λ 过程或者马氏链
矛尹位

7Π 7388
。之。

,

记其转移概率矩阵为 只 Ι
如7388

9

在马氏链的遍历理论中
,

一般涉及三类遍历性
,

即通常的遍历性或称正常返
,

指数遍历性和

强遍历性 7也称一致遍历性8
9

关于这三类遍历性的定义及更多内容可参看文献 【!!
9

随着近些年

对遍历理论的深入研究
,

就生灭过程而言
,

它的各种遍历性都已有显式判别准则 7见 【−Θ8
·

这必
定会带动我们对其它复杂过程遍历性的进一步研究

9

在遍历性的研究中
,

通常会采用比较的方

法
,

即将这些过程与已知的简单过程 7如生灭过程8作某种比较
,

然后利用简单过程的已知结

论
,

给出复杂过程遍历性的显式充分条件或必要条件
9

比较的方法也有所不同
,

有用随机可比

性的比较
,

也有用击中时的矩进行比较
9

前者是通过构造新的
“

控制
”

过程
,

由 Μ 对的比较来直

接控制所考虑的复杂过程
9

关于随机可比的概念以及更多结果可参考 【!:
,

!Β Θ
,

文献 【!Β !中已给

出了跳过程随机可比的充分必要条件
9

后者的应用实例可参看文献 价
,

 
, ! Α Θ

9

两种比较各有优

点
,

有不同的应用
9

本文将应用这两种方法分别研究一类单死过程的各种遍历性
9

记 ; Χ Ι Η−
,

�
,

⋯ Ρ
9

下面给出一些基本概念的定义
9

定义 Φ − 若存在 Σ 任 ; 使得当 ‘一了Τ Σ 时 卿 二 �
,

则称相应的 Λ 过程为有限死 Λ 过

程
,

该 Λ 矩阵称为有限死 Λ 矩阵
,

简记为 ΣΛ
9

特别地
,

当 Σ Ι ! 时
,

称为单死过程
9

同样

地
,

若存在 ; Υ ; 使得当 ( 一 葱Τ ; 时有 卿 Ι �
,

则称相应的 Λ 过程为有限生 Λ 过程
,

该 Λ

矩阵称为有限生 Λ 矩阵
,

简记为 ; Λ
9

特别地
,

当 ; 二 ! 时
,

称为单生过程
9

若 Λ 矩阵既是有

限生 7; Λ8也是有限死 7Σ Λ8 的
,

则简记为 务Λ9
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由单死过程的定义
,

从某个状态可以跳到很远处
,

所以单死过程不可能被生灭过程随机控

制
,

随机可比的方法失效
,

所以我们转而利用矩比较的方法来处理
9

因为矩实际上是平均
,

即

使在单个状态单死过程不能被生灭过程控制
,

只要平均以后能被控制住就行
9

当然
,

用生灭过

程去控制
,

也是基于对生灭过程的唯一性
、

常返性
、

正常返性
、

指数遍历性以及强遍历性都已

找到显式的判别准则
9

所以对已知的有限生单死过程
,

我们的目标是设法构造一个合适的生灭

过程
,

以期该生灭过程的各阶矩控制原过程的矩
,

从而得到原过程各种遍历的充分条件
9

考虑有限生单死 Λ 矩阵匆
9

定义种
一

丫
。
司

。 Κ ! Χ 、Χ 。 Κ 川 及

ΝΙ 几

Ψ , Ψ 、 Ψ
Ψ ‘ Χ 、

−
Ζ 衬

9
, Ι − ,

Ζ 衬
, 二

—如
, % 一 !
艺睽

,。分,
,

。 Κ ! 三夕三 % Κ ;
, % 七!

9

7!
9

!8
[ Ι % Κ !

构造生灭过程 7及8 的 Λ 矩阵为
Χ

, ‘Ι 叮‘
,

‘一 ∃ ,

葱七 !∴ 2‘Ι

Μ‘
,

‘一 ΕΖ Η
‘Κ ; 8

!Κ ; 8

丝
全 −∴ 如 Ι 孔, Ι 乙 Μ)Ν

·

7Φ �8
夕Ι !

本文的主要结果如下
9

定理 !
9

! 给定正则不可约 Λ 矩阵犷Λ9
谊Κ ;

艺
ΝΙ 坛Κ !
彭

, ,)ΝΝ
Κ ; , Χ

假设下列不等式

。‘
, ‘一 !‘Η

‘Κ ; ,
,

‘全 !
7!

9

:8

成立且 7!
9

�8 定义的生灭矩阵 7,
‘,

叼 正则
9

若此生灭过程 7及8遍历 7或强遍历8
,

则原 Λ 过程

7均 亦然 ∴ 若 7及8 指数遍历且 Η此
价 Τ “

,

则 7长8亦指数遍历
·

即

−

Μ‘
·

‘一 ∴ Ζ Η
‘Κ ; 8

Ο Υ) 井 7姚8遍历
,≅艺∃Ι!

溉
仇 Τ ”

,

叠砂
‘ ; ,

砂
Κ ; , 导 !

9

乍袱
Ψ

Ψ 月7七Κ ; 8
抢Ι ? Κ − 叮介

,

七一 !。几

Ο Υ) 井 7姚8指数遍历
,

‘艺间

−
Ο Υ) 乡 7姚8强遍历

9

]9!,,(⊥Τ一以+_一
八�

9

3
⎯

七Ι ( Μ介
,
[一 ΕΖ犷

Κ ; 8

注 !
9

! 在类似的假设条件下
,

用类似的方法
,

可以得到有限生双死 泞Λ8或多死 7浴Λ8过

程各种遍历的一些显式充分条件
9

参见 【% 】
9

注 !
9

� 虽然假设 7Φ :8 的条件是加在 Λ 矩阵上的
,

但其计算太复杂
9

实际上
,

只需要

昨Κ; , ‘才Κ; , 7‘Κ− 到 三‘Κ 川
,

由7−9− 8就能保证假设 7−9 :8成立
·

因此
,

将定理 !
9

‘中的

假设 7!
9

:8换成
。。。

,

, 一 Χ 七彭
, ,
才

Κ ‘,
,

‘三‘Ο (三‘Κ ;
,

7!
9

=8

由数学归纳法不难验证
,

7−
9

=8蕴含弓[8 关于 [是单调减的即 Ζ尸全昨
Κ ‘’全⋯之昨

Κ 川仃七� 8
,

所以 7!
9

:8成立
,

进而依然得出定理的结论
9

随机可比的方法在用于充分条件时失效
,

但对必要条件的寻找依然有效
9

此时通常构造生

灭矩阵 伍‘,

2‘8如下
9

西‘Ι 叮。
,

卜 ! ,

落七 ! Χ

一 城Κ ;
2‘Ι Δ 价Ν Ι

彭
‘Κ ‘,

,

‘七 )
·

7!
9

Β 8
ΝΙ 云十!
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这样的 伍
‘,

瓦8与原 犷Λ 是可比的
,

因此相应的过程被有限生单死过程 7姚8随机控制
9

同时
,

注意到
,

由 7−
9

�8和 7−9 :8 可以得出 2‘全斌
‘Κ− , 二瓦

9

因此
,

在假设 7−9 :8下
,

7百
‘,

及8 与 7−9 � 8定

义的生灭矩阵 7,
‘,

瓦8可比
,

前者相应的生灭过程又被 7及8随机控制
9

但 7矶8与 7Δ3 8不是随机

可比的
9

定理 !
9

� 给定正则不可约 Λ 矩阵犷Λ
9

如 7−
9

Β8定义生灭矩阵 伍‘
,

及8
,

假定其正则
9

若原

Λ 过程 7姚8遍历 7或指数遍历
,

强遍历8
,

则此生灭过程 7琪 8 亦然
,

即

7姚8遍历井 艺万‘Ο Υ)
,

诬Ι !

一
、 ’

一
‘ 9 ⎯

一 一 二 !

7# 8谓致通功 二冷 ∋∗ α 乞 二, ∴ β

‘全− ΝΙ ! 拼夕勺
艺 风 Ο Υ)

,

抢Ι 云Κ !

, Ψ , 、 , 。
、

, β 哭 ! 哭 Ψ

悄日浊遇功井 乙 丁犷 乙 旅 Ο Υ)
,

(二! 脚勺 七Ι 夕

其中 不‘Ι 72
) 2 ,

⋯ 2‘一 !
8_ 7百

−百Χ
⋯ 在‘8 7‘七 !8

号�
9

主要结果的证明

对正则马氏链 7瓜8定义第一次跳时刻 刀∴ Ι ∃%. Η3 Τ � Χ Π 。
尹Π� Ρ

,

状态 Ν 的回返时和击中

时分别为 。 Ι ∃%. Η3 Τ 。! Χ Π 738 Ι ΝΡ 和 Χ Ι ∃%. Η3 Τ 。Χ Π 738 Ι ΝΡ
9

设 ‘全 !
,

以 。纷ΧΙ 民考和
二黔

Ι 乌弓分别表 Ν 的击中时和 回返时的 ‘阶矩
,

其中 〔‘是指出发点为 ‘的数学期望
9

定义 “
9

! 设 ‘七!
9

若对某个 7从而对所有8( ) Γ 有 Ω 尹
Ο Υ)

,

则称常返链 到38 为 ‘遍历

的或具有遍历度 乙

当 忍Ι ! 时
,

! 遍历对应于通常的正常返
9

所以我们也将零常返称为 。遍厉
9

关于 ￡遍历

的判别准则可以参看 χ�Θ
,

该文献用最小非负解的方法给出了￡遍历的一个等价条件 7参看 −�Θ 的

定理 !
9

Β8
9

由于 χ�Θ 的定理 :
9

! 是我们研究工作的一个重要工具
,

下面将其重述如下
9

令 δ 是 Γ 的一个非空有限集
,

定义 。δ Ι ∃%. Η3 Τ � Χ ε 738 〔 δ Ρ
,

。汾
Ι 〔, 乡

9

定义

。Η男
Ι ∃ 7、样万8

,

。Η臀
Ι ) 7、。万8

9

定理 �
9

‘ 对任意 ‘七 !
,

δ 的击中时的矩 。Η另
,

。Η臀
,

⋯
,

Ω 票可归纳地由以下一系列不等

式的最小非负解给出
Χ

对 � 三。 三迢一 !
,

有

艺 。[ 二

罗
Κ ‘, Κ 7。 Κ ∃8二Η

“ , 三。‘ε Η
”Κ ‘,

,

、祥二∴ ε

Η
”Κ , , Ι )

,

‘。万
9

7�
9

! 8

进一步地
,

。澎
,

。绍
,

⋯
,

。Η分满足 7�
9

!8 中的等式
9

现在
,

我们回顾关于单生过程的一些研究
9

单生过程的 Λ矩阵满足
Χ

且当 夕Τ 感Κ ! 时 卿 Ι 。
9

在对单生过程指数遍历问题的研究中
,

文献

程
Χ

) ‘ ∴二
,

别
� 8

2‘Ι φ ‘
,

‘Κ Χ ,

玄七� Χ 在‘ Ι 竺二磊三一
,

该七 !
,

嵘宝

所有的 葱全�有 φ ‘
,

‘Κ ! Τ �

【!  !构造了如下生灭过
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玲8 Ι 卫

如
, % Κ !

%3− 心
8
褶 ,

,

才 , 一

立、
,

。Χ ? Ο 。 ,

[, ” “ Γ9

这样的构造保证了两个过程同时常返或同时非常返
,

而且它们同时被以下通常构造的生灭过程

2‘Ι 价
,

‘Κ ! ,

‘七� ∴ , ‘Ι 艺 价了
,

云七 !

ΝΙ �

随机控制
,

但怀‘
,

石‘8却不能随机控制原单生过程
9

从这个方面来看
,

矩比较比随机可比应该要

弱一些
,

因此得到的条件要好一些
9

此方法和生灭过程的构造正是我们的定理 !
9

! 之证明思想

的来源
9

定理 !
9

! 之证明
Χ

令 δ Ι !�Ρ
9

注意到若出发点不是零点
,

则 , δ 即为击中时劝 Ι ∃%. Η3 Τ �

Χ
姚 二 �Ρ

9

同样地对 7−
9

�8 决定的生灭过程 7乙8可以定义 而 Ι ∃). Η3 Τ � Χ 凡 Ι �Ρ 和心
, Ι 〔‘错

9

注意到 。卿
Ι 〔‘呼 且由定理 �

9

! 知 7Ω 矛
,

‘。 Γ 8是方程 7�
9

!8 的最小非负解
9

令 ,
!�8
二 ! 且

,
Η
” , 一 。

玄
一

、

))
。 ,

7”一 ! 8

叮切ΚΕ
、 8
甲 ⎯ ⎯ 竺组一⎯ 一⎯

一 (
9

白
9

Ψ

六7七Κ ; 8
此Ι ( 毋

,

儿一 ΕΦ( 介

% 七 !
,
云之 ! 7�

9

�8

令 才, 二 。7。 七!8
9

下面我们证明 。
Η
哟 Ι
司舒且 7级

川
,

、。 Γ 8也满足方程 7ϑ9 !8
9

首先
,

注意到

脚 二 ! 且由 7! 9�8 得到

场2− ⋯认
一 !

价 Χ Ι
9

石三蔺二石了
辞 8Ζ 7

‘Κ ; 8

Ι ⎯ 二竺β ⎯ 一二, , , ,
9

葱Τ !
价

,

‘一 ΕΖ Ρ
, Κ , ,

·

⎯

, 月7杆 ∃ Κ ; 8
一二⎯ Ι 二之比三

一一, Χ

入
,

以! 8八7! Κ 柑8
尸一 Μ ) � !

葱七�
9

7�
·

:8

所以
,

由 Ε∋
,

第 :阂 的一个结果 7或 【Β
,

第 :阂
,

或 χ�Θ 8知
,

此生灭过程 7二8 的状态 � 击中时的

几 阶矩

众
。

Χ∴Κ
, “。

武
一‘’

Ζ黔
‘Κ ; ,

错
’& Η

; Κ ‘8
觉甜

’& Η
; Κ , ’, 比

一‘8

[ Ι 夕Κ −
Μ‘

,

卜
Χ Ζ犷

Κ ; ,

哪
, Κ ; , 觉

Ψ ‘% 一 ! 8
了% ∃ %

瓦 ⊥

七Ι (Κ −
Μ[

,

[ 一 ΕΖ犷
Κ ; 8

∃⎯⎯−艺ΝΙ<∃⎯⎯−艺ΝΙ).⎯⎯−艺ΝΙ�几牡%一一一一一一
%�

而

Ψ Ψ 7几一 ! 8
一 。

之
Ζ梦

Κ ; ,

分
9

了

业头击两
,

‘Χ −
, 。 Χ !

9

( Ι ∃ 傀Ι 夕Μ 介
,

几一 ΕΦΔ [

因此
,

,
Ρ
” , Ι 二Ρ君, 7‘。 Γ

, 。 七 −8
·

为证明麟
川 ,

‘。 Γ8 是 7ϑ9 !8的解
,

一方面
,

由 7ϑ9 � 8和 。 Ι Μ∃, ‘一 , Κ
彭
‘Κ! , 的事实

,

我们有

丢
。‘,
Η
% , Ι 。‘

交
。梦

Κ ; ,

, 9 呀竺巴巴 !
少— β

Ψ 7% 一 !8
、 9 ‘ , , 于

甲 一⎯ 到Φ一

一
9

9
9

月7介Κ 八 8
招 Ι ( 毋

,

七一 !。殆

一 “‘
,

‘一

置昨一
,

〔% 一 − 8
斗丘

卜
ΕΖ犷

Κ ; 8

,
护
一‘’

Κ
彭
‘Κ ‘’
丈呼

Κ 柑,
,
犷
一‘,

?一 Χ Ζ犷
Κ “8一Μ?,

≅艺坷
一Μ?,

艺倒

Κ 。‘
,

卜 Χ Ζ Η
‘Κ ; ,

觉 Μ“
,

卜
、Ζ犷

Κ ; ,

Κ ,
Η卜

‘,
,

葱七 !
, % � !

9

几Ι 位十!
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另一方面
,

由 7�
9

� 8得到

去愚
。‘? ,
梦, ·

去7
。

,

‘一“
Η竺Η

Κ

· 。
,
‘一 ,

义呼
Κ ;8

( Ι
!

觉

。‘, ,
Η
” ,

8
,
梦
一‘’

.Κ;艺�

几�  吸
,

七一 ! 月∀
‘# ∃ %

& 无

∋(
,

不”一 )%

甲 一一之主一一—∗

&
∗

+

力∀ , # 戊 
‘� − . ,

,

, 一 )。七

裂 。 ∀ # ∃ %

‘# ∃ 亡

# / 0‘, 艺
1� ‘# )  � 诬# 2

置
, 二− 3无

,

七一 2 月∀七# ∃ %
& 介

云# ∃
# 艺
亡� ‘# 2

应# ∃
# 4
亡� 云# 2

。‘,

直吟
一 ,

“‘5

睿
6夕

· ∃ ,
+ 矿7 一 )、
枯禹砂 , , 一 ,

宁 —
兰色一一一一一

∗

&
∗ +

月∀七# ∃ %
柑� − 3 ,

,

七一 8 9− 无

召∀∗ # ∃ %
一 −

((
, ,

∀”一 ! %

甲 : : 之立:
∗

—
∗

&
∗

+ 门 ∀七# 柑 %
‘� − . 儿

,

介一 2 。介

� 价
,
应一 2

+ ‘7 一 2、
‘一 9 ,

。 ∗ ∗ , 、 、两− , , 、 犷

甲 召1∗− 十刊 − 甲
& &

∗

二丝二: : : :
挤代 一 −

∗

&
∗ +

门 ∀无# ∃ %
−� ) 七 � − 叮介

,

无一 )。抢

#
斌
‘# ‘’
玄召少# ∃ %

一 −

+ ∀ 7 一 2、
、月− , , 了

甲 一: 止丛‘一一—
∗

∗

白
∗

+ 门 ∀无# ∃ %
摇� − . ,

,

七一 8 9− ,

‘# ∃
, , 、 , , ∗ 、 , 、

∋(
, ,

5
”一 )%

#
∗

军
∗

秒邵
个 ,’% 万

∗

二书
色二百而

,

葱岁
,
7

乡
,

−� ; # ! 月� − 3 七
,

七一 2。 七

再由假设 ∀2
∗

< % 及上式可得

圣艺
。翻尸 = 二

,

‘一

层即#∃%
了∗ ,护葱  � 2

+ 若7 一 )、
灿、 叨 , 子

甲 一一止生: 一一一:
∗

&
∗ +

月∀几# ∃ %
傀二− 3 ,

,

无一 8 > ,

+ ∀ 7 一 2、
、 。

? ,

‘∀‘# ∃ % 子
: 一兰二

一
二一’

2 ∗ ,∗ 一 几 一 2
∗

介叫
+

月‘介十∃ %
‘� 1 # ! 3 七,

七一 2。七

#
彭
‘# ‘’

立
≅夕

# ∃ ,

 � 2

葱之 2
,

7 全 2
∗

觉
, �  3 , , 户∀七# ∃ %

, 一 )。七

结合两方面得出
,

对 。 七 2
,

有

。‘, ,
犷

, # 7 ,
Α卜

‘, 三。‘, Α
” , ,

‘全 !

因− 1
,

∀, Α
”
%

,

‘。 召% 即 ∀币留
,

,

‘。 召% 是 ∀/
∗

2 % 的解 ∀7 七 ! %
∗

而由定理 /
∗

2 知 ∀。绪
, ,

、。 召% 是方程

∀Β∗ )% 的最 ,−、非负解
∗

所以
,

。卿三二罗 ∀‘。 4
, 。 之2%

∗

综上所述
,

对任意 落七 ) 有 民劝 三民几 及 ΧΔ Ε 民ΦΓ 三ΧΔ Ε 民凡
·

由文献 【)Η 的定理 Ι∗ ΙΙ 及定

理 Ι∗ Ιϑ
,

立刻由 ∀几 % 的遍历性 ∀强遍历性 %得到 ∀矶% 的遍历性 ∀强遍历性%
∗

同时
,

由介Κ)(Λ 展开

式知
,

对所有的 ‘〔 4
,

有 〔, ≅ 人“ 三 4‘≅ 入九 ∀入 Μ Ν%
∗

若 ∀二 % 指数遍历
,

由 【2
,

定理 Ι∗ Ιϑ 】知
,

存在

( Ο 入 Ο Π ‘# 饥 ∀‘〔 4 % 使得 4‘≅ 久下
。 Ο ∋( “〔 4 %

,

进而 4‘≅ Θ“ Ο ∋( ∀‘〔 4 %
∗

由于
Π ‘# Γ‘七3‘及

!2Λ 价
ΜΝ

,

所以可以取定 入“ ∀Ν
,

!了一 再由 Ρ)
,

定理 Ι∗ Ιϑ Σ即知 ∀矶 % 是指数遍历的
·

至于定理给出的显式条件
,

由【2
,

/
,

<
,

Ι
, 2 Ν

,

2Τ】及 ∀/
∗

< % 立即可得
∗

Υ

由于在定理 2
∗

2 的证明中得出。罗三司护∀‘。 4
, 。 七 2%

,

结合定理 /
∗

2 和 8ΝΗ 的定理 ?
∗

ϑ
,

我们自然得到下面关子 亡遍厉的推论
∗

推论 /
∗

2 给定正则不可约常返 ς 矩阵 犷ς
∗

假定 ∀2
∗

< %成立且 ∀2
∗

/ %定义的生灭矩阵 ∀Π ‘,

叼

正则
∗

若此生灭过程 ∀凡 % 是 刃遍历的 “七)%
,

则原有限生单死 ς 过程 ∀长% 亦然
∗

定理 2
∗

/ 之证明
=

容易看出生灭矩阵 ∀2
∗

ϑ% 和 犷ς 是可比的
,

因此由文献 【2 ϑ2知
,

相应的

过程 ∀Ω1 % 和 ∀姚 % 是随机可比的
∗

由 【2 /】或 【2Ι】知存在 ∀2
∗

ϑ % 和 犷ς 的保序韧合
,

实际上也可
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如下构造保序辆合 Λ 矩阵
Χ

才才砂7彭
‘Κ ‘’。

佰Η
‘Κ , 8 Ψ

Κ ‘’8。
,

, Κ 3% _才

Κ、9了
、9(口9二

十⋯7才
Κ ‘’⎯

,

ΜΝ
,

, Κ Ω

岭
Κ , 8

Μ ∃ .‘一 ! / ΜΝ
,

Ν一 ! ,

7Μ∃, 卜
∴ 一 ΜΝ, , 一 −

8十
,

7ΜΝ
,

Ν一 , 一 乳
,

‘一 ,
8Κ

,

�
,

当 7[
,

亡8 Ι 7葱Κ !
,

( Κ 。8
,

− 兰3% 三; ∴

当 7[
,

亡8 Ι 7玄Κ ! ,

Ν8∴

当 7[
,

亡8 二 7￡
,

( Κ 。8
, ! 三Ω 三; ∴

当 7无
,

它8 Ι 7葱一 !
,

夕一 ! 8∴

当 7[
,

它8 Ι 7葱一 ! ,

Ν8∴

当 7[
,

尸8Ι 7葱
,

Ν一 −8∴

其它的 7[
,

亡8笋7‘
,

Ν8
,

而且 试‘
,

力Ι 艺 试‘
,

夕∴[
,

约
9

由于保序
,

所以对藕合 Λ 过程有
7七

,
亡8尹7‘

,

Ν8

α 7‘
,

, 8Ηγ3 三姚Ρ Ι !
, 亡全 �

,

￡三夕
9

进而
,

由轨道的右连续性得出 氏‘
,

(8Η γ3 兰矶
,

3 七�Ρ Ι ! 7￡三力
9

再由此推出

α 7‘
,

, 8Η而 三几Ρ Ι −
,

‘三夕
,

其中 元 二 ∃%. −3 Τ �Χ 讯 Ι �Ρ
9

所以
,

对任意 ‘全 ! 有 〔‘几 三民几 及 ∋∗ α 〔‘元 Β ∋∗ α 民几
9

由文献

【−Θ 的定理 =9 == 及定理 =9 =Β
,

立刻由 7矶8的遍历性 7强遍历性8得到 7讯 8 的遍历性 7强遍历性8
9

同时
,

由 介4−)+ 展开式知
,

对所有的 ‘〔 Γ
,

有 〔‘&入而 三 〔‘& 人“ 7久 Τ �8
9

若 7矶8指数遍历
,

由【−
,

定理 =9 =Β Ρ知
,

存在 。 Ο 入 Ο Μ‘7‘任 Γ 8使得 〔‘& 人” Ο )) 7‘〔习
,

进而 〔‘& 人而 Ο Υ) 7‘任 Γ 8
9

再由

χ−
,

定理 =9 =Β 』即知 7γ3 8是指数遍历的
9

η

在定理 !
,

� 的证明中同样可以得出 〔‘诺三 〔
‘
话7‘〔 Γ

,

君七−8
,

所以我们得到下面的推论
9

推论 �9 � 给定正则不可约 Λ 矩阵犷Λ
9

如 7−
9

Β 8定义生灭矩阵 7在‘
,

及8
,

假定其正则
9

若原

Λ 过程 7矶8是 它遍历的 “七−8
,

则此生灭过程 7讯 8亦然
9

下面是一个具体的例子
9

更多的例子可参见 【% Ρ
9

例 �
9

! 设 Λ 矩阵犷Λ 满足
Χ 。‘

,‘Κ 。 Ι 入。。‘
,‘一 Χ

7− 三无兰万8
,

其中人? 全。7! 三无三万8且满
;

足 Γ [入。 三 !
,

其余 ‘笋了有 Μ汀 二 。
9

若 Μ∃, ‘一 − Ι 尹 7‘全 −8
,

则当 , Τ ! 时
,

过程遍历
∴
当  七�

[ Ι !

时
,

过程指数遍历
∴
当  Τ � 时

,

过程强遍历
∴
对任意 理全 !

,

当  Τ � 一 亡一 !
时

,

过程是 亡遍历

的
·

若 Μ∃, ‘一 Χ Ι 产 !�ς
,
以￡之 �8

,

则过程恒遍历且当 守全。时
,

过程指数遍历
,

当  Τ − 时
,

过程

强遍历
9

证明
Χ

由 7−9 −8 经计算得知
,

试许川 是一个由 ? , ,

? � ,

⋯
,

? ; 构成的与 ‘无关的常量
9

因

此
,

结合此例的条件易知假设条件 7!
9

:8 成立
9

对前一情形
,

7!
9

�8所构造的生灭矩阵为 内 Ι

2‘Ι 尹 7∃全 −8
,

此即为 【!
,

例 =9 Β≅ Θ
,

或 【=
,

例 ≅9 : Θ
9

因此
,

生灭过程遍历当且仅当  Τ !
,

指数遍历

当且仅当  全 �
,

强遍历当且仅当  Τ �∴ 对任意 亡七−
,

当  Τ � 一 才以 时
,

该生灭过程 亡遍历 7见

沁
,

例 !
9

刀8
9

由定理 !
9

! 和推论 �
9

! 即得前一结论
9

至于后者
,

此时
, , Ι 2‘Ι 产!� ς , ‘7‘七�8

,

参

见 【=
,

例 ≅9 :Θ
9

该生灭过程恒遍历
,

指数遍历当且仅当 , 全 �
,

强遍历当且仅当  Τ ! ,

再由定理

!9 ! 即得结论
9

η
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Χ

一类单死过程的遮历性 : ≅ :

在遍历理论的研究中
,

;

还有其它的比较方法
,

可以参看 【!
,

=
,

 
,

! ΑΡ
9

例如构造生灭矩阵

, ‘二 Μ∃, ‘一 ∴ ,

2‘ Ι 艺 [Μ∃, 杆。
9

若对该过程的遍历问题能够找到相应的检验函数 φ 使其满足
Χ

几Ι !

单增且 乳Κ − 一 价 单减
,

则

。夕7‘8
Χ Ι Γ φ ‘Ν7岛 一 夕‘8三

, ‘
7夕卜

! 一 夕‘8 Κ 2‘7夕
‘Κ ∴ 一 夕‘8

,

‘全 !

Ν护云

由此可以得出单死过程相应遍历性的充分条件
9

感谢审稿人提出的宝贵意见和建议
9
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