
2006 年 � 4 月
第 42卷 � 第 2期

北京师范大学学报(自然科学版)

Journal of Beijing Normal Univer sity ( Natur al Science)

Apr . 2006

Vol. 42� No. 2

几类单生 Q矩阵*

张余辉1) � 赵倩倩2)

( 1)北京师范大学数学科学学院, 100875, 北京; 2)曲阜师范大学数学科学学院, 273165, 山东, 曲阜)

摘要 � 研究了几类特定的单生 Q矩阵, 得到了其决定的单生过程常返、遍历、指数遍历和强遍历的判别, 同时给出

了平稳分布的显式表达式.
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1 � 引言和主要结果

本文只考虑不可约全稳定且保守的 Q矩阵, 即对

一切 i !0有

qi ∀= - qii = #
j ∃ i

q ij < % .

单生 Q矩阵是指对所有的 i !0和 j !2满足 qi, i+ 1 >

0, qi, i+ j = 0的 Q矩阵. 单生过程则是由单生 Q矩阵

决定的Q过程. 本文的工作是我们对单生过程的系统

研究工作的继续,见文献 [ 1�5]
.

先简单回顾一些关于单生过程的研究背景和工

作. 我们开始研究单生过程的背景主要是 3个: 1)由

于一般单生过程是不可逆的,不可逆过程的研究通常

要困难得多,这给我们的研究带来挑战; 2) 由于单生

Q矩阵的流出边界至多一个极点, 这又给研究带来希

望,我们可能就一些经典问题得到显式的判别准则;

3) 单生过程本身的应用价值,此过程又称为非向上跃

过程,在人口理论中,还称之为带大灾难的生灭过程,

由此可以看到其在生物学上广泛应用的实例,同时,单

生过程在数学上又是一个重要的工具, 常将复杂过程

与之比较进行研究. 这些年来,关于单生过程的研究

已获得很多结果,详细内容参见文献[ 6�8] . 国内外学
者研究的侧重点也不一样,国外同行主要用母函数的

方法研究灭绝概率的问题, 因此要对 Q 矩阵施加条

件,即研究一些特定的单生Q矩阵[ 8�9]
. 国内学者则对

一般的单生 Q 矩阵使用分析方法研究其唯一性和遍

历理论等经典问题. 对其唯一性、常返性、遍历性和强

遍历性,已得到了显式判别准则,还获得了其平稳分布

的表达式,但对指数遍历性目前仅获得一个显式充分

条件.

本文旨在通过研究几类单生 Q矩阵, 加深对其认

识,为今后进一步的研究打下基础.

我们的主要结果如下.

定理 1 � 令 qi, i+ 1= �i> 0 ( i !0) , qij = �i / i (0 &

j & i- 1) ,其他的 qij = 0 ( i ∃ j ) . 则

1) 该 Q矩阵是正则且不可约的,相应的单生过程

是常返的.

2) 当 �∀= inf
i!0
�i> 0时,相应的单生过程是指数遍

历的.

3) 假定 h i∀= i/ �i 单调增且

#
%

i= 1

( hi - h i- 1) ( i - 1) !
( 2i - 1) !!

= ∀ C < % ,

则过程遍历且平稳分布为

�0 =
1

1+ �0C
, �k =

�0( k+ 1) !
�k (1 + �0C) (2k+ 1) ! !

, k ! 1.

此外,过程强遍历当且仅当

#
%

i= 1

h i - h i- 1

i
< % .

定理 2 � 令 qi0=  i> 0 ( i !1) , qi, i+ 1 = �i> 0 ( i !

0) ,其他的 qij = 0 ( i ∃ j ) . 假定该单生 Q 矩阵是正则

的,约定  0= + % ,则

1) 该 Q矩阵相应的单生过程是常返的当且仅当

级数 #
%

i= 2

 i
�i ∋

i- 1

k= 1

qk

�k
是发散的.

2) 当  ∀= inf
i!1
 i> 0时,相应的单生过程是强遍历

的.

3) 假定  i 单调减且

#
%

i= 2
(
1
 i

-
1
 i- 1

) ( ∋
i- 1

k= 1

qk

�k
)
- 1

+
1
 1

= ∀ C < % ,

则过程是遍历的且平稳分布为

�0 =
1

1 + �0C
, � �k = �0

�k (1 + �0C) ∋
k

j= 1

�j
q j

, � k ! 1.
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进一步,假定lim
i ( %

 iqi- 1

�i i- 1
= ∀C1 > 1, 则单生过程强遍历的

充分必要条件是级数

#
%

i= 1

1 -  i /  i- 1
�i

< % .

下面的定理得到了均匀大灾难模型的平稳分布,

其方法是不同于文献[ 8]的.

定理 3 � 考虑人口模型中的均匀大灾难模型, 即

qi, i+ 1= !i∀= a+ !i ( i !0) , qij = �( 0 & j < i) ,其他 qij =

0 ( i ∃ j ) , 其中的 a, !, �均为正常数,则该 Q矩阵正则

当且仅当

#
%

n= 1
∋
n

k = 1

!k- 1 + k�
!k

= % .

此时,相应的过程是强遍历的且平稳分布为

�0 =
�

a + �
,

�k =
( k+ 1) �
a + � ∋

k- 1

j= 0

!j
!j+ 1 + ( j + 2) �

, � k ! 1.

特别当 a = !时, 则 �k = �ak
/ ( a+ �) k+ 1

( k !0) . 进一

步,当 a= != �= 1时,则 �k= 1/ 2k+ 1
( k!0) .

2 � 定理的证明

为证明定理,对 0 & k< n ( k, n ) Z+ ) , 定义 qn
( k)

=

#
k

j = 0
qnj . 再定义

m0 =
1
q01

, � mn =
1

qn, n+ 1
( 1+ #

n- 1

k= 0

q
( k)
n m k ) , � n ! 1,

F
( n)
n = 1, � F

( i)
n =

1
qn, n+ 1

#
n- 1

k= i

q
( k)
n F

( i)
k , � 0 & i < n,

d0 = 0, � dn =
1

qn, n+ 1
( 1+ #

n- 1

k= 0
q
( k)
n d k ) , � n ! 1.

易知, mi= F
( 0)
i / q01+ d i ( i !0) .

定理 1的证明 � 易知, 对所有 0 & j & i - 1, 有

q
( j )
i = ( j+ 1) �i / i .由定义得到

F
( 0)
0 = 1, � F

( 0)
i =

1
i #

i- 1

j= 0

( j + 1) F ( 0)
j , � i ! 1;

d0 = 0, � d i =
1
�i

+ #
i- 1

j= 0
( j + 1) d j , � i ! 1.

归纳可证

F
( 0)
i =

2i - 1
i

F
( 0)
i- 1 ,

d i =
1
�i

-
i - 1
i�i- 1

+
2i - 1

i
d i- 1 =

h i - h i- 1

i
+
2i - 1

i
d i- 1 , � i ! 2. (1)

注意到 F
( 0)
1 = 1和 d i= 1/ �1 ,所以式(1)对所有 i!1均

成立.由此可计算得到

F
( 0)
i =

( 2i - 1) !!
i!

, � i ! 1. (2)

因此 #
%

i= 0
F

( 0)
i = % , 由 mi =

F
( 0)
i

q01
+ d i 知 #

%

i= 0
mi = % .

所以由文献[ 6]的定理 3. 16和 4. 52知, 该 Q矩阵是

正则不可约的, 相应的单生过程是常返的.

若 �∀= inf
i!0
�i> 0, 则令 y i= i / �( i !0) . 不难验证

( y i )是下列方程的一有限非负解:

#
j

q ij y j & - !y i - 1, � i ! 4;

#
i & 3

#
j ∃ i

q ij y j < % ,

其中 !) ( 0, �/ 8) . 因此, 由文献[ 6]的定理 4. 45 知,

该单生过程是指数遍历的.

为证明 3) , 由数学归纳法和式(1)可以得到

d i

F
( 0)
i

= #
i

k= 1

hk - hk- 1

kF
( 0)
k

, � i ! 0. (3)

进而由定理假设和式(3)知

d i

F
( 0)
i

∗ d̂ ∀= sup
i!0

d i

F
( 0)
i

= #
%

k= 1

hk - hk- 1

kF
( 0)
k

=

C < % , � i ( % .

所以由文献[ 2]的注 2. 3或文献[ 6]的 4. 54知,

d ∀= sup
i!0

#
i

k= 0
d k

#
i

k = 0
F

( 0)
k

= d̂ = C < % . (4)

因此由文献[ 6]的定理4. 52知, 过程是遍历的. 此时,

sup
i!1 #

i- 1

k= 0

( dF
( 0)
k - d k ) = #

%

k= 0

F
( 0)
k #

%

i= k+ 1

hi - hi- 1

iF
( 0)
i

=

#
%

i= 1

hi - hi- 1

iF
( 0)
i

#
i- 1

k= 0
F

( 0)
k . (5)

由 Sto lz公式, 我们有

lim
i ( %

#
i- 1

k= 0
F

( 0)
k

F
( 0)
i

= lim
i( %

F
( 0)
i- 1

F
( 0)
i - F

( 0)
i- 1

= lim
i ( %

i
i - 1

= 1.

因此, 式( 5)右端的级数与级数 #
%

i= 1

hi - h i- 1

i
同时收敛

或同时发散. 所以由文献[ 2]的定理 1. 1即可推出定

理关于强遍历性的结论.

下面继续来计算平稳分布. 由定义得到

F
( k)
i =

1
i #

i- 1

j = k

( j + 1) F ( k)
j , i ! k+ 1;

F
( k)
k = 1, k ! 0.

归纳可证

F
( k)
i =

2i - 1
i

F
( k)
i- 1 , i ! k + 2;

F
( k)
k+ 1 = 1, k ! 0. (6)

再由式(1)和(6)得出
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F
( 0)
i

F
( k)
i

=
F

( 0)
i- 1

F
( k)
i- 1

= +=
F

( 0)
k+ 1

F
( k)
k+ 1

= F
( 0)
k+ 1 ! F

( 0)
k ,

i ! k+ 1 ! 1. (7)

注意到由式(3)可以得

mi =
1
q01

F
( 0)
i + d i =

(
1
�0

+ #
i

j = 1

hj - h j- 1

j F
( 0)
j

) F
( 0 )
i , � i ! 0.

因此, 由以上 2式推出

mi

F
( k)
i

= (
1
�0

+ #
i

j = 1

h j - hj- 1

jF
( 0)
j

) F
( 0)
k+ 1 , i ! k + 1 ! 1;

mk

F
( k)
k

= (
1
�0

+ #
k

j = 1

h j - hj- 1

jF
( 0)
j

) F
( 0)
k , k ! 0.

进而由定理假设再结合式( 7) , 我们知道, 对任意固

定的 k 有事实: mi / F
( k)
i 关于 i 是单调增的.进一步, 结

合式(2)可得

mi

F
( k)
i

∗ ĉ k ∀= sup
i!k

m i

F
( k)
i

= (
1
�0

+ #
%

j = 1

h j - h j- 1

jF
( 0)
j

) F
( 0)
k+ 1 =

(
1
�0

+ C)
(2k + 1) !!
( k + 1) !

, � i ( % , k ! 0. (8)

同时由 Sto lz公式知,

lim
i ( %

#
i

j = k

m j

#
i

j = k

F
( k)
j

= lim
i ( %

mi

F
( k)
i

= ĉ k , � k ! 0.

从而

ck ∀= sup
i!k

#
i

j = k

m j

#
i

j = k

F
( k)
j

! ĉ k , � k ! 0. (9)

显然有 ck & ĉ k , 故 ck= ĉk ( k!0) .继而由文献[ 4]的定

理 3可以得到平稳分布为

�0 =
1

q01c0
=

1
1+ �0 C

,

�k =
1

qk, k+ 1c k
=

�0( k + 1) !
�k ( 1+ �0 C) (2k + 1) !!

, � k ! 1.

从而定理结论证毕.

定理 2的证明 � 易知, 对所有的 0 & j & i- 1, 有

q
( j )
i =  i 且 q i=  i+ �i ( i!1) , q0= �0 . 由定义得到

F
( 0)
0 = 1, � F

( 0)
i =

 i
�i #

i- 1

j= 0

F
( 0)
j , � i ! 1;

d0 = 0, � d i =
1
�i

+
 i
�i #

i- 1

j = 0

d j , � i ! 1.

归纳可证

F
( 0)
i =

 iq i- 1

�i i- 1
F

( 0)
i- 1 ,

d i =
1
�i

-
 i

�i i- 1
+
 iqi- 1

�i i- 1
d i- 1 , � i ! 2. (10)

注意到 F
( 0)
1 =  1 / �1 , 则由式(10)计算得到

F
( 0)
i =

 i
�i ∋

i- 1

k= 1

qk
�k

, � i ! 2. (11)

故由文献[ 6]的定理 4. 52知, 该 Q矩阵相应的单生过

程常返的充分必要条件是 #
%

i= 0

F
( 0)
i = % . 所以, 定理

的结论 1)得证. 由文献[ 3]的命题 5知, 结论 2)显然

成立.

下面证明结论 3) . 用数学归纳法可以得到

d i

F
( 0)
i

= #
i

k= 1

1
�kF ( 0)

k
(1-

 k
 k- 1

) , � i ! 0. (12)

进而由定理假设和式(12)知

d i

F
( 0)
i

∗ d̂ ∀= sup
i!0

d i

F
( 0)
i

= #
%

k= 1

1
�kF

( 0)
k

(1 -
 k
 k- 1

) =

C < % , � i ( % , (13)

所以由文献[ 2]的注 2. 3或文献[ 6]的引理 4. 54有d=

d̂ = C< % , 其中 d 的定义见式(4) . 再由文献[ 6]的定

理 4. 52知, 过程是遍历的. 为计算平稳分布, 由定义

可以得到

F
( k)
i =

 i
�i #

i- 1

j= k

F
( k)
j , � i ! k + 1;

F
( k)
k = 1, � k ! 0.

归纳可证

F
( k)
i =

 iq i- 1

�i i- 1
F

( k)
i- 1 , � i ! k+ 2;

F
( k)
k+ 1 =

 k+ 1
�k+ 1

, � k ! 0. (14)

由式(10)和(14)得出

F
( 0)
i

F
( k)
i

=
F

( 0)
i- 1

F
( k)
i- 1

= +=
F

( 0)
k+ 1

F
( k)
k+ 1

=
�k+ 1F ( 0)

k+ 1

 k+ 1
! F

( 0)
k ,

i ! k+ 1 ! 1. (15)

再由式(12)推出

mi =
1
q01

F
( 0)
i + d i =

(
1
�0

+ #
i

j = 1

1
�jF

( 0)
j

(1-
 j
 j- 1

) ) F
( 0)
i , � i ! 0.

因此, 由以上 2式推出

mi

F
( k)
i

= (
1
�0

+ #
i

j = 1

1
�jF ( 0)

j

(1 -
 j
 j- 1

) )
�k+ 1F ( 0)

k+ 1

 k+ 1
,

i ! k+ 1 ! 1;

mk

F
( k)
k

= (
1
�0

+ #
k

j = 1

1
�jF ( 0)

j
(1 -

 j
 j- 1

) ) F
( 0)
k , � k ! 0.

进而由定理假设及式(15)可知, 对任意固定的 k 有

m i / F
( k)
i 关于 i 单调增. 再结合式(11)可得

� mi

F
( k)
i

∗ ĉk = (
1
�0

+ #
%

j= 1

1
�jF ( 0)

j

( 1-  j
 j- 1

) ) ,

� � � ∋
k

j= 1

qj

�j
= (

1
�0

+ C) ∋
k

j = 1

qj

�j
, � i ( % , k ! 1,
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� mi

F
( 0)
i

∗ ĉ0 = (
1
�0

+ #
%

j = 1

1
�jF ( 0)

j

(1 -  j
 j- 1

) ) ,

� � � �1 F
( 0)
1

 1
=

1
�0

+ C, � i ( % ,

其中 ĉk 的定义见式( 8) . 如同式(9)再定义 ck , 同样由

Sto lz公式容易证明 ck = ĉ k ( k!0) . 进而由文献[ 4]的

定理 3可以求得平稳分布为

�0 =
1

1 + �0C
, � �k = �0

�k (1 + �0C) ∋
k

j= 1

�j
q j

, � k ! 1.

最后, 假设lim
i ( %

 iq i- 1

�i i- 1
= ∀C1 > 1. 由式(12)和(13) ,

我们有

sup
i!1 #

i- 1

k= 0
( dF

( 0)
k - dk ) = #

%

k= 0
F

( 0)
k #

%

i= k+ 1

1
�iF ( 0)

i
,

(1 -
 i
 i- 1

) = #
%

i= 1

1
�iF ( 0)

i
( 1-

 i
 i- 1

) #
i- 1

k= 0
F

( 0)
k . (16)

由 Sto lz公式, 定理假设和式(10)知

lim
i ( %

#
i- 1

k= 0

F
( 0)
k

F
( 0)
i

= lim
i ( %

F
( 0)
i- 1

F
( 0)
i - F

( 0)
i- 1

=
1

C1 - 1
> 0.

因此, 式(16)右端的级数与级数 #
%

i= 1
(1-

 i
 i- 1

)
1
�i
同时

收敛或同时发散. 故由文献[ 2]的定理 1. 1得出过程

强遍历的充分必要条件. 定理全部结论证毕.

定理 3的证明 � 由定义得到

F
( 0)
0 = 1, � F

( 0)
i =

�
!i #

i- 1

j= 0

( j + 1) F ( 0)
j , � i ! 1;

d0 = 0, � d i =
1
!i

(1 + �#
i- 1

j= 0
( j + 1) d j ) , � i ! 1;

F
( k)
k = 1, � F

( k)
i =

�
!i #

i- 1

j= k

( j + 1) F
( k)
j , � i > k ! 0.

计算得 F
( 0)
1 = �/!1 , d1 = 1/ !1 , 且可以归纳得到

� F
( 0)
i =

!i- 1 + i�
!i

F
( 0)
i- 1 , � d i =

!i- 1 + i�
!i

d i- 1 , � i ! 2,

� F
( k)
k+ 1 =

( k + 1)�
!k+ 1

, � F
( k)
i =

!i- 1 + i�
!i

F
( k)
i- 1 ,

i ! k+ 2 ! 2.

因此, 我们有

F
( 0)
i = ∋

i

k= 2

!k- 1 + k�
!k

F
( 0)
1 =

�
a + �∋

i

k = 1

!k- 1 + k�
!k

, � i ! 2. (17)

实际上, 上式对所有的 i!1都成立. 进而, 由以上 2

式可以推出

d i

F
( 0)
i

=
d i- 1

F
( 0)
i- 1

= +=
d1

F
( 0)
1

=
1
�
, � i ! 1,

F
( 0)
i

F
( k)
i

=
F

( 0)
i- 1

F
( k)
i- 1

= +=
F

( 0)
k+ 1

F
( k)
k+ 1

=
!k + ( k + 1)�

( k+ 1)�
F

( 0)
k ,

i ! k+ 1 ! 2. (18)

再由 mn= q
- 1
01 F

( 0)
n + dn 得

� � m0 = 1/ a,

� � mi =
a + �
a�

F
( 0)
i =

1
a ∋

i

k= 1

!k- 1 + k�
!k

, i ! 1. (19)

由文献[ 6]的定理 3. 16, 我们得出过程正则的充分必

要条件. 此时,由inf
i!1

qi0= �> 0及文献[ 3]的命题 5知

过程是强遍历的, 从而存在平稳分布. 为求平稳分布,

由式(18)和(19) , 我们对任意的 k 有

mi

F
( k)
i

=
a + �
a�

, !k + ( k+ 1) �
( k+ 1) �

F k
( 0) !

a+ �
a�

F
( 0)
k =

mk

F
( k)
k

, � i ! k + 1 ! 2,

m0

F
( 0)
0

=
1
a
, � mi

F
( 0)
i

=
a + �
a�

, � i ! 1.

由 ĉ k 的定义(见式(8) )和式(17) , 我们有

mi

F
( k)
i

∗ ĉk =
1
a
, !k + ( k + 1)�

( k + 1)� ∋
k

j = 1

!j- 1 + j�
!j

,

� � � i ( % , k ! 1,

mi

F
( 0)
i

∗ ĉ0 =
a+ �
a�

, � i ( % .

如同式(9)再定义 ck , 同样由 Stolz公式容易证明 ck=

ĉ k ( k!0) . 进而由文献[ 4]的定理 3可求得平稳分布为

� � � �0 =
�

a + �
,

� � � �k =
a
!k

, ( k+ 1) �
!k + ( k+ 1) �∋

k

j = 1

!j
!j- 1 + j�

=

� � � ( k + 1)�
a + � ∋

k- 1

j= 0

!j
!j+ 1 + ( j + 2)�

, � k ! 1.

至此, 定理结论全部证毕.

3 � 几个例子

作为定理的应用, 我们在此节来介绍几个有意义

的例子.

例 1 � 令 q01为任意正数,

qi, i+ 1= 1/ 2 ( i!1) , qij = 1/ (2i ) ( 0 & j & i- 1) ,

其他的 qij = 0 ( i ∃ j ) ) ,则相应的单生过程指数遍历但

非强遍历, 且其平稳分布为

�0 =
1

1 + q01�
, �k =

2q01 ( k+ 1) !
(1+ q01�) (2k+ 1) !!

, k ! 1.

证 � 我们应用定理 1. 此时, h i= 2i ( i !0) ,由定

理 1的 2)和 3)易得前 2结论, 同时由 Eular 级数(此

事实是由陈木法院士指出)

�
2

= 1 + 1
3

+
1, 2
3, 5

+
1, 2, 3
3, 5, 7

+ +

知 C= �, 故得到平稳分布的表达式.

例 2 � 令 q01为任意正数,



� 第 2 期 张余辉等: 几类单生 Q矩阵 115�� �

qi, i+ 1= i ( i !1) , qij = 1 (0 & j & i- 1) ,

其他的 qij = 0 ( i ∃ j ) . 则相应的单生过程强遍历且其

平稳分布为

�0 =
1

1+ q01
, �k = q01( k+ 1) !

(1 + q01 ) k(2k+ 1) ! !
, k ! 1.

证 � 为应用定理 1, 注意此时 hi= 1 ( i !1) , h0=
0, 因此 C= 1. 进而易得结论. 此外, 注意到inf

i!1
qi0 =

1> 0, 所以由文献[ 3]的命题 5 同样可知此单生过程

强遍历.

例 3 � 令 q01为任意正数,

qi, i+ 1= i
∀
( i!1) , qij = i

∀- 1
(0 & j & i- 1) ,

其中 ∀) (0, 1) , 其他的 qij = 0 ( i ∃ j ) , 则相应的单生

过程强遍历, 且其平稳分布为

� � � �0 =
1

1 + q01C
,

� � � �k =
q01( k+ 1) !

(1+ q01C) k
∀
(2k + 1) !!

, k ! 1,

其中

C = #
%

i= 1

i
1- ∀

- ( i- 1) 1- ∀) ( i - 1) !
(2i - 1) !!

.

证 � 注意此时 h i= i
1- ∀

( i !0) , 因此 C 为以上形

式且

#
%

i= 1

h i - h i- 1

i
& 1 + ( 1- ∀) #

%

i= 2

( i - 1)- ∀

i
< % . 进

而由定理 1易得结论.

感谢北京师范大学陈木法院士在本文的完成过程

中所给予的帮助.
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SOME SINGLE BIRTH Q�MATRICES
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Abstract � Some specif ic sing le birth Q�matrices ar e studied and some cr iteria are obtained on recurrence,
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expressions of stat ionar y dist ribut ions ar e presented explicit ly.
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