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摘要  用 2 种方法证明了一维 Brusselator 模型所对应的 Q过程不满足超 P oincar�不等式, 并对其一种修正模型获

得了同样的结论.
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1  引言和主要结果

反应扩散过程是非紧状态空间上的无穷粒子马

尔可夫过程, 主要用来描述如化学反应等有关模型.

非紧的状态空间给问题的研究带来许多困难. 文献

[ 1]和[ 2]对单物种情形作了系统研究, 而对多物种情

形,尤其在无穷维情形,所得结果却不够丰富.

Brusselator 模型属于两物种模型,是多物种的基

本模型之一, 本文只讨论一维情形 Brusselator 模型.

此时的状态空间为 Z
2
+ (其中 Z+ 是指非负整数集) . 设

盒子中有固定数目的作用相当于催化剂的 2种粒子 A

和 B,参加反应的是粒子 X 1 和 X 2 . 由文献[ 3]知道,

盒子中的化学反应模型是:

A
K1

X 1 ,  B + X 1

K2

X 2 + D,

2X 1 + X 2

K3

3X 1 ,  X 1

K4

C,

其中 Ki> 0 为反应速率( i= 1, 2, 3, 4) . 该模型可用如

下二维保守 Q矩阵描述:对(m , n)、(mc, nc) I Z
2
+ ,有

 q(m, n; mc, nc) =

   

K1a,  当( mc, nc) = ( m+ 1, n) ;

K2bm ,  当(mc, nc) = (m- 1, n+ 1) ;

K3m(m - 1) n/ 2,

   当(mc, nc) = (m+ 1, n- 1) ;

K4m,  当(mc, nc) = (m - 1, n) ;

0,  其他的( mc, nc) X (m, n) .

(1)

而且 q(m, n) = E
( mc, nc) X ( m, n)

q( m, n; mc, nc) .

文献[ 4]提出了化多维 Q过程为一维Q 过程的方

法来讨论多维过程的唯一性、常返性与遍历性. 此方

法对反应扩散过程的大部分基本模型有效 (对文献

[ 4 ] 中所 有概率 模型 的唯 一性 均有 效, 包 括

Brusselator模型) ,但对 Br usselato r 模型的遍历性失

效. 1991 年韩东
[ 5]
证明了一维 Br usselato r 模型是遍

历的; 1995 年陈金文[ 6] 证明有限维 Brusselator 模型

是指数遍历的.最近,文献[ 7]证明了一维 Brusselator

模型对应的 Q过程非强遍历并给出了一种强遍历的

修正模型.本文是继其之后进一步讨论该模型是否满

足超 Poincar�不等式( Super-Poincar�Inequality) . 所

谓超 Poincar�不等式即

L( f 2
) [ rE( f , f ) + B( r) L( | f | ) 2

,

r > 0, f I L
2
( L) , (2)

其中 E( f , f )为狄氏型,函数 B: (0, ] ) y ( 0, ] ) ,而 L

为不变测度. 简记该不等式为(SPI) . 主要结果如下.

定理 1  一维 Brusselator 模型对应的 Q 过程不

满足超 Po incar�不等式.

定理 2  对一维 Brusselator 模型作如下修正:

q̂(m, 0; mc, nc) =

 
q(m, 0; mc, nc) ,  当( mc, nc) X (m - 1, 0) ;

K4 km
2
,  当( mc, nc) = ( m- 1, 0) .

(3)

其他的 q̂(m, n; mc, nc)= q( m, n; mc, nc) ,其中常数 k>

2K2b/K4 . 则该修正模型对应的 Q 过程不满足超

Po incar�不等式.

2  定理的证明

为了证明定理 1, 我们需要下面 2个引理.

引理 1  设 E= {0, 1, 2, ,, N , ,} . Q= ( qij )为 E

上的一个正则遍历 Q 矩阵, L为其不变测度.给定 1 [

N I E ,记 EN B= {0, 1, 2, ,, N - 1} ,则( SPI)成立当且

仅当 K(N ) { ] (当 N { ] ) ,其中
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K( N )= inf{ E( f , f ) : f | EN = 0, L( f
2
) = 1} .

由于

CN B= max
i [ N- 1 E

j \N

Liq ij < ] (N \ 1) ,

故引理 1是文献[ 8] Theorem 3. 4. 2的特例,证明见文

献[ 8] .

引理 2  设 L为一维 Brusselator 模型对应的 Q

过程的不变测度.简记 L( { (m, n) } )为 L( m, n) ,则

L( 0, 0) K1 a = L( 1, 0) K4 ,

L(0, n) K1a = L(1, n) K4 + L(1, n - 1)K2 b, n \ 1.

证  取定 f = 1{ ( 0, 0) } , 则有

0 = Q8f dL= E
( m, n)

L(m, n) E
( mc, nc) X ( m, n)

#

  q(m, n; mc, nc) ( f (mc, nc) - f ( m, n) ) =

L(0, 0) q(0, 0; 1, 0) ( f (1, 0) - f ( 0, 0) ) +

L(1, 0) q(1, 0; 0, 0) ( f (0, 0) - f ( 1, 0) ) =

- L( 0, 0) K1 a+ L(1, 0)K4 ,

从而得证第 1个等式.再取 f = 1{ ( 0, n) } ( n \1) ,则有

0 = Q8f dL= E
( m, n)

L(m, n) E
( mc, nc) X ( m, n)

#

q(m, n; mc, nc) ( f (mc, nc) - f ( m, n) ) =

L(0, n) q(0, n; 1, n) ( f (1, n) - f (0, n) ) +

L(1, n- 1) q( 1, n - 1; 0, n) #
( f (0, n) - f (1, n - 1) ) +

L(1, n) q(1, n; 0, n) ( f (0, n) - f (1, n) ) =

- L( 0, n) K1 a+ L(1, n- 1) K2 b+ L(1, n)K4 ,

所以引理结论得证.

定理 1的证明

第 1种证法  首先将 Q矩阵对称化.令

q
*
( x ; y ) =

L( y ) q( y ; x )
L( x )

,

�q( x ; y ) =
q( x ; y ) + q

*
( x ; y )

2
,

则 �Q= (�q( x ; y ) )为可配称的.只需证 �Q过程不满足超

Poincar�不等式.令 EN = { (m, n) : m+ n [ N } .设 �8为

�Q 过程的生成元. 记 �8N B= �8 | Ec
N
, 即对 f I C0 ( E

c
N ) ,

�8N f = �8(1Ec
N
f ) ,则 �8N 是L

2
( E

c
N )上自伴算子. 由于状

态空间离散,所以算子对应的半群有密度.

反证法.若 �Q满足(SPI) ,则 �8N 对应的谱为离散

的.令 K(N )为- �8N 的第一特征值,因此,存在 UN > 0,

UN I D(�8N ) ,使得 �8NUN = - K( N ) UN .则对任意的 x=

(m, n) I E c
N ,

0 = �8NUN ( x ) + K(N ) UN ( x ) =

  E
y X x

�q ( x ; y) ( UN ( y ) - UN ( x ) ) + K(N ) UN ( x ) =

E
( mc, nc) X ( m, n)

�q (m, n; mc, nc) #

( UN ( mc, nc) - UN (m, n) ) + K(N ) UN (m, n) =

1
2 E

( mc, nc) X ( m, n)

( q(m, n; mc, nc) + q
*
(m, n; mc, nc) ) #

( UN ( mc, nc) - UN (m, n) ) + K(N ) UN (m, n) =

1
2
{ ( K1a +

L(m + 1, n)
L(m, n)

K4(m+ 1) ) #

( UN ( m+ 1, n) - UN (m, n) ) +

( K4 m+
L(m- 1, n)
L(m, n)

K1 a) ( UN ( m- 1, n) -

UN (m , n) ) + (K2bm +
L(m- 1, n+ 1)

L(m, n)
#

K3(m- 1) (m- 2) ( n + 1)
2

) #

( UN ( m- 1, n + 1) - UN (m, n) ) +

(
K3m(m - 1) n

2
+
L(m + 1, n - 1)

L(m , n)
K2b(m+ 1) ) #

( UN (m+ 1, n- 1) - UN (m, n) ) } + K(N) UN(m, n) .

由引理 1知 K(N ) { ] ( N { ] ) , 所以存在 N 0 I N 使

得 N \N 0 有 K( N )> K1a. 因此, 取定 N \N 0 , 再取

m= 0, n\N 0 使得(m, n) I Ec
N , 则有

0 = (K1a +
L(1, n)
L(0, n)

K4) ( UN (1, n) - UN (0, n) ) +

L(1, n - 1)
L(0, n)

K2 b( UN (1, n - 1) - UN (0, n) ) +

2K( N ) UN (0, n) = (K1a +
L( 1, n)
L( 0, n)

K4) UN (1, n) +

L(1, n - 1)
L(0, n)

K2 bUN (1, n- 1) + (2K(N ) -

( K1 a+
L(1, n)
L(0, n)

K4) -
L( 1, n - 1)
L( 0, n)

K2b) UN (0, n) .

由引理 2及( m, n)的取法知

2K(N ) - ( K1 a+
L(1, n)
L(0, n)

K4 ) -

L(1, n- 1)
L(0, n)

K2b = 2( K( N ) - K1a) > 0.

所以

UN ( 0, n) = UN (1, n) = UN (1, n - 1) = 0,

与 UN > 0矛盾, 所以 �Q过程不满足( SPI) . 因此, 一维

Brusselator模型不满足超 Po incar�不等式.

第 2种证法  若一维 Brusselator 模型对应的 Q

过程满足(SPI)即式(2)成立.由于一维 Brusselator 模

型是(指数)遍历的, 故有lim
ny ]

L(0, n) = 0. 所以任意固

定 r> 0,可以取充分大的 n使得B( r) L(0, n) < 1.再取

f = 1{ ( 0, n) } ,则 f I L 2
( L)且由式(2)有

L(1{ ( 0, n) }
2
) [ rE(1{ ( 0, n)} , 1{ ( 0, n) } ) + B( r) L( | 1{ ( 0, n) } | )

2
,

即

2L(0, n)
L( 0, n)K1 a+ L(1, n) K4 + L(1, n- 1) K2 b

[
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r
1 - B( r )L( 0, n)

.

再由引理 2知上式即为

1
K1 a

[ r
1 - B( r ) L(0, n)

.

令 n y ] , 有 1/ ( K1a ) [ r. 再由 r 的任意性得出

1/ ( K1a) [ 0,矛盾. 所以一维 Brusselator 模型不满足

超 Poincar�不等式.

定理 2的证明需要用下面类似引理 2的引理.

引理 3  设 L为一维 Br usselato r 修正模型(3)对

应的 Q过程的不变测度,则

L(0, n) K1 a = L( 1, n) K4 k+ L(1, n - 1) K2b, n \ 1.

  此引理的证明类似于引理 2, 故此处略去.

定理 2的证明  若一维 Brusselator 修正模型(3)

对应的 Q过程满足 (SPI) , 采用定理 1 证明中的第 2

种方法.由于一维 Brusselator 修正模型是(强)遍历

的, 故有lim
ny ]

L( 0, n) = 0.进而, 对任意固定 r> 0, 总

可取充分大的 n 使得 B( r ) L( 0, n) < 1. 再取 f =

1{ ( 0, n) } ,由式(2)可得

2L( 0, n)
L( 0, n)K1 a + L(1, n) K4k + L(1, n - 1)K2b

[

r
1 - B( r )L( 0, n)

.

由引理 3及上式知

1
K1 a

[ r
1 - B( r ) L(0, n)

.

在上式中先令 ny ] , 再对 r 取下确界, 推出矛盾.所

以一维Brusselator 修正模型(3)不满足超 Poincar�不

等式.

注 1  对于高维(无穷维)Brusselator 模型对应的

Q过程来说, 由于盒子之间存在扩散, 有交互作用,

这给作类似引理 2这样的测度估计带来一定的困难,

所以我们还未能证明不满足(SPI) .

注 2  现在由文献[ 7]和本文的定理 2, 我们知道

一维 Br usselator 修正模型( 3)对应的 Q 过程强遍历

但不满足超 Po incar�不等式, 这说明对不可逆过程,

强遍历与超 Poincar�不等式强弱不可比. 对可逆过

程, 我们已经知道强遍历与超 Poincar�不等式是不可

比强弱的, 参见文献[ 9-10] .

在本文完成过程中,作者与王凤雨教授进行了有

益讨论, 特致感谢!
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A PROPERTY OF ONE-DIMENSIONAL BRUSSELATOR MODEL

Wu Bo  Zhang Yuhui
( School of M athematical S cien ces , Bei jing Norm al Un iversity, 100875, Beijing, China)

Abstract  It is prov en that the super-Poincar�inequalit ies fail for the Q-pr ocess cor respo nding to o ne-

dimensional Brusselator model by tw o different m ethods. The sam e result is obtained for one modif ied m odel.

Key words  Br usselato r m odel; st rong ly erg odic; super-Poincar�inequalities


