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一维 模型
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,
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,
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摘 要

用两种方法证明了一维 模型对应的 过程非强遍历 对一个修正的一维

模型
,

证明了其对应的 过程是强遍历的 应用其方法研究了一类扩展的分支过程
,

得到该
过程强遍历的一个必要条件
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用来描述例如化学反应等的有

关模型 由干状态空间非紧
,
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文献【
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,
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妈 尤
, 十 ,
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乌 ,
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文献 提出了化多维 过程为一维 过程来讨论其唯一性
,

常返性与遍历性的方法

此方法对反应扩散过程的大部分基本模型有效 其中对 中所有概率模型的唯一性均有效
,

包括 ,
·

模型
,

但对 模型的遍历性失效 年
,

韩东 证明了一维

模型是遍历的 而后
,

陈金文 证明有限维 模型是指数遍历的 本

文研究一维 模型的强遍历性问题 所用方法对有限维或无穷维 模型依

然有效 主要结果如下

定理 一维 模型对应的 过程非强遍历

定理 对一维 模型作如下修正

试。
,

。 一 ,

入
,

其中常数 入 乙 入
,

其它的 试
。

。‘ ,

二
,

川 ‘ ,

’ 则一维 修正模型对

应的 过程强遍历

为方便证明
,

再复习一些记号和结果 给定可数集 上的不可约 矩阵 叭 , 令

代
。 。 为定义在一概率空间 几

,

少
,

尸 上相应的马氏链 设 为 的一非空有限子集
,

定义

二 。 才全刀 亡 任 ,

切 全 任 ,

其中 叼, 为第一次跳时刻
,

即 刀 二 并 一般当 为单点集 好时
,

分别

简记为 。 和 爪 以 、表示出发点为 ‘的数学期望 显然
,

若 ‘诺
,

则 产 氏角 若 艺任 ,

则 ,切
,

且由强马氏性知
,

, 万 、刀 求 , , 布
艺 尸

—
匕了丁万

坛
十

一吼

一吼十
一仇

艺
尹坛

,
, 彭

艺了尸

—
二 了少

乞
兄

护派,

崔

一

注 文献 的定理 告诉我们
,

该马氏链强遍历当且仅当 自然
,

此时无吸收态 则由上式知
,

后者等价于 叩 , , 三二
·

亦即 民二
·

云忆 坛任

号 定理 的证明

首先文献 〕证明了一维 、 模型对应的 矩阵 是正则的
·

记一维

摸型对应的 过程为 《
,

城 ‘全。 定义

丁 全 二 若
,

。
,

七 若 刀

其生成元算子 几 满足

几 。
,

司 二 二
, , ‘ , , ‘

另 , , ,

爪
,

‘ ‘ , ‘ ‘ , ‘ 一 ‘ 。
, 。 ,

二
,

‘ 草
构造生灭过程 《明

‘ 。 的 矩阵为

乙, ‘ ,

八
,

全
‘ ‘, 一 入

,

艺
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定义 , 。 , 户、 二 , 认一 , 二 , 乞 令 川乞,

胡 艺 灼 容易看出
乞三 三

觉
,

班旦
一二厂 拼 ,

川 全 “ 丁
,

拼 , , , , 二

呈
拜,

乙
, ,
科 ,

全 置
—

以

因此 由文献 和 」或 知
,

该生灭过程正则但非强遍历 定义 宁 ‘全 《

则由文献 和注 知

‘宁
乞尹

由 公式
,

还可以验证

、 一 。

窗共
了 尸 ‘

,

艺内
,

故由文献 〔 或 立刻知道
,

该生灭过程指数遍历 该生灭过程的生成元算子 几 满足

贝夕 乞 乙 乞 一 夕 乞 ‘ 葱一 一 葱 ,

艺互
,

此处约定 。 下面我们将用两种不同的比较方法给出定理 的证明

第一种证明 藕合方法 我们将对 矩阵 和 作藕合

首先
,

这两个边缘 矩阵是正则的 因此
,

由文献
,

〕和 知
,

任意藕合 矩阵

奋 、 , , ‘ 。‘ , ‘ ,

“ 二
, ,

‘
,

二‘ , ‘ ,

‘, ‘ 享 是全稳定
,

保守且正则 再由文献【 」

知
,

相应的 藕合 过程转移概率满足边缘条件等价于 藕合 页算子满足边缘条件 而且
,

不

难验证 参看文献 【 后者等价于

艺 。
, , 乞 ‘ , ‘ ,

乞‘

爪
未, 任

艺 二
, , ‘二

‘ , ‘ ,

、,

, , ‘ , , ‘ 〔 耳

, , , ,

艺该‘ ,

当 。
,

详
‘ , ,

当 云笋 ’

其次
,

令
, ,

动。 享 全好 我们的最终 目的是在状态空间 豪 十 上构

造藕合 过程 ‘ , 全。 石
, 叮 ,

‘ ‘全。 其转移概率函数记为 使得

亡二
, ,

乞
,

全
,

。
, ,

艺 ‘ 只

类似于文献 的定理
,

可以证明 等价于藕合 矩阵口满足

。
, 。 , 坛 艺 二

, ,

乞 ‘ , ‘ ,

“
, , , 乞 〔

, , ‘ , , , , , ‘ , , , ‘ , ‘ 该,
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所以
,

只需要构造满足 和 的祸合 矩阵即可 为此
,

定义

第二十 一卷

, , 忑,

乞 。

入
,

入 乙阴
,

入 。 。 一 ,

入、 八 乞 ,

入 。 一 艺
,

入 ￡一 。
,

,

当 。‘ , , ,

乞‘ ‘ , ,

当 饥‘ , ‘ ,

“ 二 一 , ,

‘

当 。
‘ , ‘ ,

乞,

。
, 一 ,

当 。‘ , ‘ , 艺‘ 一 , , 乞一

当 二
‘ , , ‘ , ‘

饥 一 , ,

乞

当 二
‘ , ‘ , 乞,

二
, , 乞一

其它的 二‘ , ‘ ,

乞‘

并 。
, , ,

而且 。 , 、,

乞 艺 。
, , 乞 。‘ , 。‘ ,

乞‘

可以验证以上即为所需要的祸合 矩阵
了, ‘ , , , , ,

诬‘
,

尹
, , ,

沂以
,

进而
,

对相应的藕合 过程
,

是成立的
,

即

,“ , ’‘ ,

‘ 石 , 。 全心
,

七。
,

。
, , ‘ 任 尸

由轨道的右连续性得出
”‘ , 几 ,

‘ 石 。 。 七‘
,

全。 。 , ,

再由此推出

, ,‘ ,“ , ,“ “ 二 全子

所以
, , 、 二 全 。子

,

二
, 。 草

结合
,

立刻有

〔, , , , 护‘
,

。 , 。 下 全
, , 笋

,

。 。子 ,子
葱尹

沂以
,

由文献 和注 知
,

一维 模型非强遍历

第二种证明 反证法 假设一维 模型强遍历 则 由文献 」和注 知

, ,

川半
,

民。
, 。 丁

令 二
, ,‘ , , , , 二 。

, 〔 牵 则 是有界函数 熟知

几 ,二 , 一 ,

。
,

并
, ,

记 ,

再令

。
, , 。 牛 。 。 乞 取 。

, , 〔 从 使得

尸
, ‘

,二 , , 、 任 ‘
二

, ,

艺全

动二 。 , , 乞全 显然 亦有界 下面我们来证明 了关于 乞是单调递增的 由
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知
,

从任意
, 任 从 出发

,

切
、

三几
。 二 由强马氏性

,

, , , , , , 丁 二 , , , ,

布
、 二 , , , 二。‘ 丁

, ,‘ , ,

布
、 又

,“

印
‘

。
, , ‘ 。

, , 二 , 丁

。
‘ , , ‘ ‘ 、

又
, ’‘ 勺 ‘ 二‘ , , 、, , ‘ 二

, , ‘ , , 、‘ 任

艺
,

二
, 〔 从 卜

因此
,

由上式知
,

“ 全 “

现在由
,

和 及 的单增性
,

我们可以得到

一 几尸 。‘ , 、

入 二
, 。 一 万

’ , , , 入 二、 。乙‘ 一 , ‘ 一 二‘, ‘

久 。 二、一 , 一‘ 爪
, , 、一 一 ‘ , ‘ 入 。 , 。‘ 一 , ‘ 一 二

, 、

入 。
, 一 二

, , 入 ￡ 口 、一 , 、 一 。‘ , 、

久 。 , , 一 。 , , , 入 二‘ 。‘一 , , 一 一 。‘ ,

入 了艺 一 了乞 入 乞一 一 乞

入 一 乞 入、乞 乞一 一 乞

几 乞
,

乞全
,

一一

而且 二 ,

所以 是方程 几或 三 一 七 的非负有界解 因此
,

由文献 立

刻知
,

生灭过程 《 亡 。 是强遍历的
,

从而导致矛盾 故一维 模型非强遍历

注 定理 证明中的第二种证明方法是王凤雨教授提出的 两种方法对有限维

模型依然有效 特别地
,

第一种证明方法还适用于无穷维 模型 有兴趣者参

见我们的后续文章

号 修正的模型

本节我们要证明定理 将修正模型的生成元算子仍记为 几
,

它满足

几 二
,

又 武。
,

二
, , ‘

二‘ , , 一 , ,

二
, 二 。 牵

了了 , , , , 劣了,了‘、
,不

为证明强遍历
,

由文献 知
,

只需证明方程

,

三 一 ,

。
, 。 偌

有一有界非负解
,

其中 为一有限集 下面直接来构造这个解
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工 二
入,

—
十

了了忑

入 二 一

十

戈乙十 久

一
饥

。
从
汀乙一

入

。

入 。 一

一

显然
,

日寸
,

,飞 夕 入 且 。 久 无一 入 乙 因此
,

存在 。 〔 ,

使得当 。 全 。

夕 全久 且 二 之入 叮 一 人 乙 定义

。
, 了 一 ‘ 十 召 “ 人 , · ,

,

‘
’ 一 ‘ 阴

,

矛 十 ‘飞

当 二
, ,

当 。
, ,乙 , , 。 尹

当 。 ,

叨
, ,

并

当 并
,

尹
,

其中常数
‘

和 满足
· , 久 入 乙 入

入釜
’

入 入 无一 入

取定 。 全 林 乙十 入 十 一‘ 久 现在令

。三 三
’ 十 林

,

所以 是有界的

。
, 。 三 二 。。 ,

三 、 二 。 显然
,

我们来验证 是 的解

对 。
, , , , 。 并

,

有

几
, 。

对 二
, ,

笋
,

入
, 。 一 , 一

几
, , 二 入

, 一 ,

入
, 一 ,

人
, 。 一 , ,乙

人

—
十

凡乙十 入

入
一 幸月

久
十

凡乙十 久

入

对满足 三 , , 、 饥。 , ,‘ 全 。。 的 。
, ,

有

几
, 。 入, 二

, 一 。
, 。 入 。 。 一 , 一 。

,

入 二 一 。 一‘ 二
, 一 一 。

, 二 入 。 一 , 一 。
, 了

入

一 二

久

—
,‘ “‘

入。 。 一 。

爪

入 。 一

。

入 入
十

—
色 一

刀 一

入 乙 入 。
二之二一二二兰 一 上

一 一

入 几
一 入 乙 抽 全 一

仁 全
入 久 一‘

入

褂仁

对满足 二 全 。。 , 。 全

几 。
, 。 二

的 二
, ,

有

入

二 叨 十

八 一

。

入 乙 入、

十

—
冬 一

了几 一 上

幸二今

月

仁

入 一

一

。 。

夕 。 全〔

入 。 一 入 乙 久屯

二 二 一

仁 入 七 一‘
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对满足 。 全二。 的 二
, ,

有

几 二
,

二
, 一 二

,

入 二 二 一 , 一 。
,

入 二 二 一 一‘ 。
, 一 。

,

入 二 。 一 , 一 二
,

上

一
一

入 入 。 一 , 入 入

幸 今

,

仁

二

入

—
十

”乞 矶

。

入 一 二

一

二

入 入

一

一

州 全 一‘

仁 入 全 一‘

对满足 全 。 的 。
, ,

则有

几 二
,

入 二
, 一 二

,

久 二 一 , 一 二
,

入 。 一 , 一 。
,

﹃土

一
一

入 入 一

。
闷

牛井
卜

。 全 一‘

仁

一

入 脚 一 入 乙

入

一

一

综合以上
,

我们知道 是 的非负有界解 因此
,

修正的模型是强遍历的

号 一类扩展的分支过程

文献 」介绍并研究了一类扩展的连续时间分支过程的唯一性
,

灭绝
,

常返性及正常返

性
,

该过程的 矩阵 二 , 为

,

一 ,

乞 ,

乞 儿 ,

一了
·

, 一 刀 ,

,

当 乞

乞

乞一 ,

乞全

“ 乞
,

艺
,

全

其它的 艺,

任

。

,,
。门,

当当当当

子、

一一吼

其中 , 扛全
, 。

又
, 〔 是一概率分布且满足 。 即

又 否则为平凡情形 约定 一 定义 如
儿

基干文献 」的比较想法
,

文献 【 给出了此类过程强遍历的充分条件 在这一节
,

我们

用前面介绍的藕合方法
,

给出此类过程强遍历的一个必要条件

定理 设 给出的 矩阵

则当 。 一 。 一 时
,

有 又 ’

乞

力是不可约的 假定 三 若该过程强遍历
,

当 。 一 。 一 , 时
,

有 又 ’

艺
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进一步
,

当 万 且 。 一 。一 时
,

则该过程强遍历当且仅当 乞 、 当
乞

此时必有 。 一 。 一 , 且 ’, 关于 ‘单调增时
,

则该过程强遍历当且仅当 又 、 二 特

别地
,

当 且 , 二 沪 沪 时
,

该过程强遍历当且仅当

证明 下面对前一部分结论给出两种证明

类似于第二节
,

构造 、 上一个生灭过程 。 的 矩阵 每二 , 为

。 叮。 , ,
·

一 尹。 一 尸 , , , 。 , 乞全

今 又 无热 容易验证 。 一 因此
,

由 三 知
,

左二

。 全 全 又 十 , 一 。 一

一方面
,

当 。 一 。 一 , 时
,

则 , ‘ 艺全 当 。 一 。 一 时
,

则
。 , 二 肋 乞七

,

其中 入二 一 。 一 由文献 易知
,

该生灭过程是正则的 定义

于 全 飞
·尸

‘
·

另一方面
,

在定理的条件下
,

该分支过程唯一且常返
,

因此 矩阵 是正则的 记该

过程为 尤 ,沙
·

定义 二 全
·

记 由于这两个边缘 矩阵是

正则的
,

因此
,

其藕合 矩阵百 试饭, ,

乞
, ,

夕
, 〔 是全稳定

,

保守且正则 我

们在 刀 上对 矩阵 和 作藕合如下

叮
,

,一 八虱
, , 一 ,

亿 , , 一 一 认
, , , , 一 ,

疏
‘ 了。一 一 。

,

、一 ,

, , , 人 ,

, , , ,二 ,

示
,

乞 左 ,

,

当
, 坛一 ,

。 一

当
, 乞一 ,

。

当
,

乞
,

二 一

当
,

艺 ,

二
,

全
, 乞笋

当
,

‘
, , ‘并

当
,

乞
,

。
,

七
,
乞 “

其它的
,

护“
,

二
,

而且 ,
, ,动 又 试‘

,

二
, ,

其中 艺
,

二 任 容易验证
,

所构造的 矩阵 句 满足边
勺

, , 恶 尹 才 , ,了飞

缘条件

二 灯 ,

,

并礼

尹。

了
·

头
叫州艺︺。艺间

了‘少、

因此
,

是藕合 矩阵 再令 二 ￡
,

二 乞全 。 我们来验证 仕 满足

, 乞
, 二‘ 又 叮 乞, , ,

, 了, 了 ,‘

乞,

。 ‘ 丑
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事实上
,

名
, 一

由于 是生灭矩阵
,

从 容易看出只需验证 , ‘一 一 民‘一 而由 知
八 。 叭 , 一 ,

所以
,

成立
,

即所构造的藕合是保序藕合 记相应的藕合 过程
。 。 , , 。 的转移概率函数为 则 由

,

定理
·

」知
, ·

等价于

乞, ,

全
, 艺,

。 任

’, ’” 全
厂 ,

全
,

艺
,

二 〔

进而
,

由轨道的右连续性得 出 ‘, , ,‘

刃 全 ,
,

全 。 坛
, 。 尸 再由此推出

‘ ,

‘ 二 全 了 所以
, 二 七 厂 〔 再由 亡之。 强遍历及文献【 的定理

·
,

立刻有 ,子三 〔、二 因此
,

由文献【」的定理 知
,

生灭过程 全。 是强遍历
去 币

的 最后由文献 的例
,

可推出定理的前一部分结论

注意到 矩阵 和 是可比的
,

则由文献
,

可知
,

过程 全。 和
‘ 。 是随机可比的 因此

,

对一切单调增函数 和 乞全 。
,

有

几夕 乞 , 夕‘ 一 夕 、 夕,一 一 夕, 三几夕 乞 又 叮, ,‘ 、 夕‘ 一 夕‘ 、, 艺一 夕,一 一 夕‘
,

由于 全。 是单死过程
,

显然
,

夕, 〔厂 是单调增函数 而 叭 是以下方程的最小非负解

实际上
,

使得等号成立 几抓动三 一 ,

艺全 而由 仑 。 强遍历知
,

从 有界 结合以上

及 得出
,

从 也是方程 几抓动三 一 坛七 的非负有界解 因此
,

由文献 的定理

知
,

生灭过程 ‘ 是强遍历的
·

故定理的前一部分结论立刻由文献 」推出

定理的后一部分结论由文献 的定理 立刻得出 随便提一下
,

当 从 且 。

一 。 一 时
,

可以推出 、 全 即 一 。 一 翔

注 最近
,

文献 证明了 若 决定的分支过程强遍历
,

则 艺 、 故所
笼

得结论与我们的相同
,

单死 矩阵 , 卜

但方法不同 因为【 证明了更一般的结论 若单死过程 即 矩阵为

。
, 乞全 卿

,

。三 三 艺一 强遍历
,

则 ‘ 实际上
,

戈

我们可如下证明之 注意到
,

由于是单死速率
,

从 乞出发要到达
,

必先到达 ‘一 ,

所以此时有
。 全 卜 , 故由强马氏性

,

容易得到

。 二 卜 , , 一 二。 二

一 全乓 。一 ,

全吻
,

全止
儿 儿

再由强遍历得出 , 。 全 又 、

艺 人二

感谢 感谢在本文的完成过程中与陈木法和王凤雨教授及毛永华副教授进行的有益讨论
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