
* 国家 九七三 计划资助项目; 国家自然科学基金资助项目(10121101, 10101003) ; 教育部博士点基金资助项目

收稿日期: 2003 04 24

单生过程击中时与平稳分布*
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摘要 ! 给出了单生过程首中时、击中时一阶矩的显式表达, 由此得到了单生过程平稳分布的

显式表达,并计算了 3 个具体例子的平稳分布.
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本文是文献[ 1]工作的继续,仍考虑不可约的全稳定且保守的单生过程 Q 矩阵,即对所有

i ∀0和 j ∀2满足: qi , i+ 1> 0, qi , i+ j = 0,且对一切 i ∀0有 qi = - qii = #
j ∃ i

qij < % .

对所有0 & k< n,定义 q
( k )
n = #

k

j= 0
qnj , 以及

m 0 =
1
q 01

, ! mn =
1

qn, n+ 1
(1 + #

n- 1

k= 0

q
( k )
n mk ) , ! n ∀ 1,

F
( n)
n = 1, ! F

( i)
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k= i

q
( k )
n F

( i )
k , ! 0 & i < n ,

d0 = 0, ! dn =
1

qn, n+ 1
(1+ #

n- 1

k= 0

qn
( k )

dk) , ! n ∀ 1.

由文献[ 2 5]知道, 这 3组记号用于刻画单生过程的唯一性、常返性、遍历性和强遍历性. 实际

上,根据我们的研究,它们也可用于单生过程指数遍历的研究.这些记号之间有如下关系:

mn = q
- 1
01 F

( 0)
n + dn , ! n ∀ 0. (1)

令( X ( t ) ) t ∀0为相应的单生过程. 第一次跳时刻 1= inf { t > 0: X ( t ) ∃X (0) } . 定义 i=

inf{ t ∀ 1: X ( t )= i } (称为 i击中时) .定义  i= inf{ t > 0: X ( t ) = i } (称为 i 的首中时) .显然,

若出发点不是 i ,则 i=  i .

现在任意给定 i 0∀0.考虑 i 0的首中时一阶矩: ui= E i i
0
( i ∃ i 0) .文献[ 1]给出了以下的公

式:

F
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( k)
i q

( j )
k

qk, k+ 1
, ! i > j ∀ 0; ! d i = #

i

k= 1

F
( k )
i

qk, k+ 1
, ! i ∀ 1. (2)

实际上,由式(1)和(2)还可以得出 mi = #
i

k= 0
F

( k )
i / qk, k+ 1( i ∀0) . 现在令

ck = sup
i > k

#
i- 1

j = k

mj

#
i- 1

j= k

F
( k )
j

= sup
i∀ k

#
i

j= k

mj

#
i

j = k

F
( k )
j

. (3)
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显然 ck ∀mk 且c0= q
- 1
01 + d ,其中 d = sup

i∀0

#
i

j= 0
dj

#
i

j= 0

F
(0)
j

是用于判断遍历性的[ 2]
.下面是关于首中时

的一阶矩的结果.

定理 1 ! 单生过程的 i 0首中时的一阶矩可由如下表达式给出:

Ei i
0
= #

i
0
- 1

j= i

mj , ! i < i 0; (4)

E i i
0
= #

i- 1

j= i
0

( F
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0
)

j ci
0
- mj ) , ! i ∀ i 0 + 1. (5)

证 ! 由文献[ 6]归纳得知, ( u i )是下列方程组的最小非负解:

x i
0
= 0, ! xi ∀ #

k ∃ i

qik
qi
x k +

1
qi

, ! i ∃ i0, (6)

而且( ui )使上述方程组等号成立.将等式(6)变形为

x i
0
= 0, ! qi, i+ 1( xi+ 1 - x i ) = #

i- 1
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则
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一方面,同文献[ 1]的式(10)之证明,从式(7)可立刻得到

xi+ 1 - x i = F
( 0)
i ( x 1 - x 0) - d i , ! i < i 0. (8)

另一方面,借助文献[ 1]的证明方法, 当 i> i 0时,由式(2)和(7)及(8) ,我们有:
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事实上,对所有的 i ∀i 0, 式(9)皆成立.

注意到,若在式(6)中取定 x i= ui (0 & i< i 0) , 则由文献[ 2]的定理 2. 3(局部化定理)知,

( ui , i> i 0)是方程组

xi
0
= 0, ! x i ∀ #

k ∃ i

qik

qi
xk +

1
qi

, ! i > i 0 (10)

的最小非负解. 而由文献[ 7]知, mi= E i i+ 1,此时,对 i< i 0,可直接证明

u i = #
i
0
- 1

j= i

mj . (11)

实际上,由 u0- u1= q
- 1
01 及式(1)和(8) , 也可证明式(11) .再由式(9)、(11)及(1)推出

xi+ 1 - xi = - mi + F
( i

0
)

i (mi
0
+ x i

0
+ 1) , ! i ∀ i 0.

因此,

x i = - #
i- 1
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0
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i- 1

j= i
0

F
( i

0
)

j ( mi
0
+ xi

0
+ 1) , ! i > i 0. (12)

因为( ui , i> i 0)是方程组(10)的非负解, 故由式(3)和(12)可知 c i
0
- mi

0
& ui

0
+ 1.

若令 v i
0
+ 1= ci

0
- mi

0
且 vi = #

i- 1

j = i
0

( F
( i

0
)

j c i
0
- mj ) ( i ∀ i 0+ 2) , 则可验证( vi , i> i 0)是式(10)

的一非负解.由( ui , i> i0)的最小性, 推出 ui
0
+ 1 & ci

0
- mi

0
.

综合以上, 我们得出, ui
0
+ 1= ci

0
- mi

0
.再由式(12)可验证,前面所构造的解( v i , i> i 0)正是

( ui , i> i 0) . 换而言之, i 0 的首中时一阶矩的表达式是式(4)与(5) .

注1 ! 由文献[ 1]或[ 7]知, mi= Ei i+ 1且 #
i- 1

j = k

mj = Ek i . 再由式(5) ,可以看出

ci = mi + E i+ 1 i = E i i+ 1 + E i+ 1 i , ! i ∀ 0.

所以, E i+ 1 i= ci - mi> 0,即 ci> mi , i ∀0. 若 ck< % ,由式(5)及上式推出

#
i- 1

j= k

F
( k)
j =

Ek i + Ei k
Ek k+ 1 + Ek+ 1 k

, ! 0 & k < i .

结合式(3) , 得出inf
i > k

E i k

Ek i
= 0.注意, k= 0时,

#
i- 1

j= 0
F

( 0)
j =

E0 i + E i 0

E0 1 + E1 0
, ! i > 0,

所以,由上式和式(1)及 E0 1= 1/ q 01,有

#
i- 1

j= 0
d j =

E1 0E0 i + E i 0E 0 1

E0 1 + E1 0
, ! i > 0.

当过程遍历时, 对一切 i ∃ j 有Ei j < % .此时,对任意 i ∀0,必然有 ci< % .

定理 2 ! 单生过程的 i 击中时一阶矩为

E i i = qi , i+ 1 ci / qi , ! i ∀ 0.

! 第 2期 张余辉: 单生过程击中时与平稳分布 159!! !



进而,若单生过程是遍历的,则其平稳分布为

!i = ( qi , i+ 1 ci )
- 1

, ! i ∀ 0.

证 ! 由式( 4)和(5)及 mn 的定义, 有

! ! ! ! ! ! ! E i i =
1
qi

+ #
i- 1

k= 0

qi, k

qi
Ek i +

qi , i+ 1

qi
Ei+ 1 i =

1
qi

+ #
i- 1

k= 0

qi , k
qi
#
i- 1

j= k

mj +
qi, i+ 1

qi
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qi , i+ 1

qi
(

1
qi , i+ 1

(1+ #
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j= 0

mj #
j

k= 0

qi, k ) + ci - mi ) =

qi , i+ 1

qi
(

1
qi , i+ 1

(1+ #
i- 1

j= 0
q

( j )
i mj ) + c i - mi ) =

qi , i+ 1 ci
qi

.

所以得证前一结论. 再由 !iqiE i i= 1推出后一结论.

注2 ! 由定理 2,当单生过程遍历时,应该有 #
%

i= 0

1
qi, i+ 1 ci

= 1. 这个式子并不直观,遗憾的

是尚不能用另外的办法直接证明它.

例1 ! 考虑单生过程的特例 ( ( ( 生灭过程:生速 bi= qi, i+ 1> 0 ( i ∀0) ,死速 ai= qi , i- 1> 0

( i ∀1) .定义 ∀0= 1, ∀i=
b0∋bi- 1

a1∋a i
( i ∀1) .再令 ∀= #

%

i= 0
∀i . 生灭过程遍历等价于 ∀< % .通过

计算,得到 ci = ∀/ ∀ibi , 再由定理 3,得到熟知的结果:平稳分布为 !i= ∀i / ∀( i ∀0) .

例2 ! 令单生过程的 Q矩阵为: qi, i+ 1= 1( i ∀0) , q10= 1且 qi , i- 2= 1( i ∀2) ,其他的 qij = 0

( i ∃ j ) .则 F
( k )
k = F

( k )
k+ 1= 1, F( k )

j = F
( k )
j - 1+ F

( k )
j - 2( j ∀k+ 2) .因此, { F

( k )
j }

%
j= k是 Fibonacci数列:

F
( k )
k+ n =

1

5
[ A

n+ 1
- (- B )

n+ 1
] = ) Fn, ! n ∀ 0, k ∀ 0,

其中 A =
5+ 1

2
, B=

5- 1
2

.经过计算, 得到 mj = #
j

k= 0
Fk( j ∀ 0) . 注意到 Fibonacci数列有性质

#
n

k= 0

Fk = Fn+ 2 - F1( n ∀ 0) , 所以, mj = F j+ 2- F1( j ∀0) .因此,

#
i

j= k

mj

#
i

j= k

F
( k )
j

=
Fi+ 4 - Fk+ 3 - ( i - k + 1) F1

F i- k+ 2 - F1
∗ A

k+ 2
, ! i ∗ % .

同时,可以证明
#
i

j= k

mj

#
i

j = k

F
( k)
j

< A
k+ 2

, ! i ∀ k.

综合以上及式( 3) ,得到 ck= A
k+ 2

.注意A+B= 1,进而, 由定理2知,平稳分布为 !k = B
k+ 2

( k∀

0) .

例3 ! 令单生过程的 Q 矩阵为: qi , i+ 1= 1( i ∀0)且 qi , 0= 1( i ∀1) ,其他的 qij = 0( i ∃ j ) .由

文献[ 1]知, 该过程是强遍历的. 经过计算, F
( k )
k = 1, F ( k)

j = 2j - k- 1
( j ∀k+ 1) ; mj = 2j

( j ∀0) .因

此,
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#
i

j= k

mj

#
i

j= k

F
( k )
j

= 2k+ 1
(1- 2k- i- 1

) , 2k+ 1
, ! i ∗ % .

所以得到 ck= 2
k+ 1

. 进而,由定理 2知,平稳分布为 !k= 2
- k- 1

( k∀0) .
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THE HITTING TIME AND STATIONARY

DISTRIBUTION FOR SINGLE BIRTH PROCESSES

Zhang Yuhui
( Department of Mathematics, Beijing Normal University, 100875, Beijing, China)

Abstract ! The explicit expressions are presented on the moment of the first hitting t ime and the

hitting time for single birth processes. Furthermore, the explicit expressions are obtained on the stationary

distribution of single birth processes for the first t ime. At the end, the stationary distributions for three

examples are computed in detail.

Key words ! single birth process; first hitt ing time; hitting time; stationary distribution
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