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半直线上第一Di
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摘要 目标是建立半直线上二 阶椭 圆算子 的第一 D iri ch let 特征值 的对偶变分公式
,

并给出该特征值 的仅依赖于算子系数的显式估计
.

还可处理相应 的离散情形以及连续

情形的高阶特征值 问题
.

关键词 第一 D ir ic hl et 特征值 变分公式 椭圆算子 生灭过程

St ur m
一

Li ou vil le 特征值问题是分析学的一个经典课题
.

有限区间上的第一 Di ric hl et 特征

值则是其最基本
、

最典型的问题
.

关于此方向
,

已有大量的文献 (例如见文献 {11 第 5 章及所列

文献)
.

作为经典理论的补充
,

也作为文献 12
,

3}的继续
,

这里给出了这种特征值的变分公式和

显式估计
.

文末还将处理高阶特征值问题 以下分连续和离散两种情形讨论
.

1 连续情形

考虑有限区间或半直线 (p
,

们(一oo < p < q 蕊 + oo ) 上的微分算子 L = 。
(
x
)d

Z
/ d护 +

b(
x
)d / d

x , a
(
x
)处处为正 (当 、 = + oc 时即 lim

x 、 + 、 a
(
x
) > o)

,

在边界 尹 和 。 上施加 D ir ie h le t

条件 (为处理 q = + oo 的情形
,

约定 f( + oo ) = hm
二、 + 、 f( 司)

.

贯穿全文
,

假定

、

lO.

1上
了‘.、

加<Xd关
q e C (‘ )

a
(
二
)

f q

兀
一 C ‘司“‘ < ‘

,

其中 C (x )一 g “/a
·

从概率的观点
,

在前一条件下
,

后一条件等价于非常返
,

否则正常返
,

此

)看

时无穷边界不起作用
,

化成文献 !2 ! 已处理的情形
.

关于条件 (1
.

0) 更详细的分析评注见注 1
.

7
.

当 q < oo 且
a
连续时

,

这两个条件都是平凡的
.

考虑 L 的主特征值 久。
,

其经典变分公式为 人。 二

‘n f{D 汀)
: 了任 C ’

(,
,

。)自 C巨
,

。]
,

f (; ) 一 f (。) 二 O
,
二 (f

Z
) 一 ‘}

,

此处 D (f) 二 刀
a
(
x
)f

‘

(
x
)

, 汀(d
x
)

,

二(dx )一 (a(
二
)z)

一 ‘。‘(T , dx
,

Z 为归一化常数即 (l. 0 )的前一积分值
,

汀(。)一 g
。(
‘
)万(“

,
).

因为相应于 久。 的特征函数 g 只有一个驻点 (命题 1
.

3 )
,

依照 g 的驻点将区间 (p
,

的 分为

两个子 区间
,

从而把 入。 的研究归结为子区间上
、

文献 障
,

3 }已处理过的混合特征值问题
.

详言

之
,

任意固定
x 。 任 (p

,

的
,

分别考虑 (p
, x 。

)和 (
x 。 ,

的上的微分算子 L
,

前者在边界 p 和 x 。 上分

别施加 D irieh le t 和 N e u m a n n
条件

,

后者在边界
x o 和 q 上分别施加 N e u m a n n

和 D ir ieh le t 条

2 0 0 2
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件
.

在 沙
,

x0 1和 【
二 。 ,

引上定义相应的 7r 和 D
,

分别记为 7T I ,
7T :
和 D l ,

D Z ,

即

二 1
(d

x
) = 二(d

x 门 匡
, x 。

])/ 二巨
, 二。

]
,

D l
(f) = 二

(
a
f
‘2 1 [;

, 二 。
:)/

二
沙

, x 。
]

,

f : C ‘
(夕

, 二。
)

,

二 2
(d

x
)= 二(d

二 n [
二0 ,

q ])/ 二[
二。 ,

、j
,

D Z
(f) = 二

(
a
f

, 2

入
男 。 ,

。])/
二 [

x 。 ,

。]
,

f : C ‘
(
x 。,

。)
,

其中 二 [s
,

t] 一
刀

d二
.

此时
,

匡
, x
司和 !

二。 ,

。}上的混合特征值分别为

久。沙
, x 。

} = in f{D
l
(f)

: f 任 C l
(尹

, x 。
) n C巨

, x 。
]

,

f(尹) = 0
, 二 ,

(f
Z
) = l}

,

入。!
x 。 ,

q { = in f{D
Z
(f)

: f 任 C ‘
(
x 。 ,

q )自 C !
x 。 ,

q ]
,

f (q ) = O
,
二 2

(f
Z
) = 1 }

.

为陈述主要结果
,

还需使用一些记号
.

首先是分别定义在 C巨
, 二。

}和 侧
x 。 ,

创上的两个 (双重积

分)算子

川‘,‘
·

, 一

扁汇
’

due
一 C (· ,

关
、 , )(

·

卜扁关
“

due 一(

叹

X O

!f
e C /

a
}(
。
)d
。 ,

【f
eC /

a
}(
。
)d
。 ,

二 任 (p
, x 。

x 任 {
二0 ,

g )
.

再定义

买沙
,

勒 = {f 任 C ‘
(尹

, 二 。
) n C 沙

, 二 。
}

: f(尹) 二 o
,

f
‘

}(
; , 二 。) > o }

,

易沙
,

句 运f
,

su p

f 任历巨
, x o J二 任(熟二 。)

Hl (了)(
二
)
一 ’,

苟g沙
, 二。

] 二 s u p in f

f 任下 [尸
, 二。
」
x 之Lp

, ‘o )

几 (f)(
二
)
一 ‘

买【
x 。 ,

。}

石乙[
x o ,

g ]

= {f 任 C ‘
(
x o ,

q ) n C [
二。 ,

。{
: f(g )

= in f s u P
f 〔少[

二 。 , 。l二任(, 。 q )
场 (f)(

x
)
一 ‘

O
,

f
,

}(
x 。 , 。) < o }

,

二。 ,

、卜
s u p

_

in f
、

场 (f)(
x
)
一 ‘

.

f 任厂【
二。 , , !

x 之又劣
o ,

q )

=韶

与文献 同 的设计相同
,

翁用于上界估计
,

而 铭 用于下界估计
.

不同的是
,

为保证可积

性
,

那里使用了比 厂 更大的集合
,

但有了条件 (1
.

0)
,

使用 下 已足够
.

下述变分公式上
、

下界

互为对偶
:

交换
S

即 和 inf
,

可从一个得出另一个
.

定理 1
.

1 关于 入。 的变分公式如下
:

in f
x 。 〔(p

, q )
in f

二 o 〔(刀
, 叮)

s ll P
x 。 任(p

, g )

、、..少
r

11
.

一.1了
,.. 、

(石合匡
, 二。

}V 石合!
二。 ,

、]) )

)

) SU P
x 。 任(夕

, 口)

(入
。
沙

, 二。
] v 入

。
[
x 。 ,

。])) 入
。

(入
。
防

, x 。
]八 久

。
[
x o ,

。{)

(韶沙
, 二。

] 八石言!
x 。 ,

、])
.

若再设

区间而

证

(i)

。 ,

b 在 沙
,

引上连续
,

则 (1
.

1) 式中诸不等式均可改为等式
.

进一步地
,

若 沙
,

创为有限
a
为连续函数

,

则后一断言对于一切 Le b es g ue 可测函数 b 成立
.

共分 4 步
.

下界估计
.

任取

D (f)

f 任 Cl (p
,

的n C巨
,

创且 f(p ) = f( 的 = 0
,

再任意固定
二。 任 沙

,

的
,

则
r 2 0 r g

一

几[
·f

‘“

](
X

,介(d
X
’十关

。

!
·f

‘2

}(
X
’‘(d

X
)

) 入。ha 一}

关
’。

‘(
·

,
2 ·(“

·
, + “。:一 。{

关:
, (

·
)
2 ·

(“
·
)

) (入
。
巨

, x 。
]八 久

。
[
二。 ,

。])
二(f

Z
)

.

由 f 和 x 。

再由文献

的任意性得

}3}定理 1
·

1

入。 ) s u p x 。。(,
, 。) (

得证 (1
.

1) 式的第

入。巨
,

、}八 入
。
}
二。 ,

a])
,

即 (l
.

1) 式的第 3 个不等式成立
.

4 个不等式
.
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(ii ) 上界估计
.

给定
: > 0

.

由定义
,

存在 j
任 Cl (p

,

x0 ) n c 沙
, 二
司

,

八川 = 0
,

7T I
(产) 二 l

,

使得 D l
(j)

< 入。匡
, 二
司+ :

.

如果必要
,

在
二。
的充分小邻域内对 了作适 当修改

,

可造出 f 。

C ‘
(尹

, x 。
) n C 巨

, x 。
}满足 f伽) = O

,

f
,

(
x 。
) = O

,
二 1

(f
Z
) = 1 且 D l

(f) < 入。匡
, x 。

] + :
.

同理可取

夕 任 C ,
(
x o ,

q )自 C [
x 。 ,

q ]满足 g (q ) = O
,

g ,

(
二。
) = o

,
二2
(9

2
) = z 且 D Z

(g ) < 久。{
二。 ,

q }+
:

.

更进一

步
,

还可设 f( x0 )并。 否则可对 f 作如下修正
:

因 f 任 C 沙
,

x0 {
,

故 f 在 匡
,

勒}上有最大值点
x : 和最小值点

x Z 不妨设 {f(
x 1
)} ) }f(

二2
)l

,

则 f(
x l
)兴0( 否则 f = 0 而与 7T I

(尸)二 1 矛盾)
.

令

f 二 f报
二 1

)+ f(x
1

场
二 1 ,

州
,

则 f : C ‘
(p

, 二。
)门 C匡

, 二
司且

二 1
(尸) = 二 ,

(f
, I :,

, 二 1

)) + f (
x l
)
“二 ,

[
x , , x 。

] ) 二 1
(f

Z
) = 1

, D l
‘了, 一

关
‘ ’ ·
“
’“一 延 D l

(‘,
·

再令 j一
二 1
(尸)

一 ‘/ Z f
,

则 了伽) = o
,

j
,

(
x 。

) = o
,
二 1
(j

Z
) = 1

,

j(
: 。
)并 。

,

且 D l
(了) 二

二 1
(尸)

一 ‘刀 1
(f) 、

D l

(f)
< * 。匡

,

x0] + : ,

因此当 f(x0 ) = 0 时
,

可用 j代替 f.

再令 h = e fl[p
, 二。

] + 。I(二 。 , q ]
,

其中
e = 。(

x o
)/ f(

二。
)

,

则 h 任 C ‘
(尹

,

。)n C巨
,

、l
,

h沙) = h (。) = O
,

而且

7T (
a h

‘2

) = e ,

< e Z

留 。 r q

a f
’““7T +

关
。 a g ‘Z d 7T

一
ZD ‘

(f)7T巨
, 劣。

}十 D Z
(g )二 !

‘。 ,

“}大厂怀

久。匡
, x 。

l+ :

)
二沙

, 二。
] + (入

。
[
x o ,

。] + :

)
二{
二。 ,

。]

( (“
O
巨

, x 。
{丫 “

0
{
二。 ,

、] +
:

)(
e Z二沙

, x 。

卜
二 {

x 。 ,

、})
,

二
(h

Z
)一

e Z二
(f

ZI[p
, 二 o

]) + 二
(、

2 1 (x 。
,

。l)二
e Z 二,

(f
Z
)二沙

, x 。

卜
二 2

(。
2
)
二
!
x 。 ,

。}

= 。2 二沙
, x 。

卜
二I

x 。 ,

。{
,

因此 入。 < 久。沙
, x
司V 入。!

x 。 ,

引+ : ,

由
‘
的任意性得 入。 ( 入。沙

, x
司v 入。{

x 。 ,

创
,

再由
x 。
的任意性

得证 (1
.

1) 式的第 2 个不等式
.

由文献 [3] 定理 1
.

1 可得 (1
.

1) 式的第 1 个不等式
.

(iii) 当 a ,

b 在 巨
,

司上连续时
,

为证明 (1
.

1) 式中的等号成立
,

需要证明下面的命题 1
.

3
,

这

是定理 1
.

1 的主要依据
.

注意到文献 叫 中 (6
.

1) 式和引理 6
.

3 依然成立
.

为方便
,

将它们重述

为如下的 (1
.

2 )式和引理 1
.

1 :

(f
, e C )

, = (
a f

‘, + bf
‘

)
e C /

a 二 (L f)
e C /

a
.

(1
.

2 )

引理 L l 假定 入 ) O
。

且 f 任 C “
巨

,

司满足方程 L f = 一入f
.

若存在 。
,

口 : p 毛 a < 口毛 吼

使得在 [a
,

司 上 f 二 0
,

则 f = 0.

命题 1
.

1 若方程 L f 二 一入o f 有满足条件 f 任 C “
巨

,

司
,

f(川 二 f( 的 = o 的非常数解 f ) 几

则 入。 > O 且 f 只有一个驻点
.

证 (i) 先证 “。 > 0. 谬设 场 一 0
,

则 7r (af lZ )一刀fL f面 一 O
,

因 。 > 0
,

故 厂一 O
,

由此

及 f( 川 = f( 们 = O 得 f = 0
,

因此 f 为常数 0 而与假设相悖
.

(ii) 显然 f 存在驻点
.

往证 f 在 (p
,

的上只有 1 个驻点
.

否则
,

可设
x l , x :

为 (p
,

的上两

个驻点
, 二 , < x Z ,

由此将导出与 久。 的最小性矛盾
.

(a) 先证此时 f 在 沙
, 二 1

}上非常数
.

否则在 匡
,

x1 }上 f = 一久J‘L f = O
,

由引理 1
.

1 推出

f = 0.

(ti) 再证 f(
二 1
)尹 0

.

否则令 g 二 fI 卜
二 1

{ + f(
x ;

),(
二 , ,

司
,

结合 f(
x 1

) = 厂(八 ) = 0 和 。 > 0
,

由

f 是方程的解推出 f’’ (
二 1

) = 0
,

进而 g 任 C Z
沙

,

创
,

L g = 一入0g
,

且在 [x
1 ,

创上 g = 0
.

由引理 1
.

1

知 g = 0; 因此
,

在 沙
,

翔}上 f = 0
,

再由引理 L l 也导 出 f = 0.
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(c) 类似可证 f 在 沙
2 ,

司上非常数且 f(
二 2
)笋住 现在取 h 二 c

厂卜
二 , : + j(

‘ 2
)入

二 , ,

叫 + f入
二2

砂

其中常数
。 = f(

x Z
)/ f(

x 1
)

,

则 h 非常数且 h 任 C ‘
(p

,

的自 C 匡
,

创
,

h (川 = 侧的 = 0
.

由 (1
.

2 )式
,

有
·
(
·“, 2

)一关
’‘ ·
“

’“· +

关
·
“

’d

一
2

尤
“ f五fd

一关fL fd 7T

一 * 。

(一(,
2 1 !,

, 二 :

}) + 7T

(,
2 ‘(

! 2 , 。。))
二(h

Z
)一

e Z二
(f

ZI [p
, 二 1

])+ f(
x Z
)
2 二[

二 , , x Z

{+
二

(f
2

I(
二 2 , 。])

,

从而
Z犷.‘、

耳

一卜

l
一P
场一去

L

入。 (

二(
a h ‘2

)
二(h

Z
) 一 e Z二

(

“2 7T
(f

ZI。;
,
· l

}) + 7T
(f

Z I(岔 2 , 。:))
, 二 ,

:) + f(
二 2

)
2 二[

x l , x Z
] + 二

(f
Z I(二

2 , 。])
< 入。

,

导致矛盾
.

证毕
.

回到定理的证明
.

设 a ,

b 连续且
a > 0

.

由 St ur m
一

Li ou vil le 边值问题知
,

特征方程 L f =

一杨f (f浏 = f( 的二 0) 有非常数解 f
.

由命题 1
.

1 知
,

入。 > o 且 f 只有 1 个驻点
,

记为
x 。 ,

则

fl 一 f标。阵 下匡
,

x0]
,

九 = f爪
。 ,

引 任月
x 。 ,

a]. 由厂(
二。
) = 。和 (l

·

2 )式得出 一
方

。 入。介即
。 =

(f
‘。C )}重

。

= 一 (f
‘e C )(

二
)

,

于是 Hl (f1 )(
x
) = 入J ‘

(
二 任 沙

, x 。
))且 场(f2 )(

x
) = 人J ‘

(
x 任 (

x 。 ,

。))
.

由

文献 [3] 定理 1
.

1 知
,

若乙沙
, 二。

] = 入。匡
, x 。

{ = 石言匡
, x 。

}
,

同理可得 易!
x 。 ,

。] = 入。[
x 。 ,

。1 = 石g [
x 。 ,

。1
.

综合以上事实知
,

(1
.

1) 式中的 4 个等式都成立
.

(iv) 要证明定理的最后一个结论
,

需要以下命题
:

命题 1
.

2 设 a ,

b 分别为有限区间 匡
,

司上正连续函数和 Leb es g ue 可测函数
,

记 入。 为
a ,

b

所决定的第一特征值
,

则存在连续函数列 {
a 。

} 和 {b
。
}

,

使得
a 二 、 。 ,

b。 、 b
,

而且对应的第一

特征值 入5n) 、 * 。 (。 、 oo )
.

证 由条件知存在正常数 占和 N
,

使得 占廷 a 成 N
.

作光滑逼近
.

为方便
,

先将
a 和 C 延

拓至全空间 此 C (x) 二 C (
x 丫 p 八哟

,

&(司 二 a(
x 丫 p 八的

.

为简单计
,

略去上标
“

、
” .

如常
,

使用

光滑子

f
A e x p卜 ((、

一 , )
,
24 一 (

二 一 (, + 。)/ 2 )
,

)
一 ‘

{
,j L芯少= 、

LU
,

若 }
二 一 (尹 + 。)/ 2 { < 1

,

若 }
二 一 (p + q )/ 2 }) 1

,

此处 A 为归一化常数
:

瓜。(x) dx = 1
.

再命 。
二

(幻 = : 一 ‘。(x/ 约
,

C 二 C * 叮
。 , a 。

二 。 * 。。(即

叹 (
二
) = 瓜c( 功刀

:

(
二 一 功勿)

,

则 C
。
。 C‘ (R )

, a : 任 C ‘ (卿
,

而且当
: 牛。

,

在紧集上一致地有

叹 升 C
, a 。

号 今

由 (1
.

3 )式知
,

存在序列
:
(n) * 0

,

使得当 n 斗 二

占毛 a 。

毛 N
.

时
,

在 巨
,

创上一致地有

(1
.

3 )

Ce (
。)一 C

, a : (。)斗 a
·

(1
.

4 )

其次
,

命 b。 一 火嘿
,

则 吸
,

瓦 任 C ‘ (叫
,

Z
一 g 尹

·

/a
:

毛刀ec
·

/ 占< co
·

由 (l. 3 )式得到

尤
“

兰
Z e C

! (” )

a 二

(。)

N
求 一

百
S ll P

P毛岔( q

·口
一 (·, 一‘ (·,

关
“ 尸

。C

从而 L Z
(二) 仁 L Z

(
二 。

(。))
,

同理可证 L Z
(二) 〕 L Z

(二
。(、))

,

故 L Z
(
二
) = L Z

(二
: (二))

.

由 (1 3 )和 (1
.

4 )式

及下面两式
:

in f
p廷二成q

e e
二〔。 )(

· )一 e (X )

业王
、刀f , e C

·‘性 ,
/

a ·

(”)

a : (。) fq fZ c C / a刀
毛 s u P

p 簇二蕊g

e 。
。 (。 。(! )一 e (X巡丝

a 。

(。)
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3 7 5

in f
p簇劣毛q

e C
·(性 )(‘ )一 C (z ) 簇刀

f
’Z e C

· ‘n ’

刀f’’“‘
簇 s u P

P ( 仍蕊q

e C
巴 (。 }(‘ )一 C (劣 )

推出当
。 分 oo

,

关于 f 一致地有

昭fZ e C
·‘倪’

/
a ·

(几 )

刀尸
c 口 /a

故当 n 升 、
,

关于 f 一致地有

斗 1
,

f
q
厂
‘2 。C

· (” )

J 尹

f
q
f

, 2 。C

J 尸

一) 1
.

丛坦旦 / 卫边
二

7T
。

(二)(f
Z
)/ 7T (f

z

)

Z
一 1

‘(不 刀f
‘2 。C

· (” )

写支) fZ o C
· ‘几 ’

/
a :

(。)/
Z 一 1

Z 一 1

f“ f
‘2 。C

J 尸

军fze
‘ /a

久。
.

一令 1
.

丝刀

由此和 {
a 二

(。 )}
,

{b
:

(。)} 为连续函数列
,

不难证明 lim
。、二 *舒)

回到定理最后结论的证明
.

设
a ,

b 分别为有限区间 巨
,

引上正连续函数和 Le be sg ue 可测函

数
.

由命题 1
.

2
,

存在连续函数列 {
a 。

} 和 {b
二
}

,

使得 嘶

入5n) 、 人。(。 、 oo )
.

定义相应的 川
“ , (f )

,

韶司 和 韶回
.

式中等式均成立
,

即

升 。 ,

b。 、 b
,

而且对应的第一特征值

由
a 。 和 纵 的连续性知

,

相应的 (1
.

1)

、1.2�匕
心

11
尹,..、

in f
、

(;J
几 ,巨

, x
司丫韶

几 , [二。
,

、}) 一 “罗) 一 望p
、

工。任又p
, q ) 岔。 七气p

,

q )

(若g(
几 )沙

, x 。}八若g (
“ ) [x 。

,

、})
.

利用 (1
.

3 ) 和 (1
.

4 ) 式及

in f
二任 (P

, q )

。创司一氏闷生坚卫

a( x)

(二 ) in f e C ( T )一 C 刀 (‘ ) 毛
工 任(P

, q )

些竺业星
从 (f )(x )一 1

成 s u P
, 任 (p

、q )

( x )。C (‘ ) 一c 。 (二 )丝竺丝
a
(
二)

s u p e C (工 ) 一C
。

( x )

那 任 (尹
, , )

得出当 几 、 、 时
,

关于
X ,

, 和 X 。
一致地有 瑞{裂于早刊

* 二 i
,

2 )
.

由此及

川
“ , (了)(二)一 ‘

i n f i n f
了任买卜

x 。
}

,
创熟xo )瑞各井

、互
黯豁

蕊

瓮镖兴
、互

歉罗
毛

s u P s u P
了任厂阶

二 。

l二 ‘(热 x 。 ) 111 (f )(二 )一 1

司
” ) (f )(x 一 1

in f in f
f任下【

, 。 , q}
二 任 (, o , 。)

S u P s u P

f 任厂 [x 。
, q l露 任 (那 。 , q ) 几 (f ) (x )一’

知当 。 、 ocB 寸
,

关于
x 。 一致地有 耀芳湍

〕刊
,

豁刹孔
再注意到

, 。

:氛
。

(互瓮劣貂
八

餐涤宁)
、

、
二

戳
。

(笙毙豁
·竺
瓮恶留)

,

综合以上事实导 出当 n 、 oo 时
,

i n f
二 。。恤的 (韶n) 沙

,

句} V
韶n)

二 。 ,

。]) 、 in f
x 。。 (,

, 。) (苟合沙
, x o

] V

(; g (
几 )沙

, 二。l八 ￡g (
“ ) [‘。

,

、l) 分
S u p 一。 (;

, q ) (苟言沙
, x o ]八 (言!

二。 ,

、])
·

再

由 (‘

言度恶簇赢韶棍琶嘿霭粼磷魏默
的变分公式 , 。式估计及文献

{3!



衅l仰四l九
中的迭代方法

,

也都适用于目前的情形
.

此处仅讨论 入。 的显式估计
.

定义

Ql
(
x
)

。 一C (, )己, !
。C /

a
l(
。
)d
。 , 二 2 s u P

二任(p
, e

)

川了人丈群

Q Z
(
x
)

。 一C (, )己军 !
e C /

a
〕(
。
)d
。 ,

占1
(
e
) “

占2 (
c
) =

su p Q l
(
二
)

,

二 任(孙 c)

s u p Q Z
(
二
)

,

, 〔(
e ,

q )

占至(
e
)

占鑫(
e
) 二 2 s u P

二任 (
e , q )

Q , d ,

{
x )

,

Q Z d ,

}
! )

,

九厂
且

四l九
一一一一

其中城
” 和 。

1x) 分别是 (,
, 二
)和 (x

,

、)上密度为
。一““ , / z 间 的概率测度 (z ‘工 )是归一化常数)

.

令 fl (
x
) 一 了万

e 一C (”,““
,

以 C
代替

.

再定义

占犷(
e
)

fz(x ) 一 、

厄万iha
.

将本节定义的 川f)(
二
)和 川f)(

二
) 中的

二。

= s u p HI (了
1
)(
二
)

,

工
创扒c)

占g(
e
) = Su P

二任(c
, , )
IIz (九)(x)

.

推论 L l 关于 入。有显式估计

S ll P
e〔(p

, g )

、1
(
。
)。 、

2
(
·
))

一 ‘、

(S ll P
c 任 (护

, q)

、;(
·
)八 * ; (

·
))

一‘ 妻 * 。 、

( in f
e任(p

, q )

。: (
。
)、 。: (

·
))

一‘

、
(
4 、。f

、

。1
(
·
)v 02 (

。
))

一 ‘

\ C 泛又p
, q )

(1
.

6 )

进而

其中

*1 (
e 。
)
一 ‘ 、 、。 、 (4、

1
(
e o
))
一 ‘

(1
.

7 )

e。
是方程 占1 (

e
) = 占2 (

e
)(

e 〔 (p
,

、))的惟一解
.

证 由文献 冈 定理

且 占1(
e
)簇 占生(

e
)续 2占1 (

e
)

.

2占2 (
e
)

.

再由定理 1
.

1 即得

1
.

1 和文献 阁 定理 1
.

2 得出 么(
e
犷

‘ ) 久。巨
, e

! ) 占犷(
e
)
一 ‘ ) (4占

1
(
e
))

一 ‘

类似可得 雌(
e
)
一 1 ) 入。!

e ,

。} ) 占乡(
e
)
一 ‘ )

(1
.

6 )式
.

(4占
2
(
e
))
一 1
且 占2 (

e
)毛 占么(

e
)簇

为证后一断言
,

注意到
占1 (c) 和 占2 (c) 关于

。
分别严格上升和严格下降

.

O
,

lim
e

* q 占2 (
e
) = O

,

而且 占1
(
e
) > 0

,

占2 (
e
) > 0

, 。 任 伽
,

、)
.

再则
,

当
e l < e Z

显然有 lim
e

。 ; 占1(
e
) =

时
,

0 <

尤
‘

0 <

关
“

一 c

关
c ’ e C /一关

‘

一 c

关
c ‘ ·C /

· 毛

关
C’

一C

义ec /
。 升 O

,

当
c : 一 c l 一 氏

一关⋯
二 /a 一

乃
一

户 /a< 关{
一C

关:
2

必一
0

,

当
e Z 一 e l 升 O

,

于是 占1 (
e
)和 占2 (

e
)关于

‘
连续

,

故方程 占1 (
e
) = 占2 (

e
)有惟一解

.

由此结合

调性及 (1
.

6 )式即得证 (1
.

7 )式
.

证毕
.

注 1
.

1 文献 [sl 第 93 页给出了 P
.

G u r
ka 的显式估计

Z B 一 ‘ ) 入。 妻 (4 B )
一 ‘,

占l
(
e
)和 占2 (

e
) 的单

(1
.

8 )

其中

B = s u P

P < c < d < q

_ 。 , 。 、 产 d
I 声

一
、

J

声 1 、 1
_

甲(一 “,
,

甲(一 “, 一

仁先
一

c ‘“,““八

大一
C 吃” ,““

)jc l
·C /

·
}(, ,“肠

·

(1
.

9 )

下面证明推论 1
、

1 的估计优于 (1
.

5) 式
.

为此
,

只需证明 B / 2 簇 占l (c0 )簇 B
.

首先
,

由于 占1(x) 和 占2 (x) 关于
x
分别严格上升和严格下降

,

则当 c0 蕊 C < d < q 盯
,

邝(
e ,

d )簇占
1
(d )八占

2
(
e
)毛占

1
(d )八占

2
(
e。
)= 占1(

e 。
); 当 p < 。 < d 簇 e。

时
,

守(
e ,

d)蕊占
1
(d )八 占

2
(
e
)蕊
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占: (
e。
)八 占

2
(
e
) = 占,

(
e。
); 当 尹 < C < e。 < d < 。时

,

\、J./

a
//C

已

Oef

dC

了厂九

知取 (关
C

一户
一
)(厂

。

c/
a v

、、少
/

a

才
//

、

(尤
C

一关
cO 二

中 (芜
“
一‘

毛 占1(
e o
)v 占2

(
e。
) = 占1

(
e。
)

,

由以上讨论知 B / 2 毛 占
1
(
c 。
)

.

其次
,

为证另一半结论
,

用反证法
·

假定 凡(c 0) > B. 当 方
。 e 一 C ( 双

e 一 C 时
,

存在

任 (p
, C o

)
,

使得 万
。 e 一 C

e 一‘ >

jcao
e 一 C 时

,

由
燎
于 占

护 /a > B
,

而 B ) 斌x 。 , c 。) ) 厂
。 。一 C 咫

e C /
。 ,

从而导致矛盾
;
当

~ 尸 v 吸‘ U

2
(
e

但是 B ) 袱c0
, 工 1

) ) 双
。一 C

占1 (
c o
) > B

,

所以存在
x l 任 (

c o ,

。)
,

使得双
e 一 C

戏
’ e C /

a >

沪 /
。 ,

也导致矛盾
,

因此得证 占1(
c 。
)( B.

0

0仁01Tr.J不儿

注 1
.

2

点看
,

若 (1
.

0 )

文献 同 对于一般的 (p
,

的 c R 给出 (1
.

5) 式
,

无需本文的条件 (1
.

0)
.

从分析的观

式的第 1 条件满足但第 2 条件不满足
,

注意 p > 一oo
,

则

。 一 s’u 。
、

厂
‘

一
(·, 、,

/
一。

·C /
·
](

U
)、U

,

x 已丈P
, 。‘少J P J 忽

即文献 冈 定理 1
.

1 中的 占
,

故属于文献 !2 { 已处理的情形
.

类似地还可处理 p 二 一 oo 情形
:

固

定 x0 任 (p
,

的
,

改定义 C (x ) 一 成 b /a 并记从
一 土
双
一 。一 C 闭勿

.

若 M+ 和 M
一 之一有限

,

例如 几了
- < 、

,

则与 p > 一oo 情形类似
,

可归入文献 冈 ; 若两者均为无穷
,

则由 (L s) 式导出

B = co
,

这是 入。 二 。的平凡情形
.

若 (1
.

0) 式的第 1 条件不满足
,

仅讨论 p 二 一、 和 q = 十oo 的情形
,

其他情形可类似处理
.

若 八了+ 和 M
一
均为无穷

,

则 由 (1
.

5) 式知结论平凡
;
若两者之一有限

,

则可归入文献 !2
,

5}(例如

M
一 < oo

,

M+
一 co. 使用 (l. “)式并仿上段讨论

,

可化为单边界情形
·

此时
,

若 瑞 ec /a < oo
,

则上段 已讨论过
.

否则
,

由文献 {5 1定理 1
.

14 知 入。 = 0) ; 若两者均有限
,

则或平凡
,

或 B < oo
,

后者是本文惟一没有处理的情形
.

注 1
.

3 事实上
,

文献 同 定理 8. 2 给出了比 (1
.

5) 式更为精细的估计

扼刀 一 ‘ ) * 。 ) 4梅(而 + 一)
一 5 / Z B 一 ‘

(二 (3
.

3 3 B )
一 ‘

)
,

(1
.

10 )

此处的 B 如 (1
.

9 )式
.

可惜难于直接比较 (1
.

10) 和 (1 7 )式
,

仅以下例为证
:

例 1
.

1 在 【O
,

1{上取
a
(
x
)三 1

,

b(
x
)三 0

.

这是最简单的情形
.

由 (1
.

8 )
、

(1
.

1 0 )
、

(1
.

7 )和

(1
.

6 )式分别得出估计
:

2 毛 入。 成 1 6
,

2 4 0 2 3 成入。 蕊 11 3 1 3 7
,

4 毛 入。 蕊 1 6
,

1 6 /抓 (二 9
·

3 5 69 ) (

入。 毛 3 2 / 3 (、 1 0
.

6 6 6 7 )
.

固定
二 。 = 1/ 2

.

取试验函数 fl
(
x
) = 二

如
x 任 [O

,

1 / 2 }
,

fl
(
二
) = 1 一 x

如
x 任 {1 / 2

,

l]
,

则由定理 1 1 得到 8 蕊 入。 簇 12
.

然而
,

若取 人(x) = 人一 1
(x) 几 (人

一 1
)(司

如
x 任 }O

,

1/ 2 ]
,

几(
二
) = 人一 1

(
x
)场 (人

一 1
)(

x
) 如

x 任 [1 / 2
,

1]
,

则当 二 = 2
,

3
,

4 时
,

分别得到

9
.

6 毛 入。 蕊 一。
,

9
.

5 36 1 成入。 ( 9 9 1 5 5 和 9
.

5 6 5 7 蕊 入。簇 9
.

8 7 1 0
.

这里试验函数的取法即是文献 {3 }

中所述的迭代方法
.

精确值为 入。 = 护 二 9
.

8 6 9 6
,

相应的特征函数为 f( x) 二 sin( 二x)
.

例 1
.

2 在 阳
,

l] 上取 a( x) = x
/ 2

,

拭x) = 一 x
.

这是变系数的非平凡情形
.

固定
x 。 = 1 / 2

.

取试验函数 f(
x
) = 二

(1 一
x
)(

n 一 1 + x
)如

x 〔 !O
,

1 / 21
,

f(
x
) 二

二
(1 一

二
)(n 一

二
)如

x 任 !1 / 2
,

1 }
.

由

定理 1
.

1 得到 (4 n 一 4 )/ (Z
n 一 4 + e

)成 入
。 镇 (6 n e 一 3 。)/ (3 n e 一 e 一 3 )

.

特别地
,

当 n = 2
,

10
,

50
,

10 0

时
,

分别得到 1
.

4 7 25 ( 久。 蕊 2 3 0 9 9
,

1 9 2 3 3 毛 入。 ( 2
.

0 4 3 3
,

1
.

9 5 5 5 ( 入。 簇 2
.

0 0 82 和 1
.

99 2 8 成
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入。 蕊 2 00 41
.

这里试验函数的取法实际上是特征函数的一种近似
.

征函数是 f(
二
) = 二 一 二“

.

2 离散情形

考虑 E = {0
,

1
,

2
,

⋯
,

N } (3 簇 N 毛 oo )上的生灭过程 (N =

a , + b l
)

.

设生速为 b* > O (o 蕊 乞 < N )
,

死速为
a 、 > O (O < 艺簇

如 = 0. 定义 。 一 1
,

、 = b0 ⋯ 认一 1
/a

,
⋯

a 、
(l 毛 ‘毛 N )

,

。 = 艺之
foo 二 hm 。一+ 、 fn 且假定

精确值为 人。 二 2
,

相应的特

2 时为平凡情形
,

此时 入。 二

N )
.

为方便
,

置
a 。 = 0 及

0 拼‘
.

再定义 7T ‘二 拼、/拜
.

约定

拼 < 。‘) ,

(2
.

1 )

算子 。 定义为 。f( 、)一 b‘(人
+ , 一人)+

a *
(大

一 1 一人)
.

相应的 Di ri ch le t 型为 D (f )一 艺么
‘ 7T ‘b、[f.

十 , -

fi]
“ = 一 艺之

。 7T 、(f 口f) (i)
.

考虑 刀 的主特征值 * 。 = in f{ D (f)
: f0 = 知 二 0

,
7r (尸) = 1 }

,

其中
二
(f

2
) = 兄仁

。二fl?
.

由连续情形的启发
,

自然希望将 久。 的研究归结为子区间上的混合特征值

问题
,

但在离散情形下
,

相应于 入。 的特征函数 g 却有不同的形态 (见命题 2
.

1)
,

因此得到的变

分公式也有所不同
.

为陈述结果
,

需要一些记号
.

首先定义

衅(f) 一

塔制 夕
。

。

了
。

+ 生。
、人

s = 7 + 1
)

,

0 < ‘簇“
’

、、l产/

人k拼
e 一 1

拼
占

J
3

十

—
月艺万{

2 , (, ) 一李
J艺
安二f
se

_

灿 币U i \
二 i十 1

k ( 艺< N
,

s = 无十 1

其中常数
。 > 1

少!o
,

k { =

心【O
,

无1=

为离散情形所增添的新参数
.

再定义

{f
: 0 = f0 < f l < ⋯ < 人}

,

下阵
,

N卜 {f
: 八 > 八+ : > ⋯ > 知 = 0}

,

f 〔下【o
,人」o < 乞( k

司
‘, (了)

一 ‘,

。[o
,

、}
= s ll P

f任下 [0
, 无] o < 乞毛k

万:
‘’(了)

一 ‘,

一子2 、
, _ 、

f任下l天
,

N I儿簇乞< N

这里
,

心和 叼分别用于上
、

下界估计
.

定理 2
.

1 关于 久。 的变分公式如下
:

刀{k
,

N }二 s ll p m lfl

f 任厂[儿
,

N ] 凡簇么< N

万{
2 , (厂)

一 ‘

1

才艇
, 遗梦互(‘!

O
,

“] V ‘!无
,

N ]) 一 “
。 -

S ll P sU P
1毛k < N

e > 1
(。[O

,

k{八 。!k
,

N !)
.

(2
.

2 )

在进入详细证明之前
,

先给出两条引理
,

然后将就证明的想法作一些说明
.

引理 2
.

1 假定 久妻 。且 g 满足方程 口绒约= 一入g
、

(0 < 乞< N )
.

若存在 m
,
。 : o ( 。 <

n 毛 N
,

使得在 !m
,
n ] 上 g = o

,

则 g = 0
.

证 仿文献 同 定理 3. 4 的证明
,

有
J 7 了

一“艺
二

、

。
;

一
艺

二
,

口。(
s
)一 艺!二

, a 。

(。
占一 , 一 。

。

) + 二
。

b
吕

(。
:
十 , 一 、

召

)]
3 : 二二乞 3 二二 乞 吕 二二 乞

一
艺卜

二
。 a 。

(。
。
一 。

, 一 1
)+ 二

s + l a 占
+ 1

(。
。
十 , 一 。

s

)]

二 二 , + i a 、+ 1
(岛 + 1 一 夕、) 一

二、a *
(夕

* 一 夕‘一 1
)

,

o < 坛蕊J < 万
.

(2
.

3 )
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在 (2. 3 )式中取 乞= n
,

由 纵
一 : = g 二 = 0 及归纳法导出 g , 二 。(二 < j ( N )

.

类似地
,

在 (2. 3 )式

中取 j = 二
,

由 g 烧十 1 = g 二 = 0 及归纳法导出 g , = 0( 0 蕊 乞< m )
,

故 g = 0
.

证毕
.

引理 2 .2 若 g 是方程 刀或i) = 一入0g ;
(0 < 艺 < N )满足 9 0 = g N = O 的非常数解

,

则

入。 > O
,

在 (0
,

N )上 g 无零点且同号
.

证 (i)先证 * 。 > 0
.

谬设 * 。 一 。
,

则 D (。) 一 又态
‘二、。、[。

: + , 一 。、]
’

一 又之
。二、(。刀。)(‘) =

0
,

因此 g = 0
,

与所设条件相悖
.

(11)谬设存在 夕
,

= o (o < 乞< N )
.

由引理 2
.

1 知 夕卜 1 兴 O
,

夕, + : 尹 0
.

若 g 、一 1
与 夕*+ 1

同号
,

不

妨设 。, 一 1 ) 。
: + 1 > O

,

令 歹= 。I [; 、、} + 。、+ 1 1 {, 一 , ] : 若 。、一 1
与 。、+ 1 异号

,

不妨设 。、一 1 ) 一。、+ 1 > O
,

令 互= 。I [o
, 、一 1 ] + (一。

, 十 1
)I:

, 一 、] + (一。)I[
、+ 1 ,

、卜则总有 歹。 一 歹、 = 0
,
二(互

2
) > 二(。

2
)

,

D 佰) < D (。)
,

因此 久。 蕊 D 恒)/ 7T (护) < D (g )/ 7T (少) = 入。 而导致矛盾
.

(111)谬设在 (0
,

N )上 g 异号
.

由引理 2
.

1 知 9 1 并 0
,

不妨设 9 1 > O
,

记 二 = m a x
林

: g 乞 > O}
.

由 (11)知 。。 + 1 < 0
·

令 歹= 。I [。
,

m ] + (一。)I[。
+ 1 ,

、]
,

则 歹。 = 歹、 二 O
,
二(歹

2
)二

二
(。

2
)

,

D (歹) < D (。)
,

同 (ii) 导致矛盾
.

证毕
.

下述结果刻画了 入。 的特征函数 g 的特征
:

可能存在恰好两个最大值点而与连续情形不

同
.

命题 2
.

1 若方程 口贝约= 一入0 9 、(0 < 艺< N )有满足 g 。 = g N = 0 的非常数解 g 妻 0
,

则 g

必为以下两种情形之一
:

(1 )存在 无任 (O
,

N 一 1 )
,

使得 O = g 。 < 夕1 < ⋯ < 夕、 = g 、+ : > ⋯ > 夕、 一 1 > 夕、 = O:

(2 )存在 k 任 (0
,

N )
,

使得 0 = g 。 < g : < ⋯ < g 、 > ⋯ > g N 一 : > g N 二 0.

证 谬设 k
,

n (> 无+ 1 )为 (o
,

N )上的两个极大点
,

即 夕、一 1 < 夕、 ) g 、+ 1
刃

。 一 1 蕊 夕。 > 夕。 + 1
·

由引理 2
·

2
,

。。 > O
·

令 互= 、I[
。, 、一 1 ] + 。、入

、, 。} + e、I[
。+ 1 ,

、 :
,

其中
e = 、、/ 夕

二 ,

则 乳 = 歹、 = o
,

而且

儿一 1

二
(、

2
) 一艺

二 ;。矛+ 。泛艺
二、 + e ,

艺
二、。矛

= 人 落= 几 + 1

一

艺
二;
(“““)(‘)

人一 1

一 “。艺二。了+
二、。、a 、

(。
、 一 。、一 1

) + e Z 二。。n b
?、

(、
二 一 、二+ ,

) + “o e ,

艺
二 ;。矛

艺二几+ 1

注意到 入昭、 = 一 刀g 恤) ) a 、
(夕
、 一 夕、一 1

)和 入。g
。 = 一刀夕(n ) ) b

。

(g
。 一 g 。 + 1

)
,

因此有

二、。、a 、(。
、 一 。、一 1

) + e Z二二。。 b。(。
。 一 。。 + ,

)、 “
。二、、泛+ 入。e , 二。。三< “。。廷艺

二
, ,

乞= k

进而 久。 毛 一 冗翼
。 7r 么匆口引(i) /

二
(护) < 入。

,

导致矛盾
,

因此 k + 1 一 二
,

即情形 (l )
,

或者 k 一 二

即只有 1 个极大 (最大)值点 k
,

也即情形 (2 )
.

证毕
.

现在来研究 口 的主特征值 入。
.

若完全仿照连续情形
,

则也可得到一个类似于 (1
.

1) 式的

结果
,

但等号只是在特征函数为命题 2
.

1 的情形 (l) 时成立
.

为处理命题 2
.

1 的情形 (2 )
,

我们

的想法是
:

在 k 后插入一个点
,

即在扩大后的状态空间 万 = {O
,

1
,

⋯
,

N
,

N 十 l} (当 N = oo

时 万 = E
,

没有扩大 )上构造新的生灭链 恤
、,

石、)
,

使得其特征函数 歹满足 歹
,

= g 、(0 毛 乞毛 闷
,

互‘ = 乳一 1
(k 十 1 蕊 乞镇 N + l)

,

注意 歹* = 歹解
1 ,

且相应的特征值 灭
。 二 入。

.

即通过扩大状态空

间
,

把命题 2
.

1 的第 2 种情形归并到第 1 种情形
.

此时
,

由 一

两(哟 二 灭。歹、 = 入0g 、 = 一 几g (哟

不难算出 瓦、/a
、 一 入。g 、/ (

a 、
(g
、 一 g 、一 1

))
> 1

,

这乃是常数
。
的出处

.

基于以上考虑
,

构造新的
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生灭链如下
:

任意固定

口 乞,

无 任 【1
,

N )
,

定义

1 毛 乞簇 k 一 1 ; O 簇乞簇 k 一 1;

C 以无 , 乞= k

a 乞二 b

1
,

乞二 k 十 l;

k + 2 成 乞毛 N 十 1
,

i 二二二

i 二二二

k;

k + 1 ;

已乞一 1 , k + 2 毛 乞簇 N
,

其中常数
。 > 1

.

此时
,

开‘ = 7T 、(0 簇 艺

瓜一 :
(k + 2 簇 乞簇 N 十 1)

.

当然
,

万、和 从

蕊 k 一 l)
,
而、

有同样的关系
,

b、
,

e 一 1
,

c b、/ (
e 一 1 )

,

b; 一 i ,

二、/
e ,
万、+ 1 = (

e 一 1)二
、
/
e
且 开、 =

并由 (2
.

1) 式知

1
N

1

一1口
一拼

书气
卜

曰=0Nt、名f

万 = 户 < oo
, 一

艺
云= 0 —

+

—
< 。c

.

拼艺b￡ 戈c 一 1 )拼无
(2

.

4 )

最终所得到的结果 (定理 2
.

1)
,

统一处理了特征函数 g 的两种情形
.

定理 2
.

1 的证 (i) 任意固定 k : [l
,

N )和
c > 1

.

给定正数列 {l
;
}旨 和 {。}仁、

1
.

对于每

个 h : h。 = hN = o
,

袱护 ) = 1
,

在 面 上定义 兀
‘ = h、(0 蕊 乞簇哟和 万

、 = 从一 1
(k + 1 簇 乞毛 N + l)

,

则 创劝
一 1 且 万(司

N + 1

可~ 一 了2

1 = 艺“ 开 ‘了L‘ =

葱= 0

= D (h )
.

由 C a u eh y
一

S e hw a r z 不等式可得

N

艺
; ‘(万

, 一万。)
’ +

艺
二、
(‘, + , 一 ”、)

’

= 1

、

l
/

一勺

坛= k + 1

N

+

、

l
了

一勺一
艺瓦(丈(瓦

+ ‘

、

J = U

艺
开

乞= 1 乞= k + 1

/ 六 一
‘

戈头
戈勺

+ ‘ -

i--1艺间
一7Ti无 乞一 1 / 了 了 、 2一 了

, 、, 气 _ 、, 气 气I乙J + 1 一 I L , ) 开jo 丁

乓
乙 7Ti 乙

~

一一一万一一一
z = I J = U

l
习 N N

7T
s b

召
+ 艺 二艺
艺= 无+ I J = 艺

/ 了 了 、2一 了 N

玉丝垫三竺三(2三)亘生又井了
.

j
二

7T 3 o s

N
1一rj

儿一 1 落一 1

?

一
.

艺动间
无

艺一

艺瓦瓦(瓦
+ , 一
瓦)

2 1

l,
+

7 = O 2 = 7 十 1

N

艺 几瓦(瓦
+ , 一
瓦)

2

j= k + 1

J

艺
葱= k + 1

而;

又彗今
二二飞开

5 0 吕

簇万

叫
。

二
1

(分艺
弃

‘

丈轰)
S 二 U ~ ~ 产

V s u P
无+ 1毛j毛N

r工
\ r J

N + 1

艺 。 艺
乞= 7 + 1 乞= 儿+ 1 5 = 坛+ 1

鉴、1
万 s a 占

/ J

一 : 刀

叫 n l a X

0蕊J续儿一 1

S ll P
k + i ( 7提N

瓦{�,
.

J

一L

今设 f 。 下 [0
,

倒和 。 : 下阵
,

N }
.

取 l, 一 又挺
、+ , 万汰

,

乌

合分比性质得

= 又
J

乞= 无十 1 风g 、一 : ,

代替中值定理
,

使用

1ll a X
0毛, ( k 一 i

1 ll a X
1 ( 乞( 无穗万

:

b
召 = I lla X

0 ( 艺( k
万

(1)
乞 (f )簇一乌

S ll P
人+ 1簇, 毛N

1
S ll P

—k + 1 ( 乞毛N g ￡一 1

r s一 1

赵
吕 a s

= S ll P
儿簇乞( N

万{
2 , (、)

.N+1艺�成一凡

由 h 的任意性和以上事实得 入。 ) 城。
,

倒八 耐k
,

州
.

再由
C 和 k 的任意性得证

入。 ) S ll P
1毛儿< N

是罗(“[o
,

k ] 八 。{k
,

N ])
·

(ii) 任意固定 k 任 !1
,

N )和 。 > 1
.

任取 f 任月。
,

倒
,

g 〔 下!k
,

州
.

令 a = 人万
( 1 )
儿

(2
.

5 )

( , )/ (。
、万犷

, (。))
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~
, 、 _ , ‘

一‘1 、
, _ 、 ,

. _
. 、

, _
,

一〔2 、
, 、 , ,

. _

_ _ _ 、

~
,

取 九。 = 九N = U
,
九; 二 J

,
Ij 、

’

又J八 1 延 i 簇 凡) 和 九、 = 。g 、1 1 、
’

(g ) (左 簇 z 乓 了v 一 1 )
,

贝U

D (句 =

儿一 1

艺
二

,

b、(h
; + 1 一 h 、)

2 +
N

艺
二; a :

(h
‘一 , 一 h￡)

2

z = 0

儿一 1

乞二凡+ 1

一
艺叭

+ 1 一 “‘)
z 二 0

无一 1

/ 导
,

.

1 _ ,

、
L

t 2 7T
。
J
。

十 一 万儿J k l 十 以

N

艺 (从
一 , 一 ”‘)

乞二无+ 1

厂书
.

。 一 1
_

、
l 户 7T 占

g
,

一

—
7T k g 无 ,

、

一
C /

“ s 二丸十 1

, 一 1

一
艺

7r
·

九艺(“
!
+ ‘

一 h乞) +

丢
7T 儿、h 无 + 。

N
气, , / , , 、 .

C 一 1 _ ,

夕
,

L几 乞一 1 一 几 z

) 十

—
“ 开儿g 凡I乙儿

一
C

乞二 0 z二 s + 1

二
,

f
。

。
3

+ 王二
、了、、、 + 。 C 一 1

7T
s
g 。几 3

十

—
a 7T 凡g 儿几丸

间曰艺浏

一一

二
:

h三+ 1 lla X
1簇乞( 凡

万{
‘’(f)

一 ‘ +
e 一 1

7T
s

九言+

—
s u P

儿( 云( N

万{
2 , (。)

一 ’
\、,J/
‘

2无
hk7T

1

通、曰十一一卜�,凡N、‘一一

S

Zlr、火

蕊 7T (h”(器
万{

‘’
(f )一 ‘ V

Su P
儿( 乞( N

万{” (、)
一 ‘

)
,

因此 由 f 和 g 的任意性知 入。毛 创0
,

祠V 创k
,

N ]
.

再由
C 和 k 的任意性得证

人。 簇

( iii ) 不论特征函数 夕属 于命题

。I {、
,

、] 任 厉!k
,

N {
·

由 (2
·

3 ) 式得 入。艺

in f in f
1 提儿< N

C > 1
(心!0

,

klV 心[k
,

N })
·

(2
.

(1 ) 还是 (2 )
,

总令 fl = 。1 1。 、] 任 下{O
,

kl和 f2

6 )

2
.

1 的情形
人一 1
s = , + i 拼

吕

g
召

和 * 。艺汇丈
+ , 。

,

。吕 一 。, a 、(。, 一 , 一 岛 ) 一 。、乙、(。、+ 1

拼,
巧(外+1 一外 ) 一脚ak (gk 一 g 、一 :

) (o 簇 j 毛 ‘一 l)
一 夕、) (乞+ 1 毛 j 蕊 N )

.

当 g

万{
, ) (儿)

属于命题 2
.

1 的情形 (2 )时
,

取
e 二 入叨、/ (a 、(g 、一夕、一 1 ))

,

则

= 标
‘ (无簇 艺<

川
,

因此 (2
.

5 ) 和 (2
.

6 ) 式中的等号成立
.

万:
‘, (f1 ) 一 *J‘ (o < 、镇、)

,

当 g 属于命题 2
.

1 的情形 (l) 时
,

有

0

1一入

一一
万{

‘’(了,
)

一

(
1 一

加
无

琪俞
·

(
1 一

:)一安
J

剪
1

六

O < 坛

k 毛

毛 儿
,

乞< N
.

0

1一久
一一

万:
2 , (九 )

由此容易得到

in f
C 夕 1 ( 1 )〕a X

0 ( 艺( 儿
s ll P

无毛乞< N

一 ( 2 、
1 1 乞

‘ (“ )
一 ‘

)
一 “。

,

s u刃
C ) l
( n lln

0 ( 乞毛儿

万{
‘) (fl )一 ‘ v

万:
‘’(fl )一 ‘ 八 i n f

k 毛坛( N

万{
, , (; )一 ‘)

一 “。
·

所以
,

(2
.

5 )式的右边不小于 入。 且 (2
.

6 ) 式的右边不大于 入。
,

因此 (2. 2 )式成立
.

综合以上事实导出所需结论
.

下面研究 入。的显式估计
.

定理 2
.

1 的证明中构造了 百上新的生灭链 恤
、,

石、)
,

其在 阳
,

倒和

阵 + 1
,

N + 1 }上的混合特征值分别记为 *
5c) [0

,

祠和 *5c) !、十 1
,

N + 1]
.

容易看出

浏‘f) 一

贵客未
,

皿 万
。

fs

二了+ 1

O < 艺毛 左
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令了
、 = 人一 1

恤 + 1 簇 艺簇 N + l)
,

则易知

砂 (f)一

乒 岁井
t

.

」 ,

一
U ; U ‘

甘 i 十 1 了= z + 2
‘

J J

k 毛 艺< N
,

, 二 k + 1

因此由文献 13}定理 2
.

1 可证 ‘[o
,

、j= 入犷
, [o

,

、}一 。}o
,

、{
,

‘[、
,

万] = 入犷, [、+ 1
,

二 + 1 ] 一 。!、
,

、}

所以 (2
.

2 )式可改写为

in f in f
1 ( k < N

e ) 1
(入犷)!o

,

、{ v *犷){、+ 1
,

万 + 11) = 入。 二 su P

1毛儿( N

s u p (*犷)10
,

、]八 *犷)!、+ 1
,

刃 + 1])
.

(2
.

7 )
e > 1

再令

占
‘

(k
, e
)

书
1 厂留

.

1 、了
= 渭;攀

二

台丽气台
拼’ 十

沙从
- 1 lla X

1 ( 乞提k

葱一 1
_

k

、, 1 可 , _ 、
夕 二丁万尸 2 拼下 }

燕 拼J O7

;或 /

占
‘,

(k
, e
) = s ll P

无+ 1返乞( N

书
.

。 一 1 、Z
夕 拼j 十

—
拼k I t 二 吕u p

与二
; c / \ k + 1澎廷N

N + 1

艺
j二艺+ 1

盆 公
‘ J J 7 二无+ 1

:

)
N

艺

则由文献 [4 ]定理 3
.

4 得 *
,

(、
, e
)
一 ‘ ) *

犷
)!o

,

、{) (4、
,

(、
, e
))

一 ‘和 ,
, ,

(、
, 。
)
一 ‘ 、入合

, [、+ 1
,

N + 1] 、

(4、
, ‘

(、
, e
))
一 ‘

.

再 由 (2
.

7 )式即得以下

推论 2
.

1 in fl、、< 、 in f
。 > 1

(*
,

(、
, e
) 八 、

, ,

(、
, e
))

一 ‘ ) 入。 ) s u p l、、< 、 s u p
。> ,

(4(‘
,

(、
, e
) ?

占“ (k
, e
)))

一 ‘
.

下面给出 3 个例子
:

例 2
.

1 设 N = 3 且
a 、 = 1 (坛= 1

,

2
,

3 )和 b￡ = 1 (坛二 0
,

1
,

2 )
,

则 拼、 = 1(乞= o
,

1
,

2
,

3 )
.

固

定 、一 :
,

此时 万{
‘, (f ) 一 1 /c

,

万{
2 , (f ) 一 2 一 2 /

。 + 九/ f
, 和 万尹(f ) 一 1 + (l 一 1/c )f

l
/九

.

取

f、 一 f2
,

则 万钾(f)
一 3 一 : /c

,

万尹(f)
一 2 一 1/c

.

由 (2
.

2 )式经计算得到精确估计 * 。 一 1
.

实际

上
,

此例的特征函数 g 处于 9 1 = g :
的情形

.

由推论 2
.

1 计算得到 1 ) 入。 ) 1/ 4.

例 2
.

2 设 N = 3 且 a l 二 a Z = 1
, a 3 = 3

,

b坛 = 落+ 1 (艺= O
,

1
,

2 )
,

则 科。 = 户1 = 1
,

。2 一 。。 一 2
.

固定 、 一 1
,

此时 万{
‘,(f ) 一 1 /c

,

万{
2 ,(f ) 一 2 (l 一 1 /c )/ 3 十 儿/( 3 fl )和 万尹(f ) -

123 + (卜 1/
e
)fl z(6九)

.

取 厂, 一 2九
,

则 万{
2 , (了) 一 5 / 6 一 2 / (3

e
)

,

万罗
,(了) 一 : / 3 一 : / (3

e
)

.

再取

C 二 2
,

由 (2
.

2 )式得到精确估计 久。 = 2
.

此例的特征函数 g 处于 g , = 29 2 ,

从而为 9 1 笋 g :
的情

形
.

由推论 2
.

1 计算得 7 / 3 ) 久。 ) 7/ 12
.

例 2
.

3 设 N = 3 且
a l = (2 一

: 2
)/ (1 + :

)
, a Z = a 3 = l

,

b。 = b: = l
,

bZ

已 任 !O
,

梅)
,

则 赵。 = 1
,

户 : =

而 入。 = 2 一 :
.

固定 k =

拜: = 内/ 2 二 (1 + :
)/ (2 一 护)

.

此时特征函数 g 满足 g1

1
,

对于任意的 f
,

有 万{
‘, (f) 一 (1 + :

)/ (
e
(2 一 : 2

))
,

3(卜
1/c) / 2 + fz/ (2fl ) 和 万黔f) 一 1/ : +( 1 一 1/c) fl/ (Zfz)

.

特别地
,

取 fl

万{
2 ,(f)一 3 (, 一 1 /

e
)/ : + 1/ (2 (1 + :

))
,

万{
2 , (f) 一 1/ 2 + (卜 1/

e
)(1 + :

)/ 2
.

当
:

= 2
。

其中

= (1 + :
)9

2

万尸(f)
-

= (1 + :
)几

,

则

= 0 时
,

由 (2
.

2 )

式经计算得到
su p

c > 1
(2 / (4 一 3 /

e
)) ( 入。 落 in f

e > ,
(Z

e
)

,

即得出精确估计 入。 = 2(相当于取
。 = 1 );

而 由推论 2
.

1 得 2 ) 久。 ) 1 / 2
.

当
: > 0 时

,

取
C = (2 一

:
)(1 + :

)/ (2 一
: 2
)

,

由 (2
.

2 )式经计算同

样得到精确估计 入。 二 2 一 :
.

而当
‘ = 1 时

,

由推论 2
.

1 计算得到 7 / 6 ) 入。 ) 7 / 24
.

3 连续情形的高阶特征值

考虑有限区间 (p
,

卯上微分算子 L 的高阶 Di ri ch let 特征值 入。 = inf {D (f)
: f 任 C ‘

(p
,

动门

C 匡
,

。}
,

f沙) 二 f (。) = O
,
二(f

Z
) = 1

,
二(f夕

‘
) = o

,

乞= o
,

1⋯
,
n 一 1 }

,

其中 夕
,

为 沙
,

、)上相应于 入‘



第 4 期 陈木法等
:

半直线上第一 D iri
c hl et 特征值的对偶变分公式

的特征函数
,

即 L g 、二 一入、g
:

.

我们的想法是
:

因为相应于 久。 的特征函数 g 。 在 (p
,

的上有
n
个

零点 (见文献 }11 第 5 章定理 19 )
,

可依照 g 。 的零点将区间 (p
,

的分为 n + 1 个子区间
,

从而把

入。 的研究归结为子区间上的第一 Di ric hl et 特征值问题
.

具体地
,

在 (p
,

的上任意固定 n 个点
x l < ⋯ < 八

,

记 二。 二 p
, 二。十 : = q

,

考虑 (
x : ,

载 + ,
)上的微分算子 L

,

在边界上施加 Di ri ch let 条

件
.

将 (
x 、, x 、+ 1

)上的 D ir ieh le t 主特征值记为 入。(
x 、, x , + 1

)
.

定理 3. 1 设
a ,

b 在有限区间 匡
,

创上连续
, a > 0

,

则

in f m a x

, < , 1 < ⋯< x 。 < q o续
:

毛。
入。(

二* , 二 : + ,
) = 入。 = S u P

P < 工 1 < ⋯ < 忿。 < q

1 ll ln
0毛滚成。

入。(
x 、, x 、+ 1

)
,

证 将文献 !1}第 5 章定理 19 应用于 抓x) 二 ec 回
,

q(劝 三 。和 p (x) = 抓司/
。
(x) 知

,

对应

于 入、 的特征函数 g 。 在 (p
,

的上恰有 n 个零点
,

依次记为城
,

⋯
,

呱
,

再记 端 = p
,

吐
+ 1 二 q

,

则必

存在 乞和 j分别满足 二 ( 式 < 城
+ : 毛。十 1 和 弓成 x , < 芍+1 蕊弓

+ 1 ,

即 (x ;
,

叹
+ ;

) g (x
、,

二 + 1
)

和 (
‘, , x , + 1

)互 (弓
,

弓
+ ,

) 一方面
,

由第一 Di ric hl et 特征值关于区间的单调性知
,

凡(《
,

斌
+ 1

) )

x0( 叭
,

叭十 1
)和 场(

‘、
, x , + 1

) ) 凡(
,

二
,

弓
+ 1
) 另一方面

,

注意到在区间 (呱
,

呱
+ 1

)(无 = 0
,

⋯
,

司

上仍有 L巩 二 一从 ,
: ,

而 如 在此区间上并无零点
,

所以 g 。

是对应于该区间上第一 Di ri ch let 特

征值的特征函数
,

且 入。 = 入。(城
,

城
+ 1
)

,

因此 入。(
x , , x , + 1

) ) 入。 ) 入。(
x ‘, x 、 l

)
,

进而再由取点的

任意性得

in f m a x

P < 二 , < < , 。 < q o蕊乞簇。
入。(

x : , x ‘+ ,
) ) 久,

多 s u p
_

呵早 久。(
x , , x 、+ i

)
.

P < 工 1 <
·

< x 。 < 叼 U乓 i乓几

特别地
,

当 x 、二 叹(乞二 1
,

2
,

⋯
,

n) 时
,

推出上式是等式即定理结论成立
,

由定理 3
.

1 和推论 1
.

1 立刻可得 凡 的显式估计
.

推论 3. 1 令

占:(
e
) = S u P

, 任(x 、
,

c)

尹e _
C (u 、

了
r

, , ~ 、 ~
, 匕

、
厂 _ ~ ,.

,

e 一 切 、, , d 军 I to ;二
es
万 d u ,

。;
’

仁c〕= s u P
产~ a 人U } , 乙 I, ,

_

、
. 山

、 ,
由 、 \. , 山 忆 + l j

fx
‘
+1 。

/ _ 、 _

fx e c( 司
_

l e一 心 、, , d拟 , 一万, 丁d u ,

J 二 J
c a 气u 少

则在定理 3
.

1 的假定之下
,

有

In l 1 lla X

p < 二 : < ⋯ < 二 。 < q o 蕊该毛。
《(

c 、
)
一 ‘ ) 八。 ) S U P

P < x l < ⋯ < 忽。 < q

Jllln
0 ( 葱毛。

(4。:(
e *
))

一 ‘

其中
e、
是方程 占:(

c
) = 占:

,

(
e
)

, 。 任 (
x ‘, x *+ 1

)的惟一解 (￡二 0
,

1
,

⋯
,
n )

.

例 3
.

1 设 a
(
x
) 三 1

,

b(
x
) 三 0

.

取
x 、 = ‘/ (。 + 1 )(￡= 1

,

2
,

⋯
,
二)

,

则
e ‘ = (

二 * + x 计 1
)/ 2 =

(2乞+ 1 )/ (2(n + 1 ))且 占:(
e、
) 二 1 / (16 (n + 1)

“
)(‘= O

,

1
,

⋯
,
n )

.

故 由推论 3
.

1 得 4(n + 1)
” 簇入。 蕊

1 6(n + i )
“

.

精确值是 入。 = (二 + 1 )
“二 2 二 9

.

8 6 96 (n + 1)
2 ,

相应的特征函数是 f(
二
) = s in ((

n + 1 )二
二

)
·

致谢 感谢审稿人的宝贵意见和建议
.
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