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跳过程随机可比的充要条件
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摘 要 本文研究跳过程的随机可比性
·

基于文献  和  
,

证 明两个跳过程随机可

比的充要条件是其 对可比
·

同时
,

改进 了  中唯一性问题的结果
·

关键词 随机可比 全稳定 保守 唯一性
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在过去的二十多年里
,

藕合方法发展迅速且应用广泛
.
众所周知

,

在藕合方法的各种应用

中
,

保序藕合常常起着重要作用
.
所以

,

我们自然想知道
:
边缘过程在什么条件下会存在马氏

保序藕合 ? 显然
,

如果存在保序藕合
,

则两个边缘过程必是随机可比的
.
最近

,

张绍义 [lJ 对跳

过程证明了反命题亦成立
.
因此

,

研究跳过程的随机可比性是有意义的
,

实际上
,

这方面的研

究已有很长历史且有很好的结果 (参看文献 【2
一
5])

.

本文的主要 目的是完善 【2」和 [sl 的工作
,

证明的主要想法和记号也源自于这两个文献
.
然

而
,

为方便起见
,

此处我们仍回顾一些记号
.

*
本文翻译并压缩于本刊英文版 16 卷 1 期 99

一
1 0 2 页

收稿 日期
: 1998一 0 9

一

0 7
; 接受日期

: 1995一1 2
一

3 0

基金项 目
:
国家自然科学基金资助项目

;
高等学校博士学科点专项科研基金资助项目

;
高校数学中心基金资助项目

;

霍英东教育基金资助项目
;
北京师范大学青年科学基金资助项 目

作者简介
:
张余辉 (1968勺

,

男
,

江西人
,

北京师范大学数学系副教授
,

博士
,

从事随机过程与粒子系统研究
,



数 学 学 报 43卷

假定 (E
,

￡)是赋予可测半序 三 的 P oli sh 空间
,

集合 F = {(
xl,

x Z

)

任 E
火
E

: 二 1 三x Z} 是

E x E 上的可测闭集
.

定义 1 可测实函数 f 称为单调的
,

如果任意
x 三 夕有 f (x) 三 f( 川

.
记有界单调函数的全

体为 侧 可测集 A 称为单调的
,

如果其示性函数 八 任州
,

记为 A 任州
.
两个概率测度 赵1 和

拼2
,

我们定义 拼: 三 拼2
,

如果任意 f 任州 有 拼1了三 拼Zf
,

其中 拼、f = 了f( x) 拜
、
( d司

.

定义 2 两个跳过程 Pl (t) 和 几(t) 称为随机可比的
,

如果

Pl (t)f(
xl
)兰几(亡)f (

x Z
)

,

f
任州

,
x l 三xZ

,

t 全0
,

其中 几 (t)f(
二
)
= 丁凡(t

,
x

,

d , ) f ( , )

.

简记为 P1 仕)三几 (t)
.

两个 q对 (q
l
(
x
)

,

q
l

(

x
,

d , ) ) 和 (q
Z
(
x)

,

q
Z

(

x
,

d 夕))称为可比的
,

如果任意 A 任州 和 二l 兰x Z
,

当 xl
, 二 : 〔 A 或

xl, x Z

班A 时
,

下面的不等式成立

几IIA (
x l
) 三几

21 ,
(
x Z

)

,

(
1

)

其中算子 几、 定义为 几、
f( x)

= 了q
、
(x

,

d 夕)f (功 一 q *
(x) f ( x)

,
x 任 E

,

f 为有界 ￡可测函数
·

本文的第一个主要结果陈述如下

定理 3 设 (q
、
(
x
)

,

q
;

(

x
,

d 夕)) (k = 1
,

2
) 是全稳定有界 q 对 (未必保守)

,

凡 (t) (k = i
,

2
) 是

相应的 q 过程
.
则 P1 (t)三几(t) 当且仅当 (a

l(x )
,

。ql(
x ,

d 夕)) 和 (9
2
(
二
)

,

叮2 (
x ,

d 夕)) 可比
,

为研究 q 对无界的 q 过程
,

我们需要作一些假设 (参看 【3
,

假设 5 30 」)
.

假设 4 存在 G
,
集列 {E

。

} 护使得 瓜 tE (
n 、 oo )且任意 。 全 1

,

(

i
)

s u
p

二 。二 。

q
*

(

x

)

<
oo

,

k = 1

,

2

.

(ii ) 集合 Hn
= {y 任 E \ 凡

:
存在

二 任 E
。

使得
x 三好 〔侧

.
进一步

,

如果从 并 O
,

则存

在点 纵 〔
瓜 使得任意 x 〔凡 有

x 兰 bn
.

当 E = R
“

、

z
“ ,

R 荤或 z幸
,

赋予通常的半序
,

且两个 q 对局部有界时
,

假设 4 是平凡的
,

参看 冈 下面是本文的第二个主要结果
,

定理 5 设 (q、(
二
)

,

q
、
(
x ,

d 夕)) (k = 1
,

2
) 是正则 q对

,

Pk (
t

) (
无= 一

,

2
) 为相应的 q 过程

.
在

假设 4 之下
,

P1 (
t

)
三几(t) 当且仅当 (q

l
(
x
)

,
二q l

(
x ,

d 夕)) 与 沁
2
(
x
)

,

9
2

(

x
,

d 夕)) 可比
·

此外
,

我们能够改进 [0] 中给出的跳过程唯一性的结果
.
新的结论是

定理 6 令 (q
l
(
x
)

,

9
1

(

x
,

d , ) ) 为全稳定保守 g对
,

(
9

2

(

x

)

,

q
Z

(

x
,

己, ) ) 为正则 口对
.
假定假设

4 成立且 q
、
(
二 ,

E
\ 瓜)= q

、
(
x ,

瓜)
,

x 〔 E
,

k = z

,

2

.

如果 (q
l
(
x
)

,

q
l

(

x
,

吻))与 (。
2
(
x
)

,

。2 (
x ,

d , ) )

可比
,

则 (q
l
(
x
)

,

9
1

(

x
,

d 夕)) 为正则的
,

进而 P1 (t)三几。)
.

因为定理 6 能够从定理 5 的证明和 同 中直接导出
,

所以在此文中略去其证明
·

定理 3 和

定理 5 证明的主要思想源自于 【2」和 [s]
.
为证明定理 3

,

需要两个引理
·

引理 7 设 凡 (
x、,

d 旅) (k = 1
,

2
) 是 (E

,

句 上的转移概率
.
如果任意

x:三 x : 有 Pl (
x: ,

如
1)

三几 (
xZ ,

d 夕2 )
,

则任意
xl三 二: 和 二 全 1 有 P1n (

xl ,

d 夕1 ) 三 P2n (
x Z ,

d , 2 )

.

由 !1
,

定理 2
.
3」和定义 1 ,

用数学归纳法不难证明此引理
.

任意给定一点 △ 诺E
,

令 E △ = E 日 {△} 和 ￡△ = 。
(￡
U
{△})

.
设 (g(

x
)

,

g
(

x
,

d 岁)) 是 (E
,

￡)

上的 q 对
,

在 (刀△
,

￡△) 上定义新的保守 q对 (呀(
二
)

,

J (

x
,

d 夕))
:

呀(
x ,

A
)

= I
二
(
二
) (
。(
: ,

A
\ {
△ }) + (。(

二
)
一 。(

x ,

E
) )

I
,

( △))
,
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武x) = 几(司试x)
,

x 任 E △
,

A 任 万△
·

分别记这两个 q 对决定的最小 q 过程的 LaP lac
e
变换为 尸m

in( 习 和 户
m‘。

(幻
.
由 !3

,

定理 3
,

2 的

证明 a]
,

我们得到

引理 8 任意 A c E 和 x : E 有 尸m in( 幻I
,

( x)
= 户m in (幻几 (x)

.

定理 3 的证明 必要性已由 !3
,

引理 5. 29 1的 (i) 证明
·

只需证明充分性
·

为此
,

扩大状态

空间 E 至 E △
‘

在其上延拓半序 三使得任意
x 任 E 有 △ 三歇

如上在 (E △
,

万△) 上定义两个 q 对 (J
、
(幻

,

J

、
(
x ,

吻)) (凡 二 1
,

2
)

.

显然
,

无论原 q 对是否保

守
,

新 q 对总是有界全稳定保守的
.
记 州 △ 为 (E △

,

￡动 上全体有界单调函数
,

令

只
入, = I + ,

2
)

,

其中 入全 su p q , (
x

)
+ s u p q Z

(
x

)

.

留任 E Z 任 E

�几
1一入

下面我们需要证明

月
“’I ,

(
二 ,

) 丛月
“’
川
xZ)

,

当 △ 崔八 时
,

若
x , = △

,

则 月劝几 (x
1
)
二

△ 彭A 知 A 任州
,

对这些
x l和 xZ

,

无论 均

苏 1 ,
x Z 任 E △

,
T l 三x Z

,

A 任 侧△
.

0 三月勺川
二2

)
; 若

二 , 并△
,

则
xl , 二。 任 E

x : 〔 A
,

还是
二 1 ,

x Z

犷A
,

由 (l) 总能得到

(2)

而由

月
“, ; 、

(
二 ,

)
一 : ,

(
二:

)
十

粤
。1瓜(x

1) : , ,
(
二 2

)
+

粤
。2, ,

(
二 2

)
一月

“, : ,
(
二2

)

人 八 一

而若
二1
牟A 且

二: 任 A
,

由于 入 的取法
,

我们有

月
‘, , 、

(
二 1

)
一

粤
。1 (

二 1 ,

、) : 1 、

粤(
、2 (
x Z ,

、) 一 、
2
(
x Z
)) 一月

“) , ,
(
x Z

)

.

人 八 一

当 △ 任 A 时
,

此时 A 二 E △
,

故 月
入, I ,

(x
l
)
二 1 = 月

“, I ,
(x

2
)

.

因此 (2)式总成立
.
注意到

月
人’(、= 1

,

2
) 是 Poli sll 空间 (E △

,

:
△
) 上的转移概率

.
由引理 7 和 !3

,

引理 5
.
25] 得出

(月
入, ) m , ,

(
二 1

) 兰 (月
入, ) m 几(

xZ)
, 二, 七 1

.

进一步
,

因 (百
、
(劝

,

奋、(
二

d功) (儿= 1
,

2
) 是有界 q 对

,

我们知道

、(:卜 二p(,。
、
)

一全嘿
(烈入, ) :

因此 任意
二 1

、

二 2 : E △
, 二 , 三 二2 和 A 。州△ 有八(t)I

、
(
二 1

) 三具仕)I
,

(x
2
)

.

由引理 8 得到

Pl (t)I
,

(
二 1

)
= Pl (

亡)I
、
(
二 1

) 三几 (艺)几 (
二 2

) = 几(云)I
、
(
x Z

)

,
x l

,
x : 任 E

, 二1 三 x Z
,

A 任州
.

最后由 【3
、

引理 5
.
28 」和定义 2 得证 Pl 川 三几(t)

.

定理 5 的证明 必要性可以简单地从 K ol m og or ov 向后方程得到
,

参看 [a1
.
为证明充分性

,

定义 (参看 圆
.
定理 5

.
31 )

。之
了‘
,
(
。

, ,

二 ) = 、、
(
二 ,

二 )
,

、
;

”’(
。 ,

{
。。

} )
=

q沙,
(
。
)
= , 二

二

(

、
)
。儿

(
二
)

,

q
、
(
劣 ,

Hn

)

,
x 任 E

。
、

B
任 E

。
n 乙

几 全 1
,

无== 1
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立刻知道

sup 、妙x任E
、
妙

, (
二
)

)
(
x
)
= s u p q 、

(
x
)
< oo

,

k =

z 〔 E 。

、 。、
(
x
)

,

、
护

, (
二 ,

注) * 。、
(
x ,

1

,

2

,

A
)

,

n 全 1
,

几
* oo

,
x 任 E

,

A 任 万
,

无= 1
,

2

.

因此 (。梦, (
x
)

,

、沙, (
x ,

、, ) ) 分别决定唯一 。过程
,

记为 尺
” , (。) (、= z

,

2
)

.

注意到 E 上的半序导出 (凡
日
{乙
。
} ) 上的半序

·

以 州
。

记 (E
。 U

{ 乙
。

}

,

(
E
。 U

{ 乙
。
} )

n ￡) 上

的全体有界单调函数
.
显然

,

如果 B 〔州
。 ,

则 b
。 任 B 且 B u 氏 任侧

.
不难证明

几
沙

, , 。
(
x
)
= 几、, , u 二。

(

x

)

,
x

o E

。 ,

k = 1

,

2

.

(
3

)

任意
二 1 ,

x : 任 E
。

u
{
b
。

}

,
x l 兰 x : 和 B 任 州

。 ,

若
x: 笋 b。

,

则
xl ,

x : 〔 E o
.

由 (1) 和 (3)

知
,

当 、 1 ,
x Z 〔 二 或

xl, x Z

彭 。(即
xl , 二 2 。 瓜 \ 刀) 时

,

几
{
“ , , 。

(
x l

) 三 几
)
“ , I 。 (

x Z
)

.

若
二2 = 。

。 ,

则 二 2 : B
,

因此 任意
二 , 。 B 有 叫

“ , I 。 (x
1
) 三。 = fl男I

。
(x
2
)

.

所以
,

我们证明了

(q{
” , (

x
)

,

。
{
“ ,

(
x ,

、, ) ) 和 (。;
” , (

x
)

,

。
;
“)

(
x ,

己, ) ) 在 (E
二 u

{ 。
。
}

,

(风 u {。
。
} )

n : ) 上是可 比的
.
另

外
,

它们是有界全稳定 q对
,

可能非保守
.
由 !7

,

命题 8
.
1
.
4]

,

凡 是 Poli sh 的
,

因此 凡
U {b

二

}

是 P
olish 的

.
故由定理 3 有月

” , ( , ) 三月
“ , ( , )

.

此外
,

由 [3
,

引理 5
.
14]知道

JLmOO
尺

”
,
(
‘

,
x

,

A n

( 凡
U {“几 } ) ) 一 八 (‘

, 二 ,

A
)

,
x

: E

,

A 。 ￡
,

‘: 0
,

k 一 ‘
,

2

·

(

4

)

显然
,

如果 A 。州
,

则 , n
(二

。 。 {。
。

} )
。州

。 ,

故结论由 (4)和 月
“ , ( : ) 三玛

“ , (云)得到
.
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