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摘要 研究了由 � 个正则� 矩阵线性组合得到的新 �矩阵之正则性
,

并就一些情形给出了解答
�

关健词 正则性 � 唯一性 � 单生过程

分类号 � �� �
�

��

� 引言及主要结果

状态空间 � 二 ��
,

�
,

�, …�上的跳过程一般称之为 �过程
,

其转移速率矩阵 �� �� �� 称为 �

矩阵
,

通常记 �� 一

补
。

·

若全稳定且保守的 �矩阵决定的 “过程唯一 则称之为�� 组“矩阵
·

在跳过程的理论研究中
,

有时需要将 � 个 �矩阵线性组合构造得到一个新 �矩阵�我们称之

为线性组合 �矩阵�
,

显然
,

� 个正则 �矩阵的线性组合还是全稳定
、

保守的 �矩阵
,

但它决定

的 �过程是否仍然唯一
,

什么条件下唯一
,

这正是本文需要研究的问题
�

本文中的 � 矩阵均假

定是全稳定且保守的
�

具体记号和一些已知结果参看文献【��
�

我们先从几个简单例子来了解这些问题
�

纯生 �矩阵是 � ��
,
‘� �� �

￡� �
,

吼
,
‘二 一瓦

,

叽 � �
,

�丸
,

�� �
,

今�
�

简记纯生 �矩阵为�乓�
�

熟知
,

纯生 �矩阵是正则的当且仅当 艺�,��
‘� 二

�

�� �

生灭 �矩阵是 � 马
,

卜�� � ‘
,

、
,

,
‘� , � �

‘� �
,

�
‘

,
, � 一��

‘� �
,

�
,

�� �
,

其他 、�� 为 �
,

其中 � 。� �
, � ‘� �

必 �
�

简记生灭 �矩阵为 ��
‘,

�
‘

�
�

我们知道生灭 �矩阵
� ‘� ��� ��

� ,

�� � � �
‘� 刀��� ��

� ,

�� �
,

刀� �

决定的生灭过程唯一 当且仅当刀簇 �
�

例 � 给定 � 个纯生 � 矩阵

�� � � 一 � �

�� �� 一 �
,

。�
��一

�
� ’,

��
,

�� � � 一 � �

�� � � 一 �
,

� � ��,斌一一

则 艺�石�
, ,�

一‘�呈�� ���犷, � �
,

即 � ��, ,� 和 � ��, , �正则
,

此时其线性组合 � �
, � ��, , � ��, , �满足 艺吞�’

‘�

艺��, � 、
�� ,毛�艺�

一, � 。
,

因此
,

�吞
,

�是非正则的
�

此例说明 � 即便 �个 �矩阵都是正则的
,

其线性组合 �矩阵也未必正则
�

注意到 � 如果 �个纯生 �矩阵线性组合得到的新纯生 �矩阵正则
,

那么由前面的充要条件知

中
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原先的纯生 �矩阵亦正则
�

我们是否可以说
,

纷性组合 �矩阵正则时
,

原先的 � 矩阵必定正则

呢 � 答案是否定的
,

例 � 即是一个反例
�

例 � 给定 � 个生灭 �矩阵
�

� �
, �� � �

� , � ��� ��几�� � � ��
, ��

�
,

…� � ,
‘ �

�毖
‘ ,

� � ,
�

�乙一 �

�
� �

其线性组合 �矩阵亘一�
�� ,十��� 是正则的

,

因为粤亘
一��� � ��

,

石

�
,

…
、 , 、

万吸
‘十 ‘� �

, 显然正则
,

再由引理

� 即知
�

此时
,

�� �� 正则
,

而 �� �� 决定的生灭过程非唯一
因此

,

生灭 �矩阵与纯生 �矩阵的情形是不一样的
�

再考虑这样的问题 � 若仓�� 和仓�� 是正

则的
,

�� �� 满足心
,簇蜡

�簇心
�

,

�笋�
,

那么��
� ,是否正则� 答案是未必正则

�

请看

例 � 给定生灭 �矩阵���  �� � �
,

�
,

��如下 �

� �
, ,� ��� ��

, ,

�� � � ��
, , � 声��� ��

, ,

�� � �

� �
� , � ��� ��

� ,

�� �� � �
� ,� � 刀��� ��

� ,

�� � �

� �
, , � � ��� ��

� ,

�� � � � �
, , � � 刀��� ��

� ,

�� �
,

其中 � � 吞� �
,
� � �且

�
口� �

�

由前面的讨论和引理 �知 �� �� 和 �� �� 正则
,

但 �� 侧卜正则
�

我们的第 � 个结果是关于单生 �矩阵 � ��
,
‘十�� �

,

�� � �
,

�� �十 �
,

必�
�

定理 � 假定单生 �矩阵 � ‘”��  !, 2) 正则且 誉驴q{爪
1< ‘

,

则其线性组合 (单生)Q 矩阵

O
= :Q ‘

, , + 刀Q ‘2) 亦正则
,

其中常数
: ,

刀> 0
.

定理 2 假定 Q(
l)和 Q(

2)是正则的
,

满足下列关系式:

艺、公
, 蕊艺。黔

,

i 簇m
,

k
“
{
o

,

…
,

i

川{m
+l, m + 2

,

…}
,

j
户 无 j 子 k ~

(
l
)

而且 Q(
2)决定的 Q 过程凡(t) 是随机单调的

,

等价的
,

氰
q兮, ‘氰
q:

,

“ m
,

““
{
o

, ”
’ ,

‘
} U {m

+ ‘
,

m + “
, ”

’

}

,

(
2

)

则线性组合 Q 矩阵 Q = “Q(
1) + 刀Q(

2)
亦正则 (氏 刀> 0)

.

定理 3 假定 Q(
l)和 Q (2) 是正则的

,

且 q卿= 0
,

i> N

,

其中N 是一正整数
,

则线性组合 Q 矩

阵百=
:Q “,+ 刀Q ‘

, ,亦正则(
: ,

刀> O)
.

2 主要结果的证明

我们先证明一个重要引理
,

这个结果对一般状态空间上的 q 对同样成立
,

参看文献 12]
.

引理 1 设 Q 是正则 Q 矩阵
,

令亘
:
禹一 : qij

,

i

,

j
) 0

,

其中常数
:> 0 (有时简记百为

:
Q )

,

那么
,

亘为正则 Q 矩阵
.

证 记 Q 决定的唯一 Q 过程的 La p h ce 变换为 尸(幻
,

奋决定 的最小 Q 过程的 La ph ce 变换

为歹~ (幻
.
我们熟知

,

任意 又> o
,

任意固定j) O
,

{几(幻:必0} 是以下方程组的最小非负解:

关= 艺
葱护人= 0

将上式右边的分子和分母同时乘以 “
,

关= 艺
窟铸k = 0

六f̂+六
,

例

得到

qi几
: 又+ 玩

人+

.
卫曳
.

以+互
i妻0

,
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故 {几(幻: i》0} 仍是上述方程组的最小非负解
.
由于 Q 正则

,

所决定的 Q 过程不中断
,

即

P,j (A)
,

今0
.
另一方面

,

由文献 [l] 的定理 2
.
12

,

{

: 万黔(以): i) 0} 也是上面方程组的最
1一又

一一孟

小非负解
,

因此
,

了黔(
:
幻= 告。(J)

,

‘, ”
再由j的任意性得 呈, 黔以卜青

,

‘, ”
·

最底

口

由‘的任意性得到属了飘幻
) 0

,

又> 0
.
由此知道酉所决定的最小 Q 过程是不中断的

,

即
1一又

一一

互是正则的
.

在证明第 2个引理之前
,

回顾一个已知结论
.
全稳定且保守的单生 Q 矩阵决定的单生过程

唯一当且仅当M := 艺mk =二
,

其中

m *一
全歼

,

q
i ,

i +
l

k 妻0

F省=l
,

歼)=
叮护刁

‘,

q
‘

,

*
+

l

0 簇i< k
,

k--1艺
.
尸

正

q 分,一二
q*, ,

”“< “
·

生灭 Q 矩阵是单生 Q 矩阵的特例
,

此时
,

上式变为

)= 的
,

(

3

)万口
丘瓦

k--l丫�间呈(华 +、

b
*

口葱+ l

引理 2 假定单生 Q 矩阵Q 一 (q.j )是正则的
,

定义单生 Q 矩阵百为

瓦
,

‘+ 1 = g
‘

,
‘+ 1

+ b

,

互
,
‘
= 口

‘
,
‘一 b

,

瓦= 。
ij ,

j 簇i一 l
,

i ) o

,

其中常数 b >。
,

则互是正则的
.

证 注意到万护= q护= 艺
j=0
q材 ,

0 ( i < k

,

此时
,

一qi
k--lr白间。

艺问+
、 一

翼黔
·

命
一

恳万;六
万 了妙

,+ 一+ b

* + 1 + b 犷
, < 的 时

,

有 叮*
,

。1~ 的 (k一 的)
,

进口孟

。

艺间
的

如果蓦傲
,

k+
1

+ ”)
一’一 co

,

则丽一叭 否则
,

当

而由
q*

,

*
+

-

q

*

,

、+ 一+ b

~ 1 (k ~ 的)知

l

q*
,

*
+

z

< 沉) (4 )

。

艺间

进一步
,

由级数方面的知识得 D := n (l
+ 二

k=0 任几
)
< co

.

另一方面
,

存在 N 使得当k 妻N 时
,

吼
.
。十 , >

二

。 1 2
D

川

日
.

—
<
—q*, ‘+ - q
*

,

k+
l一

,

同时
,

存在正常数 C
,

和 C
,

使得
十 O

种)
_ _

一
乓 C l一

qi
,

i +
l

q

‘

砂
,

‘+ 一+ b

0 簇i< k ( N
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1
_ _ 1 _ J . , _ _

—
毛 C

,

—
,

U 乓忍乓刊 一 1
.

q ‘
,

‘+ l ‘

q

‘
,

‘+ 一+ D

我们用归纳法证明任意固定的 i
,

有下式成立:

q无
.

k+ -

)科
‘, 簇D 了}

‘,
,

i 《j < m
·

(
5

)
+

。

fl(
际

首先
,

当j==i 时
,

( 5) 式显然成立
,

当j=i 十 1 时
,

任意 附> 1+ 1有

(5 )式左边 簇
n (l +

b

q k
,

*
+

l

互界
:

)

产叹 毖+ 1
5 里+ 沾

=

fl
(
l +

q
*

,

k+
x

q

, + 一
,
‘+ 2

+ b

= D 瓦早
;=阎式右边

.

假设至 j= n一 1时结论均成立
,

当j=
n
时

,

任意

b

m > n 有

q几
.
麦+ -

) ( l
+ 一
任
:

F 夕)
、

_

—
乡乓

叼
:, :

+ 一+ b
’

q
;

,

k+
-

、F I
‘
)

一二一
一

冬成

q
o.:+l+ 口

,

+

fl(

俩

(5 )式左边 = 艺

艺

艺

心力

{
q
g

,

旦(
, +

厉尸
月

可云可
)一
卿

一» 式

她

(I)”(l)”
伪师

因此
,

由归纳法得证(5) 式
.
由(5) 立刻得出: 可

, ( D 司
。

,

i有
.
综合以上

,

即有

一qi,
k--1艺刚

一吼
曰甲自间N甲白目

C簇
歼,

q
,
.
。+ 1

了妙 巴 恻 于妙
一二
-

.
+ ) (C

,

D )

—
+ZDi+、+ b 无与其1“ 高 q‘

,

‘+ l + D

了公)

—
、毛

i+l 十 b
产

k-IV白间。

艺间

种
,

q
i

,

‘+ l + b

‘

曰甲白间
(C
!V “ZD V “”)各

最后
,

由Q 的正则性及 (4 )知上式左边等于 阅
,

所以
,

我们总有丽=的
,

因此
,

奋是正则的
.
推出右边等于 co

,

从而丽= 的
.

定理 1的证明 在引理 2 中取 Q 一
“
必,), b一刀瞥《札

,

由引理 1知 Q 正则
,

故由引理 2得到

的百是正则的
,

即有丽= ¹
.
比较 O 和亘

,

易看出虱
,
‘十 1镇互

,
‘+ , ,

今0
,

且 武, ) 万护
,

0 簇i< k
,

所

以
,

之
, ) 了g

),
0 ( i簇k

,

进而
,

示k)风
,

k ) 0

,

由此得出习 )丽
,

结论由此得证
.

命题 假定生灭 Q 矩阵 Q(
幻=

(
a卿

,

冲)) (无= 1
,

2) 是正则的
,

且

矛竺
昌 b}

‘,

< 的
,

卫里 b{
2, > 0

,

则生灭 Q 矩阵Q
= 二

Q(
l) + 口Q(

匀亦正则伍
,

刀> 0)
.

证 因证明方法相同
,

只对:= 口= 1的情形证明
.

N 使得任意 ‘, N
,

有砂>
“一凡 由此及

袍
条件得 蔫

记 “:=

粤拼z), 任意 c> “> 0, 存在自然数

(b{
, ,
)
一‘< 的

,

再由Q ‘
, ,正则及(3)知

嚣等
… a蚁
二
戒诊

一
co.

另一方面
,

从命题条件直接得 D: = (l + 访)< 的
b梦,。

n
间
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综合以上
,

得出
、./一、/ ..

(

a 公, + a 分, )

( b公, + b分, )

…(a{从+ a

… (b :
‘, + b

{
2,

)

呈翼旦生
竺

豁升豁垫丝一
曰V自间。

艺间D

再由(3) 知口=Q(
l)+Q(
2,为正则 Q 矩阵

.

定理 2的证明 令仓=伽+ 灼Q(
2) ,

由引理 1知口正则
.
由(l )

、

( 2) 两式立刻得出百与 O 满足

忍虱
‘

氰‘
,

“m
,

“任
{0,

”
’ ,

‘} U {
m + ‘

,

川 + 2
, ”

’

再由文献【2] 的推论 22. 3 或文献【3] 的命题可直接证明结论
.

引理 3 假定正则 Q 矩阵 Q’满足: 公” 0, i> N
,

其中N 为一正整数
,

则任意 Q 矩阵Q 正则

当且仅当酉
:= Q +Q

’

正则
.

证 我们采用一概率方法来证明(参看文献 [4] )
.
定义 口

:互
,
= 0

,

o 自簇N, 虱= q,j
,

i> N

,

j
) 0

.

将 Q
,

百和口决定的最小 Q 过程分别记为(戈)
,

( 又)和 (又)
.
显然

,

(戈)与(又)均比 (又)跳的

次数多
.
注意到在每一 0自( N 处

,

( 戈)与 (又)分别以参数为 q
‘

和互的指数律停留
,

然后圈倒其

他状态
,

这是它们比(又)跳得多的唯一途径
.
而由 Borel 一〔滋nte 压引理易证:在有限时间区间内

,

至多有有限次这样的跳发生
.
因此

,

在任意有限时间区间内(戈)至多有限次跳
,

当且仅当(戈)亦

如此 由此得证引理
.

定理 3的证明 由引理 1知 “
Q(
l) 和 刀Q(

2)正则
,

再由引理 3直接得证
.

此研究课题是由陈木法教授提出的
,

作者衷心感谢他多年来的指导和帮助
.
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