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摘要 研究 了跳过程在一类距离 � 下 的最优藕合
,

证明了在相 当弱 的条件下
,

如果存在保序

祸合刃
,

则刃 是 � 最优的
,

并且给出 了刃 � 的 明确表达式
�

还讨论了离散时间马氏链在该类距离

下 的最优藕合
,

结沦与连续时间的情形是平等的
�

关键词 保序藕合 � 最优藕合 � 边缘条件

分类号 � � ��
�

�

� 主要结果

文献 【�� 首次提出了 � 最优藕合的概念
,

这提供了藕合依距离进行分类的一种有效途径
�

近

年来
,

随着祸合方法的运用
,

尤其是在微分流形上祸合方法的使用
,

使藕合与距离的关系趋于明

朗
�

不同的距离下最优祸合可能完全不同
,

要使藕合方法发挥最大效益
,

选取一个恰当的距离尤

为重要
,

这也是一个难点
�

因此
,

研究各类距离下的最优藕合是很有必要的
�

本文只讨论马氏藕

合
,

所涉及过程均指马氏过程
�

为方便起见
,

先介绍一些概念和 已知结果
,

可参看 �� �
�

定义 �
‘

设 只��
, � � ,

�夕
�

�是可测空间 �五
� , 。� �上的跳过程 �人一 �

,

��
,

如果 ��
� � 五�

, 。, � ￡��上

的跳过程 户�� �
� � , � � � � �

� ,

�儿� 满足

�果��
门目,乙口了、石从‘了、

��� � � �, � � � � � “ � ��� �
、
��

, � � ,

� �

�

��� � � �, � � � � � � �
�

�� 几��
, � � ,

� � �

� � �
, � � 任 �

� ,

�
、‘。�

,

� � �
,

�

则称其为前 � 个过程的藕合跳过程
�

当 � , 二瓦二 �
, 。� � 。� � 。

,

且在 � 上赋予半序
“

簇
”

时
,

户�� �
� 卜 � � � � 夕

� ,

� 夕��还满足

� �� � �
� , � � � � �� �

, � �簇 � � ,
� � �

,

其中 �二 �妙
� ,

�� �〔�
‘ �� �

,
毛 ���

,

则称其为前 � 个过程的保序藕合跳过程
�

设 �� �� �
,

�� � ,

� �》是可测空间��
, ￡�的一个全稳定保守 � 对

,

记 。。为 � 上全体有界
。可测函

数的集合
,

定义算子

“��
� �一

�
、�· � 、��� 。一�� ”

,

了一

定义 � 设 ��
�

�
� �
�

,

�� ��
、,

�夕
、

�� 是 �� 
, 。� �上的 �对 �� � �

,

��
,

其祸合 任对记为 �互�
� , , � �

�
,

奋��
�, � � � � �

, ,

� �� ��
,

满足下式的算子称为藕合算子 �

口了�
� 卜 � �

�� 几八
� �

�
,

介
, “ � � 月了�

� , , � �
�� 几厂�

� �
�
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文献【�� 证明了当边缘 � 对均正则时
,

其祸合 � 对亦正则
,

�� �与 �� 式等价
,

而且记 �� 为 �

的余集时
,

��� 式等价于

� ��
�, � � � �

�

�� � � �
成 � �

�

�� �

在跳过程的研究中
,

保序藕合有许多应用
,

是有重要作用的一类藕合
,

我们的研究表明保序

藕合还与最优藕合密切相关
�

定义 �

打户�
� �, � �

�� �了办� �
� � , � �

�
, 二 � , � �‘ �

,

设 ��, �
,

心是一个距离可测空间 藕合算子 口称为 � 最优的
,

如果

其中户取遍所有的藕合算子 �在研究随机可比马尔可夫过程的 � 最优藕合时
,

自然地把上述条件
“ � �, 义 � 任 �

”

改为
“

��
、, � � �任 �

”

�
�

在 � 一价
,

�
,

�
,

…�� 一 �
十

且赋予通常的序
“

簇
”

时
,

假定 。是 � 上严格增函数
,

定义距离 �� �
,

�� 一

�试�� 一 �� �� 
一

�
,

� 任�
�

对于一般的马氏链
,

我们得到如下结论 �

定理 � 设 � 一 ��
,

�
,

�
,

…�上正则 �距阵 �
‘麦,一 �。片

,
��� � �

,

��存在常数 �
, � 和 � 中某点 �。

使得

。
�户��

,

�。��二 艺、��
’�。��

,

�。�一 户��
,

�。��蕊 � � �。��
,

�。�
,

�任五
�� �

则任意祸合算子口 有

户户(i
,

j )

一 口ZoC )
一。

19(i)+ 2艺云牙(i
,

j
; 。

,
n

) (
。(。)一 g (

。
))

,

i 共j
.

定理 1的 (5) 式在通常情形下都能满足
.
由定理 1和文献 [’1 的定理 2. 3直接得到下面的推论

.

推论 1 在定理 1的条件下
,

若 仓
’)和 Q(

2) 所分别决定的马氏链 P(
, ’
(t) 和 尸”

(t) 还是随机可

比的
,

则 (必定存在的)正则保序藕合 口为 p 最优祸合(在 F 上 )
,

并且

口p(i
,

j )

= 口
2
夕仃)一口

;g (i)
,

i 毛j
.

特别地
,

在 Q 矩阵相同即 P(
”
(t)
二尸‘

z)( O
= 尸(t) 且 尸(t )单调时

,

正则保序藕合是 p 最优藕合
.

自然地
,

将定理 l推广至 d 维欧氏空间 R
d(或 z

“
)

.

取 俨 (或 z
d)上的自然半序

“

(

”
:

x 蕊 y 劝
x*
荞y
*,

k = l

,

2

,

…
,

d

,

其中 x = (x
卜
…

,

凡)
,

y =
(

y

l
,

…
,

儿)
任
俨 或刃

.
假定 {头火

_,

是一组 R 上的严格增函数
,

令
d d

p(
x ,

y
)

= 艺p
*(x*

,

y

*

)

-

叉}威xk)
一拟习

,

易验证 p 是 R
己
(或 z

“
) 上的一个距离

.
定义

f l
,

。 > o ;
_ _

Sgn (Q) )= 《 田行 K
.

一

“ (一 l
,

。毛0
.

定理 2 设 r (或 Zd )上正则 叼对伪
“ ,

(x )

,

叮“ ,
(x

,

d 夕))(k = l
,

2 ) 存在常数 C
,

e 和 r (或劝 中

某点
x ‘

使得

“
*。(一)
:一
{

了
人)

(
一 ‘, )。(,

,

: )

一。(

一
))蕊C…(一

), “一 ‘,

2

(
6

)

其中
x ‘叼 (或

x E Z d)
.
则任意藕合算子口有

“
P(x

,

, , 一

{

叼‘”(x
,

d
u

) ( 艺
(。人(一)一。

*
(一))89·(一

,
;
) )
一

{

、(2)。
,

d
U

)

·
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(艺(头(vk )一 。
*
伽公)
s
助(
x*一 , 、

))
+ 2

{

牙(一 夕; d “
d
。
) (艺p

*(。 *
,

叭)占
{s二(x一 ,

,、
) ,

s二 (“*

其中 占是示性函数
.
特别地

,

若
x蕊y

,

且令 G( u) 二 艺头‘叭)
,

。 任
R
‘ ,

则

。。(
· ,

, ) 一。
2
。(, )

一。
I
G (x) · 2

{

、(
·

夕; d “
,

d

。
) (艺。

*
(
。* ,

叭)占 (7 )

进一步
,

若还存在 (正则)保序藕合叮
,

则乃是 p最优藕合 (在 F 上)且

口户(x
,

夕)= 口
Z
G (夕)一口

,
G ( x)

,
x 毛 夕

.

在 z
J
上再定义一个距离

,

半序同上
.
假定 g 是 z “上的可测函数且满足

i笋六

成J 且 i有
.

、.少、..J

口勺gg笋<
、
、..声、..矛.

万
.
�
;
.
.百吸了‘了.‘、

g口f

z、
l

令 浏i
,

j)

=

}抓i) 一g( i)l
,

易验证 户是 z
“

上的距离
.
在此距离下

,

我们得到

定理 3 在定理 2 的条件下
,

则任意藕合算子 户有

户户(i
,

j )
一口

2。仃)一口
l。(i)+ 艺 互(i

,

j
; 人

,

z ) (
。(天)一。(z)+ 户(儿

,

z ) ),

、
u* 、 。*

}
)

i 蕊 j
(左,

l
)

〔 F
‘

进而
,

如果存在 (正则)保序藕合页
,

则页是 p 最优藕合 (在 F 上)且

口户(i
,

j )

= 口29仃)一。
,

g
(

i
)

,

i 辉 j
.

值得提到的是
,

张绍义证明了离散空间中任意距离下的最优藕合总是存在的 (见川 的定理

2.4)
.
现在考虑时间离散情形马氏链

,

此时
,

关于 2 个转移概率类似地有祸合
、

保序藕合和某个

距离下最优祸合的概念
.
最近

,

张绍义运用可测线性规划的方法证明了马氏链的 p 最优可测藕合

必定存在
.

考虑欧氏空间 R “ (或 劝
,

取前面的第 1个距离 p并取同样的半序得到
:

定理 4 设 R
J(或劝上的转移概率 只(

x ,

勿)(k = 1
,

2) 存在 R
d
(或劝 中某点 :使得

。·(一)
一

{

·。
:
)。(一 d , )

一
R过 (或二 ‘J)

,

“一 ,
,

2

,

(
8

)

则任意祸合 尸有

(艺g
k(uk)sgn (x *一 , *

) ) p
l
(
x ,

d
u

)
一

{

(艺g
、

(

v 、

)
S
g
n
(

x * 一 , *
) )尸
2
(,

,

d

。
)
+

。‘
) }

) p (

x
,

夕; d u
,

d

y

)

,

,

!

�

一一
、

l

产

y(xP

�

P

( 艺户*(
u * ,

叭)占
、
sgn (

, * 一 , 、) ,
s
。(

。,

月

i

,一

其中占是示性函数
.
特别地

,

若
x 蕊夕

,

则

, p ( ·
,

, ) 一。。(, ) 一尸
I
G (x )· 2

{

(艺。*(
u * ,

叭)占{
。. 》 。。

}

)
p

(

x
,

, ; d u ,

d
y

)

.

进一步
,

若还存在保序藕合万
,

则子是 p 最优藕合(在 F 上 )且子p(x
,

y
)

二只G 妙)一只G (x ),

在 刃上取前面的第 2个距离 户
,

得到:

定理 5 在定理 4 的条件下
,

则任意藕合算子 户有

(9 )

x蕊y
.

户户(i
,

j )

二几。C )一 尸
l
。(i) + 艺 (。(k )一。(z) + 户(火

,

z
) ) 户(i

,

j
; 左

,

z
)

,

i 簇 j
(左,

I )

‘ F
‘
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进而
,

如果存在保序祸合万
,

则歹是 p 最优藕合(在 F 上 )且 P 武i
,

j 卜凡g口)一只g( i)
,

i 蕊 j
.

主要定理的证明

因为证明的方法类似
,

为节省篇幅
,

此处只证明定理 2和定理 4.

定理 2 的证明 为简单起见
,

只就 x 续夕的情形给出证明
,

其他情形同理可证
.
由 (6) 式得

.0 .。(·
,

, )
:一

{

‘。
,

{

‘。

夕; d 一 ‘·) .。(一)
一。(一 , , ‘

{

“(一 , ; d 一 d ox。(一)
·。(

U ,

, 》‘

y ; d u

月IP (
x ,

x

)

+

Z C +

(C

+ 2

一

几
q(x

d y)(p(u
,

x
’

)
+ p

(

x
,

x
‘

)
+ p

(

v
,

x
‘

)
+ p 伽

,
x

’

))
=

p 妙
,

x
’

)
+ 2 肠(x

,

y) (
户(
x ,

x
‘

)
+ 户妙

,
x

’

))
(

,

夕))(p (
x ,

x
’

)
+ p

(y

,
x

‘

))
< 的

.

因此
,

”·(一 , ) 一

工
、(x

,

, ; ‘一 ‘·)。(一卜
, (一 , )卜

工
‘

、(一 , ; d 一 d ·x ·(一 卜p(一 , 》一 (‘0)

由边缘条件和 (6) 式得

{

、、
二 ,

,

{

、(
x ,

, ;

; d一 ‘·) .G (
·
)
一 G ( , , ‘

{

‘(一 , ; d 一 d ·) ·(一夕)续“
2·。

,

: )
·2‘(一夕)p。

,

:
)
‘

e + (
。+ 2 奋(X

,

y) )

p 妙
,

义
’

)

< 的
.

d一 ‘·) .G (
·
)
一 G (

·
, ‘

{

、(一 , ; d 一 d ·) 。(一 x) ‘C · (二2奋(x
,

、)。(x
,

: )

一
故可以对(10) 式的第 1项进行拆项 (后面要并项 )

,

因此
,

( 1 0 ) 式的第 1项 一

工
、(一 , ; d 一 d 。) (G (

·
卜G (, 》一

工
、(一 , ; d 二 d ·) ( G (

·

卜G (
·
)) -

所以
,

。G 。卜“
I
G (

·
卜

工
‘

、(一 , ; d 一 d ·) ( G (
·

卜 G(
·

卜 。(
·
卜 G。》

,

“。(一 , 卜、G。卜。
·
G (

·
卜

工
。

、(一 , ; ‘一 ‘· ) (。(一卜 G(
·

卜G (
·
》

·

(

1 1

)

注意到 Fc 可按每维大小共分成 Z
d一 1 种情况

,

例如
。 l > 。l, u * 蕊v

* ,

2 毛 k 毛d; 或
u 、

>
v ;

,

1 蕊 k 毛d

等等
.
经过仔细计算后知 (11) 式的第 3项为

{

、(x
,

, ; d 一 ‘·,‘

睿
户几‘

一
,”{一 ,

·

综合以上得证 (7) 式
.
比较(7) 和 (11) 式可看出

,

它们的第 3项是不小于零 的且实际上是在 Fc 上

的积分
.
只要 奋(x, 抓 尸)= 0

,
x 簇y

,

则 办p(x. y) 达到最小值
,

所以
,

由(4) 式知保序藕合是 F 上的

P 最优藕合
.

定理 4的证明 与定理 2 的证明类似
,

为简单起见
,

只就 x镬y 的情形给出证明
,

其他情形

同理可证
.
由(8) 式可得

”。(一 , ) 簇

{

。(一)
·。(一))”(一 , ; d一 d ·)一尸

1。(一, ·。。。
, ·

,

一
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{

G (
·
)”(一 , ; d !雀,

d

U

)

一

{

G (
·
)尸
1
(一 d

·
) 、。。(x

,
:

)
·。(

·
)一

,

{

G
(

U

) , (一 , ; d ·
,

d
U

)
、 。。(,

, ·
)
· G (

·
)

一
因此

,

户·(一卜工
p(一)”(一 d一 d ·卜

工
户(一)”(一

d一 d ·卜

工
(G(U,一 G (·》, (

一
d一 d ·卜

工
户(一)”(

一 , ; d 一 d。-

。G 。卜尸
I
G (

·
卜

工
(G(·卜G (·卜。(一))”(

一夕; d 一 d ·)
·

仔细计算后知上式的第 3 项为

(愚
。*(
u 人 ,

叭)占{
·‘

一})”(
x ,

, ,
; “u

,

“U)

产

l

�

,‘

综合以上得证 (9) 式
.
由上面的证明易看出

,

( 9) 式的第 3项是不小于零的且是在 Fc 上的积分
.
当

户(x
,

儿 Fc 卜。
,

x

甸
,

则 户风x
,

力必达到最小值
,

因而
,

若存在保序藕合
,

它必是 F 上 的 p 最

优藕合
.

感谢陈木法教授的指导和帮助
.
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