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应用概率统计 第十二卷

第四期 年 一 月

一

明
一

一维马氏链保序祸合的构造

张 余 辉
北京师范大学

,

北京
,

摘 要

本文证明两个随机可 比的一维正则马氏链必定存在保序辆合并给出了保序辆合的构造 我
们也研究了一类距离下的最优辆合

,

证明边缘马氏链随机可比时保序辆合在该距离下最优
关键词 随机可比性

,

保序祸合
,

最优辆合
,

正则性
,

边缘条件
学科分类号

虽 引 言 与 结 果

首先回顾一些定义和 已知结果
,

详见【

假定 户
‘ 。是可侧空间

,

乓 上具有分布 的马 氏过程 二 , , 。 。是 , ,

￡,

司上具有分布户的过程
,

称 为 矛和 为的祸合
,

如果下述边缘条件成立

户
’ ’ 。 召 , 君 。 矛。 ,

户“
, 了 ’ 。 刀 , 刀 。百

·

矛。 刀
, , 二 。 刀

,

刀 。 七 ,

。
,

当 , ,

￡ 岛 二 ￡且 上赋有半序三时
,

如果祸合 凡 满足

户”
,

” 矛三尤了
,

七 。
, 二 三

,

称 , 是 矛和 矛的保序祸合

韧合方法用途很多
,

一典型的用法是以比较的手段将较复杂过程的研究归结为简单过程的研

究
,

另一典型的用法是比较从不同点出发的同一过程长时间后的发展行为 在这些应用中
,

保序

性常起着重要作用 祸合过程未必是马 氏的
,

但马 氏祸合使我们能运用马氏过程的理论
,

有诸多

益处 本文只讨论马 氏祸合
,

所有过程均指马氏过程

本文取定
, , ,

⋯ 熟知
,

马 氏转移函数 二 只只
,

〔 幻若满足跳条件 或称

连续性条件

只‘ ,

君 中

任 ,

则极限

乞

一 只‘ ￡

—
‘少

,

只只

—
笋 〔 ,
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存在
,

且 ‘乙 , ‘卿 三 ‘
,

‘任 若
,

则称 是稳定的 若 价 二 乙 , ‘卿
,

则称‘是保守

的 记价‘二 一价 ,

令 卿
,

〔 若每个‘都是稳定的
,

则称 为全稳定的 若每个 〔 都
是保守的

,

则称 为保守的 满足 的马氏转移函数尸 称为马氏链或 过程 如果 矩阵全

稳定
,

保守且决定唯一的 过程
,

则称 为正则的

记必 为 上全体有界函数的集合
,

定义算子

。 ‘ 艺叮‘ 一 ‘
,

任‘ 艺

满足下式的算子称为韧合算子

,

葱, ,
〔。艺

,

,

‘ ‘ , 〔。几
,

红 〔凡
, ,

给定 上正则 矩阵 ‘七’ ,公,
,

相应的马麟为 尸“ , ‘
, ,

记 尸“ , 和 尸‘, , 的

韧合马氏链为致
,

其 矩阵为 二 武、
, ,

、
, , ,

幻 此时 变成

艺 武‘
, ,

武‘
,

’
,

。孟,
,

尹‘

二
沪

,

, 尹 ,’

已证口是全稳定’
,

保守的门
,

且正则川

艺乒‘ ‘
, ,

, 心 ’‘
,

此外
,

等价于 ‘

艺 ‘
, ,

嘴 ,
‘七

·

在 上赋予通常的半序三
,

并记尸 二 ,

三 的余集记为 那么
,

爪 是保序祸合等价

于

,

了
, ,

全

也等价于川

斌
, 亡 ,

三

称 ‘ 和 为随机可比的
,

如果

心 , ‘

嘴
‘ , ‘ 。 ,

‘七
, ‘全“

·

全 之七

特别地
,

若 尸 ’ 尸 尸 且上式成立
,

则称

跳过程随机可比性和单调性的研究有很长时间 ,

比的充要条件是

为单调的

从【」
,

【〕知道
,

尸 ‘ 和 尸 随机可

艺 。分’三习刃
》七

三
, ,

⋯
,

‘
,

了
,

⋯
,

等价地 由保守性
,

当 三 时
,

全

一

勺山勺山止‘石班粉、︺七,砂一一七一一一一一找去找叽七、乙一几乙二
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保序祸合有许多重要应用同 自然要问 什么样的马 氏链存在保序 马 氏 辆合 容 易看出

若 ‘ 和 有保序藕合爪
,

则 ‘ 和 必是随机可 比的
,

但反问题却要艰难得

多 本文只就一维情形找到解答
,

高维情形尚属未知

定理 若 上正则马 氏链 ’ 和 随机可比
,

则必定存在正则保序的韧合马氏链

保序韧合的重要性还在于它与最优祸合有关 设 是 上的一个距离
,

藕合算子几称 为 最

优的
,

如果

几
,

旦 几
, , , ,

葱 任
·

其中豆取遍所有的藕合算子 在研究随机可比马氏链的 最优机合时
,

自然地把上述条件
“ , , 〔

’’改为
‘

,
,

‘ 〔 ’
’

最优机合的概念是 ’提出的
,

这提供了辆合依距离进行分类的一种有效

途径

假定 是 上的严格增函数
,

定义距离风
, 一 或川

, , 〔

命题 “ 给定正则 矩阵 ‘ ’ 才’“ 二 ,
, ,

若存在常数
, 。和 中某点 。。使得

‘ 、户
, ‘。 三 尸 , ‘。 , ‘〔

, , ,

则对任意藕合算子豆
,

有

几户 ‘
,

几 , 一 ‘ , 艺 冗 虱
, , , 了 , , , 一 , , , ,

‘三
,刀 几 ”

由定理 和命题 直接得到

推论 在命题 的条件下
,

若 ‘ 和 “ 所决定的马 氏链 ‘ 和 “ 是 随机可 比

的
,

则保序韧合豆为 最优韧合 在 尸上 此外
,

几
,

几 夕 一 丁 ,
,

‘三

特别地
,

若 矩阵相同 即 ‘ “ 尸 且 尸 单调
,

保序韧合就是 最优栖合的

应当指出
,

条件 是很弱的
,

已知的例子均满足 另外
,

张绍义已对离散状态空间证明 最

优栖合总存在
,

参看陈定理

虽 结 果 的 证 明

定理 的证明 由妇 易看出
,

只需构造 君上的一个满足
,

的口矩阵即可 因

保序韧合只涉及‘三 的情形
,

下面只构造此情形下的祸合
,

时简单地定义成基本祸合或齐步

走祸合 , , , ,

但在 ’ 时需对称地给出构造 记
, 任 几

当‘ 时
,

令

武
,

艺
,

武
,

无
,

弓泛
, 一 、孟,

,

武、
,

, ‘
, 。迄, 一 弓艾,

,

。 , 八 好觅,
,

试
,

、、
,

, 。 ,
,

武、,

,
, 。

忿’
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我们的想法是先尽可能大地定义武
,

云
,

全 十
,

再递推地定义武‘
, 一 ,

孙
,

丈
, ,

剩余的
“

负荷
’

定义成
,

‘
,

以满足边缘条件 令

‘
,

‘
·

, ’
,

‘, ‘
·

好
, ,

七了

一 , · ,
·

一 , 一 , · , ·

一 , ·

,

一 , ·

一 , ·

一 一 , · ,

一 , ·

一 , ·

一 一 , ·

由此递推地定义一列 , 的映射

、产‘几‘
护、矛了

,

“
·

了 ‘
,

‘,
·

一 了 ‘
,

“
· ‘ ,

, · , ·

一 无
,

·

丛

定义

武艺
, ,

武公
, ,

, 八 , ,

三 三
,

, ,

三

对称地定义
,

丈
, ,

三 三‘一 和 外
, ,

力
,

三‘一 ,

其余的都定义为零 当然

为了保守性
,

要定义

武‘
,

丈
,

力二 一 艺 武
, ,

七 , , 护
,

显然
,

以上构造有武‘
,

大
, 二 。

, ,

因而满足 现在只需验证边缘条件 情形

是平凡的
,

与 具对称性
,

因此
,

只需证明情形 满足 以下是证明中用到的简单关系

式
,

略去证明

一 ‘ , 一 ,

香 一 一 吞
,

, 〔 几
, 〔 几

,

全
·

, · ,
·

,

, · , · ,

三
,

十

,
·

一 , · ,

三

首先
,

任意 全
,

艺 武‘
, 。 ,

武‘
,

‘
,

武‘
,

了
,

七

,

艺 武
, ,

二

,

武‘
, ,

一
了 ,

,

了 护 二 心车
,

由
一

· ·
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其次
,

任意 全

武
, , 。

孙
,

云
,

哟 艺 。
, 。 人

, , 。

若存在 。 七 。使得 。
,

了 。
, 。 。‘ ,

不妨设 。 是其中最小的 那么
,

由 和
,

, 。 ,

。 一 。
, ,‘ 。

,

。
,

。
, 。 一 ,

。 三 。 , 。 ,

全
,

即有了 。
,

无 。 , ,

无七 。 ,

由此得

斌‘
, , ,

七 武
, 。‘ , 。 。

, 。 、

武‘
, ,

。
, 。 , 。 三

·

所 以
,

一

艺武‘
, “‘,

无 。 , ‘ 。 , ,‘ , ,‘

几 一

艺 。 , 。 。‘ , , 。‘, , 。 由
“二

份
刀 一 ‘

由 和

由

十、飞才、产
认‘艺 。 ,

无 。‘ 。‘ , , , ,‘ , , ,

七二份
月 一 乙

艺 ”, , , ,

卜
。‘ 。

, 一

无二

介 一

艺 。
,

。 , 。
, 。 一 。‘

由 ,‘的取法
七
·

一
, 。‘ 。‘ 。月

, , ,‘ 七

否则
,

任意 , 七 。 , 。 , 。 七 了 。‘ , ,‘ ‘ ,

故

艺 斌
, 。‘ , ,‘

艺 。
, ,‘ , , ,

全

记 艺 。 , , 。‘ ,

全 。 如果能证明

一

立
。尸 、默 七 ” , ,

二

由尸 ’ 和 随机可比知 成立
,

故令 、 得

端 三 ,

粼即 乙 听
‘

三
二 七一 ‘ 】

。 乙 了 。‘, ,‘ 。‘ 三

再由 得

艺 武‘, 。 , , 、月
几

七
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从而证明了边缘条件 下面用归纳法补证 注意到

。 。
,

。 好段三 , 。
,

。

。

。 三

。
,

好欺 嵘

了了
, 。

汤一 必款 岌‘ ,

卜
士

, 户

, 刀
,

好架
, 一 , 蕊幻‘形刹二

, 。 ,

。 。

“
,

。 了 。
,

。 一 了 。
,

。 。 由
,

和假设

, 。
, 。 , 月

,

假设直至 一 时
,

均成立
,

那么
,

七一

。
, 。 。、 。

, 。 一 。
, 一 。 由

· , ·

七一

艺 。 , 。 。 。 , 一 。

。 ,

无 。 一 一 。
, 一 。 由

一

省
, , 。 , 。 。‘ 十 , , 。

,

、 。 , , 。
, 一 。‘ 由

艺 。
, 。 。‘ ,

。

。 , 一 。 一 。‘ , 一 。

了 。 , 。 艺
。 , , 。 一 。

, 。 。

几

全 艺
, ,

, 。 一 。习
”

由此递推得
, , 、 正一

全
, 一 艺 犷

, 艺 立毋
二 十

另一方面

七一

三 艺
, , 。 , 。‘

。‘, , 。 , 一 。

。
, 一 。 一 。

, 无一 由 和

仃 。
, ,‘ 。‘ 了

, 一 。 了了 。 , 一 。‘ 由

了,
, , 。 ,

七一 由假设

﹃省﹃省﹃省︻

二 ⋯二 ,
,

叻 。 。器
因此

,

由归纳法得证 对任意 全 。 均成立 至此完成了定理的证明
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命题 的证明 条件 保证以下推导中的拆项
,

合并项以及应用 定理成立 假定

艺三 ,

只户‘
,

艺 武‘
,

。
, 。 。

, 一 ,

,

艺 艺 试
, 。 , 。 户 , ,‘ 一 夕 ‘

,

艺 武‘
,

。
, 户 , 。 一 户‘

,

,

三

艺 艺 武‘,

。
, 。 ,‘ 一 。 一

武
,

。
, 。 一 夕艺孙兄

” ”

艺 艺 武
, ,

, ,‘ 一 夕

艺 好扮
一 ￡ 武

, 。 , 。 ,‘ 一 。 一 艺 。君一 艺 武、
, , , , ,‘ , 。‘ 一 , 、

》几

夕 一 几 夕 ‘ 艺 艺 武‘
, 。 , ,‘ 夕 , ,‘ 一 , , 一 夕 夕 ,

所以

几户 ,

几 , 一 几 又 武
, 。 , ,‘ 夕 。‘ 一 夕 ,

” 泞己
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,
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议
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