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1 第第第一一一章章章

1.1 习习习题题题1.1

1. 某纺织品公司所属 3 家服装厂为其生产衬衣、长裤和外套. 设一卷布在一厂可生产 20 件衬

衣、10 条长裤和 5 件外套, 而二厂与三厂生产量分别为 4, 18, 7 和 2, 5, 16, 试用矩阵来表示该公司生产这

三种服装的情况.

解: 用 aij 表示第 i 种服装在第 j 厂的生产量(i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3), 则

A =

 20 4 2
10 18 5
5 7 16

 .
2. 设甲省两个城市 a1, a2 和乙省三个城市 b1, b2, b3 的交通路线如图 1 所示, 而乙省三个城

市 b1, b2, b3 与丙省两城市 c1, c2 的交通路线如图 2 所示, 其中每条线上的数字表示联结该两城市的不同

道路的总数.

试用矩阵表示甲、乙两省及乙、丙两省城市间的通路信息.

解: 用 aij 表示甲省第 i 个城市与乙省第 j 个城市的通路数(i = 1, 2; j = 1, 2, 3), 用 bij 表示乙省

第 i 个城市与丙省第 j 个城市的通路数(i = 1, 2, 3; j = 1, 2), 则

A =

[
3 1 2
1 0 3

]
, B =

 2 1
3 4
1 2

 .
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1.2 习习习题题题1.2

习习习题题题1.2(A)

1. 计算下列矩阵的乘积

1)

 4 3 1
1 −2 3
5 7 0

 7
2
1

; 2)

[
2 1 4 0
1 −1 3 4

]
1 3 1
0 −1 2
1 −3 1
4 0 2

; 3) (a1, a2, · · · , an)


a1
a2
...

an

;

4)


b1
b2
...

bn

 (a1, a2, · · · , an); 5)

[
a b

ma mb

] [ −1 1
a

b
−a
b

]
;

6) (x1, x2, x3)

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 x1
x2
x3

; 7)


1 2 1 0
0 1 0 1
0 0 2 1
0 0 0 3




1 0 3 1
0 1 2 −1
0 0 −2 3
0 0 0 −3

.
解:

1) 原式 =

 28 + 6 + 1
7− 4 + 3

35 + 14 + 0

 =

 35
6
49

.
2) 原式 =

[
2 + 0 + 4 + 0 6− 1− 12 + 0 2 + 2 + 4 + 0
1 + 0 + 3 + 16 3 + 1− 9 + 0 1− 2 + 3 + 8

]
=

[
6 −7 8

20 −5 10

]
.

3) 原式 = a21 + a22 + · · ·+ a2n.

4) 原式 =


b1a1 b1a2 · · · b1an
b2a1 b2a2 · · · b2an

...
...

...
bna1 bna2 · · · bnan

.
5) 原式 =

[
−a+ a a− a

−ma+ma ma−ma

]
=

[
0 0
0 0

]
.

6)

原式 = (a11x1 + a12x2 + a13x3, a12x1 + a22x2 + a23x3, a13x1 + a23x2 + a33x3)

 x1
x2
x3


= a11x

2
1 + a12x1x2 + a13x1x3 + a12x1x2 + a22x

2
2 + a23x2x3 + a13x1x3 + a23x2x3 + a33x

3
3

= a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3.

7) 原式 =


1 + 0 + 0 + 0 0 + 2 + 0 + 0 3 + 4− 2 + 0 1− 2 + 3 + 0
0 + 0 + 0 + 0 0 + 1 + 0 + 0 0 + 2 + 0 + 0 0− 1 + 0− 3
0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0− 4 + 0 0 + 0 + 6− 3
0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0− 9

 =


1 2 5 2
0 1 2 −4
0 0 −4 3
0 0 0 −9

.
2. 设矩阵

A =

 1 1 1
1 1 −1
1 −1 1

 , B =

 1 2 3
−1 −2 4
0 5 1

 ,
求 3AB − 2A 及 ATB. 解:

3AB − 2A = 3

 0 5 8
0 −5 6
2 9 0

− 2

 1 1 1
1 1 −1
1 −1 1

 =

 −2 13 22
−2 −17 20
4 29 −2

 .
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ATB =

 1 1 1
1 1 −1
1 −1 1

 1 2 3
−1 −2 4
0 5 1

 =

 0 5 8
0 −5 6
2 9 0

 .
3. 已知矩阵 A = PQ, 其中

P =

 1
2
1

 , Q = (2,−1, 2),

求 A 及 A100.

解:

A = PQ =

 2 −1 2
4 −2 4
2 −1 2

 , QP = 2− 2 + 2 = 2,

A100 = P (QP )99Q = 299PQ = 299

 2 −1 2
4 −2 4
2 −1 2

 .
4. 已知 A = PΛQ, 其中

P =

[
2 3
1 2

]
, Λ =

[
1 0
0 −1

]
, Q =

[
2 −3

−1 2

]
,

计算 A8, A9, A2n, A2n+1(n 为正整数).

解: 由于

QP =

[
2 −3

−1 2

] [
2 3
1 2

]
=

[
1 0
0 1

]
= E,

Λ2 =

[
1 0
0 −1

] [
1 0
0 −1

]
=

[
1 0
0 1

]
= E,

PQ =

[
2 3
1 2

] [
2 −3

−1 2

]
=

[
1 0
0 1

]
= E,

所以, A2 = PΛQPΛQ = PΛ2Q = PQ = E. 进而, A8 = (A2)4 = E4 = E, A2n = (A2)n = En = E,

A9 = A8A = EA = A =

[
2 3
1 2

] [
1 0
0 −1

] [
2 −3

−1 2

]
=

[
2 −3
1 −2

] [
2 −3

−1 2

]
=

[
7 −12
4 −7

]
,

A2n+1 = A2nA = EA = A.

习习习题题题1.2(B)

1. 设 A =

[
1 2
1 3

]
, B =

[
1 0
1 2

]
, 问下列等式是否成立:

1) AB = BA; 2) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2; 3) (A+B)(A−B) = A2 −B2.

解: 注意到

AB =

[
1 2
1 3

] [
1 0
1 2

]
=

[
3 4
4 6

]
, BA =

[
1 0
1 2

] [
1 2
1 3

]
=

[
1 2
3 8

]
,

所以, AB ̸= BA. 结合

(A+B)2 = A2 +AB +BA+B2, (A+B)(A−B) = A2 +BA−AB −B2

的的事实, 所以, (A+B)2 ̸= A2 + 2AB +B2, (A+B)(A−B) ̸= A2 −B2.
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2. 举反例说明下列命题是错误的:

1) 若 A2 = O, 则 A = O; 2) 若 A2 = A, 则 A = O 或 A = E; 3) 若 AX = AY , 且 A ̸= O,

则 X = Y .

解: 1) 取 A =

[
1 1

−1 −1

]
, 则 A2 =

[
1 1

−1 −1

] [
1 1

−1 −1

]
=

[
0 0
0 0

]
= O, 而显然 A ̸= O.

2) 取 A =

[
1 0
0 0

]
. 显然 A ̸= O, 且 A ̸= E, 但 A2 =

[
1 0
0 0

] [
1 0
0 0

]
=

[
1 0
0 0

]
= A.

3) 取 A =

[
1 0
0 0

]
, X = A, Y = E. 显然 X ̸= Y , 但 AX = A2 = A = AE = AY .

3. 设矩阵

A =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1

 ,
求 An(n 为自然数).

解: 注意到

A = E +

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 =: E +N, N2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , Nk = O, k ≥ 3.

所以,

A2 = (E +N)2 = E +2N +N2 =

 1 2 1
0 1 2
0 0 1

 , A3 = (E +N)3 = E +3N +3N2 =

 1 3 3
0 1 3
0 0 1

 ,
因此, 推测

An =

 1 n (n−1)n
2

0 1 n
0 0 1

 = E + nN +
(n− 1)n

2
N2.

下面用数学归纳法来证明上述结论. 显然, n = 1 时结论成立. 假定直至 n = k 时结论成立, 往

证 n = k + 1 时结论依然成立. 由于

Ak+1 = AkA =
(
E + kN +

(k − 1)k

2
N2

)
(E +N) = E + kN +

(k − 1)k

2
N2 +N + kN2 +

(k − 1)k

2
N3

= E + (k + 1)N +
( (k − 1)k

2
+ k

)
N2 = E + (k + 1)N +

k(k + 1)

2
N2,

所以结论在 n = k + 1 时成立. 由数学归纳法得证.

4. 设矩阵

A =


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

 ,
求 An(n 为自然数).

解: 注意到

A2 =


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1




1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

 =


4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

 = 22E,
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A3 = A2A = 22EA = 22A, A4 = A3A = 22A2 = 2222E = 24E, 因此, 推测

An =

{
2nE, 当 n 为偶数;

2n−1A, 当 n 为奇数.

显然 n = 1 时结论成立. 假定直至 n = k 时结论成立, 往证 n = k + 1 时结论依然成立. 由于

Ak+1 = AkA =

{
2kEA, 当 k 为偶数;

2k−1A2, 当 k 为奇数
=

{
2kA, 当 k 为偶数;

2k+1E, 当 k 为奇数

=

{
2k+1E, 当 k + 1 为偶数;

2k+1−1A, 当 k + 1 为奇数,

所以结论在 n = k + 1 时成立. 由数学归纳法得证结论.

1.3 习习习题题题1.3

习习习题题题1.3(A)

1. 用分块矩阵的乘法计算下列矩阵的乘积:

1) A =


1 3 0 0 0
2 8 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 2 3 2
0 0 3 1 1

, B =


1 3 0 0 0
2 8 0 0 0
1 0 1 0 1
0 1 2 3 2
2 3 3 1 1

;

2) A =


1 0 1 0 0
0 2 −1 0 0
3 1 0 0 0
0 0 0 −2 0
0 0 0 0 −2

, B =


1 0 1 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 −1 3
0 0 0 4 2

.
解: 1) 分块为 A =

[
A11 O
O A22

]
, B =

[
B11 O
B21 B22

]
, 则 AB =

[
A11B11 O
A22B21 A22B22

]
. 经计算

A11B11 =

[
1 3
2 8

] [
1 3
2 8

]
=

[
7 27
18 70

]
,

A22B21 =

 1 0 1
2 3 2
3 1 1

 1 0
0 1
2 3

 =

 3 3
6 9
5 4

 ,
A22B22 =

 1 0 1
2 3 2
3 1 1

 1 0 1
2 3 2
3 1 1

 =

 4 1 2
14 11 10
8 4 6

 ,
所以,

AB =


7 27 0 0 0
18 70 0 0 0
3 3 4 1 2
6 9 14 11 10
5 4 8 4 6

 .

2) 分块为 A =

[
A11 O
O A22

]
, B =

[
B11 O
O B22

]
, 则 AB =

[
A11B11 O

O A22B22

]
. 经计算

A11B11 =

 1 0 1
0 2 −1
3 1 0

 1 0 1
0 2 0
0 0 3

 =

 1 0 4
0 4 −3
3 2 3

 ,
A22B22 =

[
−2 0
0 −2

] [
−1 3
4 2

]
=

[
2 −6

−8 −4

]
,
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所以,

AB =


1 0 4 0 0
0 4 −3 0 0
3 2 3 0 0
0 0 0 2 −6
0 0 0 −8 −4

 .
2. 设矩阵

A =


3 4 0 0
4 −3 0 0
0 0 2 0
0 0 2 2

 ,
求 A4.

解: 分块为 A =

[
A11 O
O A22

]
, 则 A4 =

[
A4

11 O
O A4

22

]
. 经计算

A2
11 =

[
3 4
4 −3

] [
3 4
4 −3

]
=

[
52 0
0 52

]
, A4

11 =

[
54 0
0 54

]
,

A2
22 =

[
2 0
2 2

] [
2 0
2 2

]
= 22

[
1 0
2 1

]
, A4

22 = 24
[

1 0
2 1

] [
1 0
2 1

]
= 24

[
1 0
22 1

]
=

[
24 0
26 24

]
,

所以,

AB =


54 0 0 0
0 54 0 0
0 0 24 0
0 0 26 24

 .
3. 设矩阵

A =


6 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 2 3
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0

 ,

求 A2.

解: 分块为 A =


A11 O O O
O O O A24

O A32 O O
O A42 A43 O

, 则

A2 =


A2

11 O O O
O A24A42 A24A43 O
O O O A32A24

O A43A32 O A42A24

 .
经计算

A2
11 = 36, A24A42 =

[
1 2
2 3

] [
1 1
1 1

]
=

[
3 3
5 5

]
, A24A43 =

[
1 2
2 3

] [
0
1

]
=

[
2
3

]
,

A32A24 = (1, 0)

[
1 2
2 3

]
= (1, 2), A43A32 =

[
0
1

]
(1, 0) =

[
0 0
1 0

]
,

A42A24 =

[
1 1
1 1

] [
1 2
2 3

]
=

[
3 5
3 5

]
,
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所以,

A2 =


36 0 0 0 0 0
0 3 3 2 0 0
0 5 5 3 0 0
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 3 5
0 1 0 0 3 5

 .

习习习题题题1.3(B)

1. 设 A 为 n 阶矩阵, β1, β2, · · · , βn 为 A 的列子快, 试用 β1, β2, · · · , βn 表示 ATA.

解:

ATA =


βT
1

βT
2
...

βT
n

 (β1, β2, · · · , βn) =


βT
1 β1 βT

1 β2 · · · βT
1 βn

βT
2 β1 βT

2 β2 · · · βT
2 βn

...
...

...
βT
n β1 βT

n β2 · · · βT
n βn

 .
2. 设 A 为 n 阶矩阵, α1, α2, · · · , αn 为 A 的行子快, 试用 α1, α2, · · · , αn 表示 AAT = E 成立的条

件.

解:

AAT =


α1

α2

...
αn

 (αT
1 , α

T
2 , · · · , αT

n ) =


α1α

T
1 α1α

T
2 · · · α1α

T
n

α2α
T
1 α2α

T
2 · · · α2α

T
n

...
...

...
αnα

T
1 αnα

T
2 · · · αnα

T
n

 .
所以, AAT = E 当且仅当

αiα
T
j = δij =

{
1, i = j;

0, i ̸= j,
i, j = 1, 2, · · · , n.

1.4 习习习题题题1.4

习习习题题题1.4(A)

1. 设 A,B 均为 n 阶上三角形矩阵, 试证 AB 亦为 n 阶上三角形矩阵.

证明: 记 A = (aij), B = (bij), C = AB = (cij). 显然, C 为 n 阶矩阵. 由于 A,B 均为 n 阶上三角

形矩阵, 即 aij = 0, bij = 0(i > j). 当 i > j 时,

cij =

n∑
k=1

aikbkj =

i−1∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=i

aikbkj =

i−1∑
k=1

0 · bkj +
n∑

k=i

aik · 0 = 0,

所以, C 亦为 n 阶上三角形矩阵.

2. 设 A 为任意矩阵, 试证 AAT 与 ATA 均为 对称矩阵.

证明: 由于 (AAT)T = (AT)TAT = AAT, (ATA)T = AT(AT)T = ATA, 所以, AAT 与 ATA 均为 对

称矩阵.

3. 设 A 为反称矩阵, B 为对称矩阵, 试证:

1) A2 是对称矩阵; 2) AB −BA 是对称矩阵; 3) AB 是反称矩阵的充分必要条件是 AB = BA.
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证明: 1) (A2)T = ATAT = (−A)(−A) = A2, 所以 A2 为 对称矩阵.

2) (AB − BA)T = (AB)T − (BA)T = BTAT − ATBT = B(−A) − (−A)B = AB − BA, 所以,

AB −BA 是对称矩阵.

3) 必要性. 设 AB 是反称矩阵, 则 (AB)T = −AB, 因此, AB = −(AB)T = −BTAT = −B(−A) =

BA.

充分性. 设 AB = BA, 则 (AB)T = BTAT = B(−A) = −BA = −AB, 因此, AB 是反称矩阵.

4. 若 A 为反称矩阵, 则 AT 亦为反称矩阵.

证明: 由于 (AT)T = A = −AT, 所以, AT 亦为反称矩阵.

习习习题题题1.4(B)

1. 设 A,B 为 n 阶对称矩阵, 则 AB 是对称矩阵的充分必要条件是 AB = BA.

证明: 必要性. 设 AB 是对称矩阵, 则 AB = (AB)T = BTAT = BA.

充分性. 设 AB = BA, 则 (AB)T = BTAT = BA = AB, 因此, AB 是对称矩阵.

2. 设 A,B 为 n 阶反称矩阵, 则 AB 是对称矩阵的充分必要条件是 AB = BA.

证明: 必要性. 设 AB 是对称矩阵, 则 AB = (AB)T = BTAT = (−B)(−A) = BA.

充分性. 设 AB = BA, 则 (AB)T = BTAT = (−B)(−A) = BA = AB, 因此, AB 是对称矩阵.

3. 设 A,B 为 n 阶反称矩阵, 则 AB 是反称矩阵的充分必要条件是 AB = −BA.

证明: 必要性. 设 AB 是反称矩阵, 则 AB = −(AB)T = −BTAT = −(−B)(−A) = −BA.

充分性. 设 AB = −BA, 则 (AB)T = BTAT = (−B)(−A) = BA = −AB, 因此, AB 是反称矩阵.

4. 设 A 为 实对称矩阵. 若 A2 = O, 则 A = O.

证明: 由于 A2 = O, 则 A2 其主对角线元素均为零, 即 0 =
∑n

k=1 aikaki(i = 1, 2, · · · , n). 注意

到 A为实对称矩阵, 所以, 0 =
∑n

k=1 a
2
ik, 进而, aik = 0(k = 1, 2, · · · , n). 由 i的任意性, 有 aik = 0(i, k =

1, 2, · · · , n), 即 A = O.

1.5 习习习题题题1.5

习习习题题题1.5(A)

1. 把下列矩阵化为行最简形矩阵:

1)

 1 0 2 −1
2 0 3 1
3 0 4 3

; 2)

 0 2 −3 1
0 3 −4 3
0 4 −7 −1

;
3)


1 −1 3 −4 3
1 −1 2 −2 1
2 −2 3 −2 0
3 −3 4 −2 1

; 4)


2 −3 7 4 3
1 2 0 −2 −4

−1 5 −7 −6 7
3 −2 8 3 0

.



9

解: 1) 1 0 2 −1
2 0 3 1
3 0 4 3

 −2r1+r2
−3r1+r3
−−−−→

 1 0 2 −1
0 0 −1 3
0 0 −2 6

 −2r2+r3
2r2+r1
−−−−→

 1 0 0 5
0 0 −1 3
0 0 0 0

 −r2
−−−−→

 1 0 0 5
0 0 1 −3
0 0 0 0

 .
2) 0 2 −3 1

0 3 −4 3
0 4 −7 −1

 −r2+r3
−r1+r2
−−−−→

 0 2 −3 1
0 1 −1 2
0 1 −3 −4

−2r2+r1
−2r2+r3
−−−−→

 0 0 −1 −3
0 0 −1 2
0 0 −2 −6

 r2↔r3
−−−−→

 0 1 −1 2
0 0 −1 −3
0 0 −2 −6


−r2+r1
−2r2+r3
−−−−→

 0 1 0 5
0 0 −1 −3
0 0 0 0

 −r2
−−−−→

 0 1 0 5
0 0 1 3
0 0 0 0

 .
3)

1 −1 3 −4 3
1 −1 2 −2 1
2 −2 3 −2 0
3 −3 4 −2 1


−r1+r2
−2r1+r3
−−−−→
−3r1+r4


1 −1 3 −4 3
0 0 −1 2 −2
0 0 −3 6 −6
0 0 −5 10 −8


3r2+r1
−3r2+r3
−−−−→
−5r2+r4


1 −1 0 2 −3
0 0 −1 2 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 2


r4+r2
− 1

2 r2
−−−−→
r3↔r4


1 −1 0 2 −3
0 0 −1 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


3r3+r1
−r2

−−−−→


1 −1 0 2 0
0 0 1 −2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .
4)
2 −3 7 4 3
1 2 0 −2 −4

−1 5 −7 −6 7
3 −2 8 3 0


2r3+r1
r3+r2

−−−−→
3r3+r4


0 7 −7 −8 17
0 7 −7 −8 3

−1 5 −7 −6 7
0 13 −13 −15 21


−r1+r2
−r3

−−−−→
−2r1+r4


0 7 −7 −8 17
0 0 0 0 −14
1 −5 7 6 −7
0 −1 1 1 −13


r1↔r3
r2↔r4
−−−−→
−r4+r2


1 −5 7 6 −7
0 −1 1 1 1
0 7 −7 −8 17
0 0 0 0 −14


−5r2+r1
7r2+r3
−−−−→
− 1

14 r4


1 0 2 1 −12
0 −1 1 1 1
0 0 0 −1 24
0 0 0 0 1


12r4+r1
−r4+r2
−−−−→
−24r4+r3


1 0 2 1 0
0 −1 1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1


r3+r1
r3+r2

−−−−→


1 0 2 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1


−r2
−r3

−−−−→


1 0 2 0 0
0 1 −1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .
2. 设

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 , B =

 a31 a32 + 3a33 a33
a21 a22 + 3a23 a23
a11 a12 + 3a13 a13

 , P1 =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , P2 =

 1 0 0
0 1 0
0 3 1

 ,
则 B = ( ).

(A) P1P2A; (B) AP2P1; (C) P1AP2; (D) P2AP1.

解: B 是 A 经过这样的变换得到: 将第 1, 3 两行对换, 再将第 3 列的 3 倍加到第 2 列, 因此,

B = P1AP2, 正确答案为(C).

3.

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

10  a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

11

= ( ).

(A)

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 ; (B)

 c1 c2 c3
b1 b2 b3
a1 a2 a3

 ; (C)

 a3 a2 a1
b3 b2 b1
c3 c2 c1

 ; (D)

 a3 a1 a2
b3 b1 b2
c3 c1 c2

 .
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解: 左乘的初等矩阵是将原矩阵第 1, 3 行互换, 乘 10 次等价于没换; 右乘的初等矩阵是将原矩阵

第 1, 3 列互换, 乘 11 次等价于乘 1 次, 因此, 正确答案为(C).

习习习题题题1.5(B)

1. 计算  1 0 0
0 1 0
0 1 1

11  −1 −1 −1
1 1 1

−2 −2 −2

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

11

.

解:

原式 =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

10  −1 −1 −1
1 1 1

−1 −1 −1

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

11

= · · · =

 −1 −1 −1
1 1 1
9 9 9

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

11

=

 −1 −2 −1
1 2 1
9 18 9

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

10

= · · · =

 −1 −12 −1
1 12 1
9 108 9

 .
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2 第第第二二二章章章

2.1 习习习题题题2.1

习习习题题题2.1(A)

1. 利用对角线法则计算下列三阶行列式:

1)

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
1 −4 −1

−1 8 3

∣∣∣∣∣∣; 2)

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣; 3)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣; 4)

∣∣∣∣∣∣
x y x+ y
y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣.
解: 1)原式 = −24+0+8−4−(−16) = −4. 2)原式 = acb+bac+cab−c3−b3−a3 = 3abc−a3−b3−c3.

3)

原式 = bc2 + ca2 + ab2 − a2b− ac2 − cb2 = (b− a)c2 + c(a2 − b2) + ab(b− a)

= (a− b)(c(a+ b)− c2 − ab) = (a− b)(b− c)(c− a).

4)

原式 = xy(x+ y) + xy(x+ y) + xy(x+ y)− (x+ y)3 − y3 − x3

= 3x2y + 3xy2 − (x+ y)3 − y3 − x3 = −2(x3 + y3).

2. 按自然数从小到大为标准次序, 求下列各排列的逆序数:

1) 1234; 2) 4132; 3) 3421; 4) 2413; 5) 13 · · · (2n− 1)24 · · · (2n);

6) 13 · · · (2n− 1)(2n)(2n− 2) · · · 2.

解: 1) τ(1234) = 0. 2) τ(4132) = 3 + 1 = 4. 3) τ(3421) = 2 + 2 + 1 = 5. 4) τ(2413) = 1 + 2 = 3;

5) τ(13 · · · (2n− 1)24 · · · (2n)) = 0 + 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) = n(n−1)
2 .

6) τ(13 · · · (2n− 1)(2n)(2n− 2) · · · 2) = 0 + 1 + 2 · · ·+ (n− 1) + (n− 1) + · · ·+ 1 = n(n− 1).

3. 求出 i 与 j, 使 817i25j49 成为奇排列.

解: 由于 τ(817325649) = 7+0+5+1+0+1+1+0 = 15,所以 817325649是奇排列,故 i = 3, j = 6.

4. 写出四阶行列式中含有 a11a23 的均布项.

解: 四阶行列式中含有 a11a23 的均布项有 a11a23a32a44, a11a23a34a42.

5. 在五阶行列式中, 下列各项均布项应取什么符号? 1) a13a24a32a41a55; 2) a31a42a13a24a55.

解: 1) 行排列是标准排列, 列排列的逆序数 τ(34215) = 2 + 2 + 1 + 0 = 5, 取负号.

2) 列排列是标准排列, 行排列的逆序数 τ(34125) = 2 + 2 + 0 + 0 = 4, 取正号.

习习习题题题2.1(B)

1. 设排列 a1a2 · · · an 的逆序数为 m, 且 a2a3 · · · an中小于 a1 的有 s 个, 求排列 a1anan−1 · · · a2 的

逆序数.

解: 直观上, 若 τ(b1b2 · · · bn) = k, 则 τ(bnbn−1 · · · b1) = (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1− k = n(n−1)
2 − k,

因为有 k 对序顺过来了. 下面我们证明这个结果.
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记排列 b1b2 · · · bn 中 bn 左边比 bn 大的元素个数为 k1, bn−1 左边比 bn−1 大的元素个数为 k2, · · · ,

b2 左边比 b2 大的元素个数为 kn−1. 则 τ(b1b2 · · · bn) = k1 + k2 + · · ·+ kn−1.

记排列 bnbn−1 · · · b1 中 bn 右边比 bn 小的元素个数为 k′1, bn−1 右边比 bn−1 小的元素个数为 k′2, · · · ,

b2 右边比 b2 小的元素个数为 k′n−1. 则 τ(bnbn−1 · · · b1) = k′1 + k′2 + · · ·+ k′n−1.

注意到 k1+k
′
1 = n−1, k2+k

′
2 = n−2, · · · , kn−1+k

′
n−1 = 1,所以, τ(b1b2 · · · bn)+τ(bnbn−1 · · · b1) =

(n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1 = n(n−1)
2 . 得证前述结论.

应用该结论.由于 a2a3 · · · an 的逆序数为 m−s,所以 anan−1 · · · a2 的逆序数是 (n−1)(n−2)
2 − (m−s),

因此, τ(a1anan−1 · · · a2) = s+ (n−1)(n−2)
2 − (m− s) = (n−1)(n−2)

2 −m+ 2s.

2. 用行列式的定义证明

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

证明: 由于当 i ≥ 3, j ≥ 3 时, aij = 0, 而均布项 a1j1a2j2a3j3a4j4a5j5 中 j3, j4, j5 三个数中必有一个

大于等于 3(否则, 三个数都小于 3, 矛盾), 因此, 均布项都为零, D = 0.

3. 计算由行列式定义的多项式

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x x 1 2
1 x 1 1
3 2 x 1
1 1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣
中 x4 与 x3 的系数, 并求 f(x) 的常数项.

解: 含 x4 的项只有 (−1)τ(1234)a11a22a33a44 = 2x4, 所以 x4 的系数为 2.

含 x3 的项只有 (−1)τ(2134)a12a21a33a44 = −x3, 所以 x3 的系数为 −1.

常数项则为

(−1)τ(3142)a13a21a34a42 + (−1)τ(3421)a13a24a32a41 + (−1)τ(3412)a13a24a31a42 + (−1)τ(4123)a14a21a32a43

+ (−1)τ(4321)a14a23a32a41 + (−1)τ(4312)a14a23a31a42 = −1− 2 + 3− 4 + 4− 6 = 6.

2.2 习习习题题题2.2

习习习题题题2.2(A)

1. 计算下列各行列式的值:

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
1 3 5 0
0 1 5 6
1 2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣; 3)

∣∣∣∣∣∣
−ab ac ae
bd −cd de
bf cf −ef

∣∣∣∣∣∣;
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4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 2 0 0
...

...
...

...
...

2002 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 0 2003

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解: 1)

原式
−r1+r2====
−r1+r4

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
0 1 5 −1
0 1 5 6
0 0 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
0 1 5 −1
0 1 5 6
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r2+r3==== 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
0 1 5 −1
0 0 0 7
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
r3↔r4==== −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 1
0 1 5 −1
0 0 1 1
0 0 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −21.

2)

原式

−r1+r2
−r1+r3====
−r1+r4

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −8.

3)

原式 = adf

∣∣∣∣∣∣
−b c e
b −c e
b c −e

∣∣∣∣∣∣ = abcdef

∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ r1+r2====
r1+r3

abcdef

∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
0 0 2
0 2 0

∣∣∣∣∣∣
r2↔r3==== −abcdef

∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
0 2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 4abcdef.

4)

原式
r1↔r2002
r2↔r2001====

···
r1001↔r1002

(−1)1001

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2002 0 · · · 0 0 0
0 2001 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 0 0 2003

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2003!.

2. 证明:

1)

∣∣∣∣∣∣
a2 ab b2

2a a+ b 2b
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (a− b)3; 2)

∣∣∣∣∣∣
ax+ by ay + bz az + bx
ay + bz az + bx ax+ by
az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣ = (a3 + b3)

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣;
3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2 (a+ 3)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2 (b+ 3)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2 (c+ 3)2

d2 (d+ 1)2 (d+ 2)2 (d+ 3)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

证明: 1)

左边
r1↔r3==== −

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2a a+ b 2b
a2 ab b2

∣∣∣∣∣∣ −a2r1+r3====
−2ar1+r2

−

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 b− a 2(b− a)
0 a(b− a) (b+ a)(b− a)

∣∣∣∣∣∣ = −(b− a)2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 2
0 a b+ a

∣∣∣∣∣∣
−ar2+r3==== −(b− a)2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 2
0 0 b− a

∣∣∣∣∣∣ = −(b− a)3 = (a− b)3 =右边.
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2)

左边 =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az

ay + bz az + bx ax+ by
az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

by bz bx
ay + bz az + bx ax+ by
az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣
x y z

ay + bz az + bx ax+ by
az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣
y z x

ay + bz az + bx ax+ by
az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣ := aI + bII

而

I =

∣∣∣∣∣∣
x y z
ay az ax

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

x y z
bz bx by

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣
x y z
z x y

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
az ax ay

∣∣∣∣∣∣+ a

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
bx by bz

∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣
x y z
z x y
az ax ay

∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣
x y z
z x y
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
= a2

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣+ a · 0 + b · 0 + b · 0 = a2

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣ ,

II =

∣∣∣∣∣∣
y z x
ay az ax

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

y z x
bz bx by

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣
= 0 + b

∣∣∣∣∣∣
y z x
z x y

az + bx ax+ by ay + bz

∣∣∣∣∣∣ = b

∣∣∣∣∣∣
y z x
z x y
az ax ay

∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣
y z x
z x y
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
= b · 0 + b2

∣∣∣∣∣∣
y z x
z x y
x y z

∣∣∣∣∣∣ = b2

∣∣∣∣∣∣
y z x
z x y
x y z

∣∣∣∣∣∣ .
因此,

左边 = a3

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣+ b3

∣∣∣∣∣∣
y z x
z x y
x y z

∣∣∣∣∣∣ = a3

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣+ b3(−1)2

∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣ =右边.
3)

左边

−c3+c4
−c2+c3====
−c1+c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a+ 1 2a+ 3 2a+ 5
b2 2b+ 1 2b+ 3 2b+ 5
c2 2c+ 1 2c+ 3 2c+ 5
d2 2d+ 1 2d+ 3 2d+ 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
−c3+c4====
−c2+c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a+ 1 2 2
b2 2b+ 1 2 2
c2 2c+ 1 2 2
d2 2d+ 1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 =右边.

3. 设 n 阶方阵 A = (aij)n×n, 把 A 上下翻转, 或逆时针旋转 90◦, 或依次对角线翻转, 依次得

A1 =

 an1 · · · ann
...

...
a11 · · · a1n

 , A2 =

 a1n · · · ann
...

...
a11 · · · an1

 , A3 =

 ann · · · a1n
...

...
an1 · · · a11

 ,
试证: 1) |A1| = |A2| = (−1)

n(n−1)
2 |A|; 2) |A3| = |A|.
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证明: 1)

|A1|
r1↔rn==== (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
an−1,1 · · · an−1,n

...
...

a21 · · · a2n
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r2↔rn−1
==== (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
a21 · · · a2n
...

...
an−1,1 · · · an−1,n

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · =

{
(−1)k|A|, 当 n = 2k;

(−1)k−1|A|, 当 n = 2k − 1.

而当 n = 2k 时, (−1)k = ((−1)k)2k−1 = (−1)k(2k−1) = (−1)
2k(2k−1)

2 = (−1)
n(n−1)

2 ; 当 n = 2k −

1 时, (−1)k−1 = ((−1)k−1)2k−1 = (−1)(k−1)(2k−1) = (−1)
(2k−1)(2k−2)

2 = (−1)
n(n−1)

2 . 所以, |A1| =

(−1)
n(n−1)

2 |A|.

由前面的证明知,

|A2| = (−1)
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · an1
...

...
a1n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
n(n−1)

2 |A|.

2) 由1)中关于上下翻转证结论的证明, 类似可以得到关于左右翻转的结论, 因此,

|A3| = (−1)
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣
a1n · · · ann
...

...
a11 · · · an1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
n(n−1)

2 |A2| = (−1)n(n−1)|A| = |A|.

习习习题题题2.2(B)

1. 计算下列各方阵的行列式:

1)


1 1

2
1
2

1
2

1
2 1 1

2
1
2

1
2

1
2 1 1

2
1
2

1
2

1
2 1

; 2)


1 2 1 1
2 4 −1 1

201 202 99 98
1 2 −1 −2

;

3) A =


a b c d

−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

 (提示: 考虑 |AAT|).

解: 1)

原式=
1

16

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
r2+r1
r3+r1====
r4+r1

1

16

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 5 5 5
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣=
5

16

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1+r2
−r1+r3====
−r1+r4

5

16

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
5

16
.
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2)

原式
−r4+r3====

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
2 4 −1 1

200 200 100 100
1 2 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
2 4 −1 1
2 2 1 1
1 2 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r3+r2
−r4+r3====
−r1+r4

100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
0 2 −2 0
1 0 2 3
0 0 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
r4+r3==== 100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
0 2 −2 0
1 0 0 0
0 0 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
r1↔r3==== 100(−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 2 −2 0
1 2 1 1
0 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1+r3==== 100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 2 −2 0
0 2 1 1
0 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r2+r3==== 100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 2 −2 0
0 0 3 1
0 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r4+r3==== 100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 2 −2 0
0 0 1 −2
0 0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2r3+r4==== 100

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 2 −2 0
0 0 1 −2
0 0 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1400.

3) 注意到

AAT =


a b c d

−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a



a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

 = (a2 + b2 + c2 + d2)E.

因此, |A|2 = |A||AT| = |AAT| = |(a2+b2+c2+d2)E| = (a2+b2+c2+d2)4,则 |A| = ±(a2+b2+c2+d2)2.

这时 a, b, c, d 是任意的, 为判定正负号, 特别地取 b = c = d = 0 , 则 A = aE, |A| = a4 ≥ 0, 所以, 应该取

正号, 即 |A| = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

2. 计算下列各 n 阶方阵的行列式:

1)


x a · · · a
a x · · · a
...

...
...

a a · · · x

; 2)


a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn

...
...

...
an + b1 an + b2 · · · an + bn

.
解: 1)

原式

r2+r1
r3+r1====

···
rn+r1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ (n− 1)a x+ (n− 1)a · · · x+ (n− 1)a

a x · · · a
...

...
...

a a · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ (n− 1)a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
a x · · · a
...

...
...

a a · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−ar1+r2
−ar1+r3====

···
−ar1+rn

(x+ (n− 1)a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 x− a · · · 0
...

...
...

0 0 · · · x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ (n− 1)a)(x− a)n−1.

2) 当 n = 1 时, 原式 = a1 + b1. 当 n = 2 时,

原式 =

∣∣∣∣ a1 + b1 a1 + b2
a2 + b1 a2 + b2

∣∣∣∣ −r2+r1===

∣∣∣∣ a1 − a2 a1 − a2
a2 + b1 a2 + b2

∣∣∣∣ = (a1 − a2)

∣∣∣∣ 1 1
a2 + b1 a2 + b2

∣∣∣∣
= (a1 − a2)(b2 − b1).

当 n ≥ 3 时,

原式
−r2+r1===
−r3+r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − a2 a1 − a2 · · · a1 − a2
a2 − a3 a2 − a3 · · · a2 − a3
a3 + b1 a3 + b2 · · · a3 + bn

...
...

...
an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(a1 − a2)(a2 − a3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
1 1 · · · 1

a3 + b1 a3 + b2 · · · a3 + bn
...

...
...

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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3. 试证: 奇数阶反称矩阵的行列式的值必为零.

证明: 设 A 为 2n − 1 阶反称矩阵, 则 AT = −A, 进而, |A| = |AT| = | − A| = (−1)2n−1|A| = −|A|,

所以, |A| = 0.

4. 设 A = (aij)n×n, 且 |A| = 2, 求当 b ̸= 0 时, 方阵 A1 = (aijb
i−j)n×n 的行列式的值.

解: 方法一. 先每行取公因子, 再每列取公因子, 得到

|A1| = b1b2 · · · bnb−1b−2 · · · b−n|A| = |A| = 2.

方法二. 记 B = diag(b, b2, · · · , bn), C = diag(b−1, b−2, · · · , b−n), 即 B 的 (i, j) 元为 bij = biδij ,

C 的 (i, j) 元为 cij = b−jδij . 令 H = BAC. 则 H 的 (i, j) 元为

hij =
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

bikakℓcℓj =
n∑

k=1

bik

n∑
ℓ=1

akℓb
−jδℓj =

n∑
k=1

bikakjb
−j =

n∑
k=1

biδikakjb
−j = biaijb

−j = aijb
i−j ,

所以, H = A1. 因此, |A1| = |H| = |B||A||C| = b1b2 · · · bn|A|b−1b−2 · · · b−n = |A| = 2.

5. 设 abcd = 1, 计算

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 + 1

a2 a 1
a 1

b2 + 1
b2 b 1

b 1
c2 + 1

c2 c 1
c 1

d2 + 1
d2 d 1

d 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
解:

D =
1

a2b2c2d2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 + 1 a3 a a2

b4 + 1 b3 b b2

c4 + 1 c3 c c2

d4 + 1 d3 d d2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 a3 a a2

b4 b3 b b2

c4 c3 c c2

d4 d3 d d2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a3 a a2

1 b3 b b2

1 c3 c c2

1 d3 d d2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 a2 1 a
b3 b2 1 b
c3 c2 1 c
d3 d2 1 d

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 a a2 1
b3 b b2 1
c3 c c2 1
d3 d d2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 a2 a 1
b3 b2 b 1
c3 c2 c 1
d3 d2 d 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 a2 a 1
b3 b2 b 1
c3 c2 c 1
d3 d2 d 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

2.3 习习习题题题2.3

习习习题题题2.3(A)

1. 计算下面 4 阶方阵的行列式的值:

1)


a 1 0 0

−1 b 1 0
0 −1 c 1
0 0 −1 d

; 2)


1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a4 b4 c4 d4

.
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解: 1)

原式
ar2+r1====

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 + ab a 0

−1 b 1 0
0 −1 c 1
0 0 −1 d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)(−1)2+1

∣∣∣∣∣∣
1 + ab a 0

−1 c 1
0 −1 d

∣∣∣∣∣∣
dc2+c3====

∣∣∣∣∣∣
1 + ab a ad

−1 c 1 + cd
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = (−1)(−1)3+2

∣∣∣∣ 1 + ab ad
−1 1 + cd

∣∣∣∣
= (1 + ab)(1 + cd)− (−ad) = abcd+ ab+ cd+ ad+ 1.

2) 方法一. 由 Vandermonde 行列式得出

原式 = a4(−1)4+1

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
b c d
b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣+ b4(−1)4+2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a c d
a2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣+ c4(−1)4+3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b d
a2 b2 d2

∣∣∣∣∣∣
+ d4(−1)4+4

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣
= −a4(c− b)(d− b)(d− c) + b4(c− a)(d− a)(d− c)

− c4(b− a)(d− a)(d− b) + d4(b− a)(c− a)(c− b),

进而,

原式 = (b4 − a4)(c− b)(d− b)(d− c) + b4(c− a)(d− a)(d− c)− b4(c− b)(d− b)(d− c)

+ (d4 − c4)(b− a)(d− a)(d− b) + d4(b− a)(c− a)(c− b)− d4(b− a)(d− a)(d− b)

= (b− a)(d− c)(d− b)[(b2 + a2)(b+ a)(c− b) + (d2 + c2)(d+ c)(d− a)]

+ b4(d− c)[(c− a)(d− a)− (c− b)(d− b)] + d4(b− a)[(c− a)(c− b)− (d− a)(d− b)]

= (b− a)(d− c)(d− b)[(b2 + a2)(b+ a)(c− b) + (d2 + c2)(d+ c)(d− a)]

+ b4(d− c)(b− a)(c+ d− a− b) + d4(b− a)(d− c)(a+ b− c− d)

= (b− a)(d− c)(d− b)[(b2 + a2)(b+ a)(c− b) + (d2 + c2)(d+ c)(d− a)

+ (d2 + b2)(d+ b)(a+ b− c− d)]

= (b− a)(d− c)(d− b){(c− b)[(b2 + a2)(b+ a)− (d2 + b2)(d+ b)]

+ (d− a)[(d2 + c2)(d+ c)− (d2 + b2)(d+ b)]}

= (b− a)(d− c)(d− b)[(c− b)(a− d)(a2 + ad+ d2 + b2 + ba+ bd)

+ (d− a)(c− b)(d2 + dc+ db+ c2 + cb+ b2)]

= (b− a)(d− c)(d− b)(c− b)(d− a)[c(b+ c+ d)− a(a+ b+ d)]

= (b− a)(d− c)(d− b)(c− b)(d− a)(c− a)(a+ b+ c+ d)

= (a− b)(a− c)(a− d)(b− c)(b− d)(c− d)(a+ b+ c+ d).
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方法二.

原式 =

−a2r3+r4
−ar2+r3====
−ar1+r2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 b− a c− a d− a
0 b(b− a) c(c− a) d(d− a)
0 b2(b2 − a2) c2(c2 − a2) d2(d2 − a2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
b− a c− a d− a
b(b− a) c(c− a) d(d− a)

b2(b2 − a2) c2(c2 − a2) d2(d2 − a2)

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
b c d

b2(b+ a) c2(c+ a) d2(d+ a)

∣∣∣∣∣∣
−c1+c2====
−c1+c3

(b− a)(c− a)(d− a)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
b c− b d− b

b2(b+ a) c3 − b3 + c2a− b2a d3 − b3 + d2a− b2a

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a)

∣∣∣∣ c− b d− b
(c− b)(c2 + cb+ b2 + ca+ ba) (d− b)(d2 + db+ b2 + ad+ ab)

∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)

∣∣∣∣ 1 1
c2 + cb+ b2 + ca+ ba d2 + db+ b2 + ad+ ab

∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d2 + db+ b2 + ad+ ab− c2 − cb− b2 − ca− ba)

= (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d2 − c2 + db− cb+ ad− ca)

= (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c)(d+ c+ b+ a)

= (a− b)(a− c)(a− d)(b− c)(b− d)(c− d)(a+ b+ c+ d).

2. 计算下列行列式:

1) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · 0 0
0 x −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x −1
an an−1 an−2 · · · a2 x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n ≥ 2);

2) Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an (a− 1)n · · · (a− n)n

an−1 (a− 1)n−1 · · · (a− n)n−1

...
...

...
a a− 1 · · · a− n
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

3) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,其中 a1a2 · · · an ̸= 0.
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解: 1)

Dn = x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · 0 0
0 x −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x −1
an−1 an−2 an−3 · · · a2 x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ an(−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0 0
x −1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · −1 0
0 0 0 · · · x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xDn−1 + an(−1)n+1(−1)n−1 = Dn−1x+ an = (Dn−2x+ an−1)x+ an = Dn−2x

2 + an−1x+ an

= · · · = D2x
n−2 + a3x

n−3 + · · ·+ an−1x+ an = (x2 + a1x+ a2)x
n−2 + a3x

n−3 + · · ·+ an−1x+ an

= xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an.

2) 方法一. 将 Dn+1 记为 Dn+1(a). 则

Dn+1

−ar2+r1
−ar3+r2====

···
−arn+1+rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −(a− 1)n−1 · · · −n(a− n)n−1

0 −(a− 1)n−2 · · · −n(a− n)n−2

...
...

...
0 −1 · · · −n
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1)n+1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(−1)(a− 1)n−1 (−2)(a− 2)n−1 · · · (−n)(a− n)n−1

(−1)(a− 1)n−2 (−2)(a− 2)n−2 · · · (−n)(a− n)n−2

...
...

...
(−1)(a− 1) (−2)(a− 2) · · · (−n)(a− n)

−1 −2 · · · −n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n(−1)(−2) · · · (−n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a− 1)n−1 (a− 2)n−1 · · · (a− n)n−1

(a− 1)n−2 (a− 2)n−2 · · · (a− n)n−2

...
...

...
a− 1 a− 2 · · · a− n
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 · 2 · · ·n)Dn(a− 1),

因此,

Dn+1 = (1 · 2 · · ·n)Dn(a− 1) = (1 · 2 · · ·n)(1 · 2 · · · (n− 1))Dn−1(a− 2)

= · · · = (1 · 2 · · ·n)(1 · 2 · · · (n− 1)) · · · (1 · 2)D2(a− n+ 1)

= (1 · 2 · · ·n)(1 · 2 · · · (n− 1)) · · · (1 · 2) · 1

= (n+ 1− n)(n+ 1− (n− 1)) · · · (n+ 1− 1)(n− (n− 1)) · · · (n− 1) · · · (3− 2)(3− 1)(2− 1)

=
∏

1≤j<i≤n+1

(i− j).
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方法二. 上下翻转后用 Vandermonde 行列式.

Dn+1 = (−1)
(n+1)n

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
a a− 1 · · · a− n
...

...
...

an−1 (a− 1)n−1 · · · (a− n)n−1

an (a− 1)n · · · (a− n)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

(n+1)n
2

∏
1≤j<i≤n+1

((a− i+ 1)− (a− j + 1))

= (−1)
(n+1)n

2

∏
1≤j<i≤n+1

(j − i) = (−1)
(n+1)n

2 (−1)
(n+1)n

2

∏
1≤j<i≤n+1

(i− j)

= (−1)(n+1)n
∏

1≤j<i≤n+1

(i− j) =
∏

1≤j<i≤n+1

(i− j).

3) 用加边法.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
0 1 + a1 1 · · · 1
0 1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

...
0 1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1+r2
−r1+r3====

···
−r1+rn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1
−1 a1 0 · · · 0
−1 0 a2 · · · 0

...
...

...
...

−1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
a1

c2+c1
1
a2

c3+c1
====

···
1

an
cn+1+c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + 1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

1 1 1 1

0 a1 0 · · · 0
0 0 a2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2 · · · an

(
1 +

n∑
i=1

1

ai

)
.

3. 设 n 阶矩阵 A = (aij), 其中 aij = |i− j|, 求 |A|.

解:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 1
1 0 1 · · · n− 2
2 1 0 · · · n− 3
...

...
...

...
n− 2 n− 3 n− 4 · · · 1
n− 1 n− 2 n− 3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−cn−1+cn

−cn−2+cn−1
====

···
−c1+c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1
1 −1 1 · · · 1
2 −1 −1 · · · 1
...

...
...

...
n− 2 −1 −1 · · · 1
n− 1 −1 −1 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−rn−1+rn

−rn−2+rn−1
====

···
−r1+r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1
1 −2 0 · · · 0
1 0 −2 · · · 0
...

...
...

...
1 0 0 · · · 0
1 0 0 · · · −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2 c2+c1
1
2 c3+c1
====

···
1
2 cn+c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n−1
2 1 1 · · · 1
0 −2 0 · · · 0
0 0 −2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
n− 1

2
(−2)n−1 = (−1)n−1(n− 1)2n−2.

4. 用 Laplace 定理计算下列行列式:
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1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 1
0 1 0 2
2 0 1 1
0 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 0 0 b
0 a 0 0 b 0
0 0 a b 0 0
0 0 b a 0 0
0 b 0 0 a 0
b 0 0 0 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 3) D2n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an bn
. . . · ·

·
a1 b1
c1 d1

· ·
· . . .

cn dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解: 1) 注意到在第 2 行和第 4 行中只有一个 2 阶子式不为零, 所以,

原式 =

∣∣∣∣ 1 2
2 1

∣∣∣∣ (−1)2+4+2+4

∣∣∣∣ 1 2
2 1

∣∣∣∣ = (−3)(−3) = 9.

2) 注意到在第 1 行和第 6 行中只有一个 2 阶子式可能不为零, 所以,

原式 =

∣∣∣∣ a b
b a

∣∣∣∣ (−1)1+6+1+6

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 b
0 a b 0
0 b a 0
b 0 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 − b2)

∣∣∣∣ a b
b a

∣∣∣∣ (−1)1+4+1+4

∣∣∣∣ a b
b a

∣∣∣∣ = (a2 − b2)3,

其中第二个等号是对第 1 行和第 4 行用 Laplace 定理计算得出.

3) 注意到在第 1 行和第 2n 行中只有一个 2 阶子式可能不为零, 所以,

原式 =

∣∣∣∣ an bn
cn dn

∣∣∣∣ (−1)1+2n+1+2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an−1 bn−1

. . . · ·
·

a1 b1
c1 d1

· ·
· . . .

cn−1 dn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = (andn − bncn) · · · (a1d1 − b1c1) =

n∏
i=1

(aidi − bici).

5. 设 4 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 p
b1 b2 b3 p
c1 c2 c3 p
d1 d2 d3 p

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
求第一列各元素的代数余子式之和 A11 +A21 +A31 +A41.

解:

A11 +A21 +A31 +A41 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3 p
1 b2 b3 p
1 c2 c3 p
1 d2 d3 p

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

习习习题题题2.3(B)

1. 计算下列方阵的行列式:

1) A =


x y 0 0 0
0 x y 0 0
0 0 x y 0
0 0 0 x y
y 0 0 0 x

, 2) B =


a0 1 1 1 1
1 a1 0 0 0
1 0 a2 0 0
1 0 0 a3 0
1 0 0 0 a4

, 其中 ak ̸= 0(k = 0, 1, 2, 3, 4).
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解: 1)

|A| = x(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 0 0
0 x y 0
0 0 x y
0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣+ y(−1)5+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y 0 0 0
x y 0 0
0 x y 0
0 0 x y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x5 + y5.

2)

|B|

− 1
a1

c2+c1

− 1
a2

c3+c1
====

− 1
a3

c4+c1

− 1
a4

c5+c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 − 1

a1
− · · · − 1

a4
1 1 1 1

0 a1 0 0 0
0 0 a2 0 0
0 0 0 a3 0
0 0 0 0 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2a3a4

(
a0 −

4∑
i=1

1

ai

)
.

2. 用 Laplace 定理计算下列行列式:

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 0 0
1 2 3 0 0
0 1 1 1 1
0 x1 x2 x3 x4
0 x21 x22 x23 x24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0 0
2 3 4 0 0 0
3 10 16 1 1 1

−1 1 0 1 1 1
−2 4 1 1 2 3
−3 16 1 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解: 1) 注意到在第 1 行和第 2 行中有 3个 2 阶子式不为零, 所以,

原式 =

∣∣∣∣ 1 1
1 2

∣∣∣∣ (−1)1+2+1+2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x2 x3 x4
x22 x23 x24

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ 1 1
1 3

∣∣∣∣ (−1)1+2+1+3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x1 x3 x4
x21 x23 x24

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1 1
2 3

∣∣∣∣ (−1)1+2+2+3

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
0 x3 x4
0 x23 x24

∣∣∣∣∣∣
= (x3 − x2)(x4 − x2)(x4 − x3)− 2(x3 − x1)(x4 − x1)(x4 − x3).

2) 方法一. 注意到在第 1 行和第 2 行中有 3个 2 阶子式不为零, 所以,

原式 =

∣∣∣∣ 1 1
2 3

∣∣∣∣ (−1)1+2+1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
16 1 1 1
0 1 1 1
1 1 2 3
1 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ 1 1
2 4

∣∣∣∣ (−1)1+2+1+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
10 1 1 1
1 1 1 1
4 1 2 3
16 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1 1
3 4

∣∣∣∣ (−1)1+2+2+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1

−1 1 1 1
−2 1 2 3
−3 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r2+r1====

∣∣∣∣∣∣∣∣
16 0 0 0
0 1 1 1
1 1 2 3
1 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
9 0 0 0
1 1 1 1
4 1 2 3
16 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣

4 0 0 0
−1 1 1 1
−2 1 2 3
−3 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (16− 2 · 9 + 4)(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 4 9

∣∣∣∣∣∣ = 2(2− 1)(3− 1)(3− 2) = 4.

方法二. 由于

原式
−r4+r3====

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0 0
2 3 4 0 0 0
4 9 16 0 0 0

−1 1 0 1 1 1
−2 4 1 1 2 3
−3 16 1 1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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注意到在上式的第 1, 2 行和第 3 行中只有一个 3 阶子式可能不为零, 所以,

原式 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 3 4
4 9 16

∣∣∣∣∣∣ (−1)1+2+3+1+2+3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 4 9

∣∣∣∣∣∣ = (3− 2)(4− 2)(4− 3)(2− 1)(3− 1)(3− 2) = 4.

3. 已知 5 阶行列式

D5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 2 2 1 1
3 1 2 4 5
1 1 1 2 2
4 3 1 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27,

求 A41 +A42 +A43 和 A44 +A45, 其中 A4j(j = 1, 2, 3, 4, 5) 为 D5 的第 4 行第 j 个元素的代数余子式.

解: 由行列式按一行的展开定理,

5∑
k=1

a4kA4k = A41+A42+A43+2A44+2A45 = D5 = 27,

5∑
k=1

a2kA4k = 2A41+2A42+2A43+A44+A45 = 0,

记 x = A41 +A42 +A43 和 y = A44 +A45. 则由此得到二元一次方程组{
x+ 2y = 27,

2x+ y = 0.

解得 x = −9, y = 18, 即 A41 +A42 +A43 = −9 和 A44 +A45 = 18.

4. 设 a > b > c > 0, 试证

D =

∣∣∣∣∣∣
a a2 bc
b b2 ac
c c2 ab

∣∣∣∣∣∣ < 0.

证明:

D =
1

abc

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 abc
b2 b3 abc
c2 c3 abc

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a2 a3 1
b2 b3 1
c2 c3 1

∣∣∣∣∣∣ −ac1+c2====
−a2c3+c1

∣∣∣∣∣∣
0 0 1

b2 − a2 b2(b− a) 1
c2 − a2 c2(c− a) 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−1)1+3

∣∣∣∣ b2 − a2 b2(b− a)
c2 − a2 c2(c− a)

∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)

∣∣∣∣ b+ a b2

c+ a c2

∣∣∣∣
= (a− b)(a− c)((b+ a)c2 − b2(c+ a)) = (a− b)(a− c)(bc(c− b) + a(c2 − b2))

= −(a− b)(a− c)(b− c)(ab+ ac+ bc) < 0.

5. 设 a ̸= b, 试证

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 · · · 0 0
1 a+ b ab · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · a+ b ab
0 0 0 · · · 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
an+1 − bn+1

a− b
.

证明: 用数学归纳法. 首先, 当 n = 1 时, D1 = a + b = a2−b2

a−b , 结论成立; 当 n = 2 时,

D2 = (a + b)2 − ab = a2 + ab + b2 = a3−b3

a−b , 结论亦成立. 假设直至 n − 1 结论都成立. 往证



25

对 n 结论成立. 由于

Dn = (a+ b)(−1)1+1Dn−1 + 1 · (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ab 0 · · · 0 0
1 a+ b · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · a+ b ab
0 0 · · · 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b)Dn−1 − ab(−1)1+1Dn−2 = (a+ b)Dn−1 − abDn−2

= (a+ b)
an − bn

a− b
− ab

an−1 − bn−1

a− b
=
an+1 − abn + anb− bn+1 − anb+ abn

a− b

=
an+1 − bn+1

a− b
.

所以结论对 n 成立. 由数学归纳法得出, 结论对一切 n ≥ 1 成立.
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3 第第第三三三章章章

3.1 习习习题题题3.1

1. 试证: 1) P (i, j)−1 = P (i, j); 2) P (i[k])−1 = P (i[ 1k ]), k ̸= 0; 3) P (i, j[k])−1 = P (i, j[−k]).

证明: 1) 记 P (i, j) 为 (ast), P (i, j)P (i, j) 为 (bst). 则当 s ̸= i, j,

bst =
n∑

m=1

asmamt =
n∑

m=1

δsmamt = ast = δst;

bit =
n∑

m=1

aimamt =
n∑

m=1

δjmamt = ajt = δit,

bjt =
n∑

m=1

ajmamt =
n∑

m=1

δimamt = ait = δjt.

所以, P (i, j)P (i, j) = E. 进而, P (i, j)−1 = P (i, j).

2) 记 P (i[k]) 为 (ast), P (i[
1
k ]) 为 (bst), P (i[k])P (i[

1
k ]) 为 (cst), P (i[

1
k ])P (i[k]) 为 (dst). 则当 s ̸= i,

cst =
n∑

m=1

asmbmt =
n∑

m=1

δsmbmt = bst = δst,

dst =

n∑
m=1

bsmamt =

n∑
m=1

δsmamt = ast = δst;

而

cit =
n∑

m=1

aimamt =
n∑

m=1

kδimbmt = kbit = k · 1
k
δit = δit,

dit =

n∑
m=1

bimamt =

n∑
m=1

1

k
δimamt =

1

k
ait =

1

k
· kδit = δit.

所以, P (i[k])P (i[ 1k ]) = E, P (i[ 1k ])P (i[k]) = E. 进而, P (i[k])−1 = P (i[ 1k ]).

3) 记 P (i, j[k]) 为 (ast), P (i, j[−k]) 为 (bst), P (i, j[k])P (i, j[−k]) 为 (cst) 和 P (i, j[−k])P (i, j[k]) 为

(dst). 则当 s ̸= i,

cst =

n∑
m=1

asmbmt =

n∑
m=1

δsmbmt = bst = δst,

dst =
n∑

m=1

bsmamt =
n∑

m=1

δsmamt = ast = δst;

而

cit =

n∑
m=1

aimamt =

n∑
m=1

(δim + kδjm)bmt = bit + kbjt = δit − kδjt + kδjt = δit,

dit =
n∑

m=1

bimamt =
n∑

m=1

(δim − kδjm)amt = ait − kajt = δit + kδjt − kδjt = δit.

所以, P (i, j[k])P (i, j[−k]) = E, P (i, j[−k])P (i, j[k]) = E. 进而, P (i, j[k])−1 = P (i, j[−k]).

2. 试证: 1) P (i, j)T = P (i, j); 2) P (i[k])T = P (i[k]), k ̸= 0; 3) P (i, j[k])T = P (j, i[k]).
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证明: 1) 记 P (i, j) 为 (ast), P (i, j)
T 为 (bst). 则当 s ̸= i, j, bst = ats = δts = δst = ast; bit = ati =

δtj = δjt = ait, bjt = atj = δti = δit = ajt. 所以, P (i, j)T = P (i, j).

2) 记 P (i[k]) 为 (ast), P (i[k])
T 为 (bst). 则当 s ̸= i, bst = ats = δts = δst = ast; bit = ati = kδti =

kδit = ait. 所以, P (i[k])T = P (i[k]).

3)记 P (i, j[k])为 (ast), P (i, j[k])
T 为 (bst), P (j, i[k])为 (cst),则当 s ̸= j, bst = ats = δts = δst = cst;

bjt = atj = kδti + δtj = kδit + δjt = cjt. 所以, P (i, j[k])T = P (j, i[k]).

3. 已知 n 阶矩阵 A 满足 A3 = O, 试证 E −A 可逆, 且 (E −A)−1 = E +A+A2.

证明: 由于

(E −A)(E +A+A2) = E −A+A−A2 +A2 −A3 = E −A3 = E −O = E,

(E +A+A2)(E −A) = E +A+A2 −A−A2 −A3 = E −A3 = E −O = E,

所以, E −A 可逆, 且 (E −A)−1 = E +A+A2.

4. 设 A 为对称矩阵且可逆, 试证 A−1 亦为对称矩阵.

证明: 由于 E = AA−1, 所以两边转置并由 A 为对称矩阵得出, E = (A−1)TAT = (A−1)TA. 又

由于 E = A−1A, 两边转置且由 A 的对称性得出, E = AT(A−1)T = A(A−1)T. 所以, A−1 = (A−1)T,

即 A−1 亦为对称矩阵.

3.2 习习习题题题3.2

习习习题题题3.2(A)

1. 求下列矩阵的逆矩阵:

1)

[
1 2
2 5

]
; 2)

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
; 3)

 1 2 −1
3 4 −2
5 −4 1

;

4)


1 0 0 0
1 2 0 0
2 1 3 0
1 2 1 4

; 5)


5 2 0 0
2 1 0 0
0 0 8 3
0 0 5 2

; 6)


a1

a2
. . .

an

 (a1a2 · · · an ̸= 0).

解: 1) 该矩阵行列式的值为 5− 4 = 1. 逆矩阵为[
5 −2

−2 1

]
.

2) 该矩阵行列式的值为 cos2 θ + sin2 θ = 1. 逆矩阵为[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
.
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3)  1 2 −1 1 0 0
3 4 −2 0 1 0
5 −4 1 0 0 1

 −3r1+r2
−−−−→
−5r1+r3

 1 2 −1 1 0 0
0 −2 1 −3 1 0
0 −14 6 −5 0 1


r2+r1

−−−−→
−7r2+r3

 1 0 0 −2 1 0
0 −2 1 −3 1 0
0 0 −1 16 −7 1

 r3+r2
−−−−→

 1 0 0 −2 1 0
0 −2 0 13 −6 1
0 0 −1 16 −7 1


r2×(− 1

2 )

−−−−→
r3×(−1)

 1 0 0 −2 1 0
0 1 0 −13

2 3 −1
2

0 0 1 −16 7 −1

 .
所以, 逆矩阵为  −2 1 0

−13
2 3 −1

2
−16 7 −1

 .
4)
1 0 0 0 1 0 0 0
1 2 0 0 0 1 0 0
2 1 3 0 0 0 1 0
1 2 1 4 0 0 0 1


−r1+r2
−2r1+r2
−−−−→
−r1+r4


1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 −1 1 0 0
0 1 3 0 −2 0 1 0
0 2 1 4 −1 0 0 1


−r2+r4
−−−−→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 −1 1 0 0
0 1 3 0 −2 0 1 0
0 0 1 4 0 −1 0 1

 r2× 1
2

−−−−→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 −1

2
1
2 0 0

0 1 3 0 −2 0 1 0
0 0 1 4 0 −1 0 1


−r2+r3
−−−−→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 − 1

2
1
2 0 0

0 0 3 0 − 3
2 −1

2 1 0
0 0 1 4 0 −1 0 1

 r3× 1
3

−−−−→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 − 1

2
1
2 0 0

0 0 1 0 − 1
2 −1

6
1
3 0

0 0 1 4 0 −1 0 1


−r3+r4
−−−−→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 − 1

2
1
2 0 0

0 0 1 0 − 1
2 −1

6
1
3 0

0 0 0 4 1
2 −5

6 − 1
3 1

 r4× 1
4

−−−−→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 − 1

2
1
2 0 0

0 0 1 0 − 1
2 −1

6
1
3 0

0 0 0 1 1
8 − 5

24 − 1
12

1
4

 .
所以, 逆矩阵为 

1 0 0 0
− 1

2
1
2 0 0

− 1
2 −1

6
1
3 0

1
8 − 5

24 − 1
12

1
4

 =
1

24


24 0 0 0

−12 12 0 0
−12 −4 8 0

3 −5 −2 6

 .
5) 由于原矩阵是分块对角矩阵, 即[

A1

A2

]
, A−1

1 =

[
1 −2

−2 5

]
, A−1

2 =

[
2 −3

−5 8

]
,

所以, 逆矩阵为

[
A−1

1

A−1
2

]
=


1 −2 0 0

−2 5 0 0
0 0 2 −3
0 0 −5 8

 .
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6) 逆矩阵为 
1
a1

1
a2

. . .
1
an

 .
2. 解下列矩阵方程:

1) X

 2 1 −1
2 1 0
1 −1 1

 =

[
1 −1 3
4 3 2

]
; 2)

 1 2 3
2 2 1
3 4 3

X [
3 5
1 2

]
=

 1 3
2 0
3 1

.
解: 1) 记方程为 XA = B, 则 X = BA−1. 为求 A−1,

(A,E) =

 2 1 −1 1 0 0
2 1 0 0 1 0
1 −1 1 0 0 1

 r1↔r3
−−−−→

 1 −1 1 0 0 1
2 1 0 0 1 0
2 1 −1 1 0 0


−2r1+r2
−−−−→
−2r1+r3

 1 −1 1 0 0 1
0 3 −2 0 1 −2
0 3 −3 1 0 −2

 −r2+r3
−−−−→

 1 −1 1 0 0 1
0 3 −2 0 1 −2
0 0 −1 1 −1 0


r3+r1

−−−−→
−2r3+r2

 1 −1 0 1 −1 1
0 3 0 −2 3 −2
0 0 −1 1 −1 0

 r2× 1
3

−−−−→
r3×(−1)

 1 −1 0 1 −1 1
0 1 0 − 2

3 1 −2
3

0 0 1 −1 1 0


r2+r1

−−−−→

 1 0 0 1
3 0 1

3
0 1 0 −2

3 1 −2
3

0 0 1 −1 1 0

 .
所以, 逆矩阵

A−1 =

 1
3 0 1

3
− 2

3 1 − 2
3

−1 1 0

 =
1

3

 1 0 1
−2 3 −2
−3 3 0

 .
进而, 得到

X = BA−1 =

[
1 −1 3
4 3 2

]
1

3

 1 0 1
−2 3 −2
−3 3 0

 =
1

3

[
−6 6 3
−8 15 −2

]
=

[
−2 2 1
− 8

3 5 −2
3

]
.

2) 记方程为 AXB = C, 则 X = A−1CB−1. 为求 A−1 和 B−1,

(A,E) =

 1 2 3 1 0 0
2 2 1 0 1 0
3 4 3 0 0 1

 −2r1+r2
−−−−→
−3r1+r3

 1 2 3 1 0 0
0 −2 −5 −2 1 0
0 −2 −6 −3 0 1


r2+r1

−−−−→
−r2+r3

 1 0 −2 −1 1 0
0 −2 −5 −2 1 0
0 0 −1 −1 −1 1

 r2×(−1)
−−−−→
r3×(−1)

 1 0 −2 −1 1 0
0 2 5 2 −1 0
0 0 1 1 1 −1


2r3+r1
−−−−→
−5r3+r2

 1 0 0 1 3 −2
0 2 0 −3 −6 5
0 0 1 1 1 −1

 r2× 1
2

−−−−→

 1 0 0 1 3 −2
0 1 0 − 3

2 −3 5
2

0 0 1 1 1 −1

 .
所以,

A−1 =

 1 3 −2
−3

2 −3 5
2

1 1 −1

 =
1

2

 2 6 −4
−3 −6 5
2 2 −2

 .
而

B−1 =

[
2 −5

−1 3

]
.
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由此得到

X = A−1CB−1 =
1

2

 2 6 −4
−3 −6 5
2 2 −2

 1 3
2 0
3 1

[
2 −5

−1 3

]

=
1

2

 2 2
0 −4
0 4

[
2 −5

−1 3

]
=

 1 1
0 −2
0 2

[
2 −5

−1 3

]
=

 1 −2
2 −6

−2 6

 .
3. 设方阵 A 满足 A2 −A− 2E = O, 证明 A 及 A+ 2E 都可逆, 并求 A−1 及 (A+ 2E)−1.

证明: 由 A2 − A − 2E = O 知, A(A − E) = 2E, 进而, A( 12 (A − E)) = E, 所以 A 可逆, 且 A−1 =

1
2 (A− E). 再由 A 可逆知, A2 可逆. 而由 A2 −A− 2E = O 知, A+ 2E = A2, 所以 A+ 2E 可逆, 且

(A+ 2E)−1 = (A2)−1 = (A−1)2 =
(1
2
(A− E)

)2

=
1

4
(A2 − 2A+ E)

=
1

4
(A+ 2E − 2A+ E) =

1

4
(3E −A).

4. 设 n(n ≥ 2) 阶方阵 A 的伴随矩阵 A∗, 证明: 1) 若 |A| = 0, 则 |A∗| = 0; 2) |A∗| = |A|n−1.

证明: 1) 反证法. 设 |A∗| ̸= 0, 则 A∗ 可逆. 由 AA∗ = |A|E = 0E = O, 推出 A = O(A∗)−1 = O, 进

而 A∗ = O, 所以 |A∗| = 0, 矛盾. 故 |A∗| = 0.

2)由 AA∗ = |A|E,推出 |A||A∗| = |A|n. 当 |A| ̸= 0时,由前面立刻得出 |A∗| = |A|n−1. 当 |A| = 0时,

由1)知, |A∗| = 0, 依然有 |A∗| = |A|n−1. 故结论得证.

5. 设 A 为 n(n ≥ 2) 阶方阵, 证明 A 可逆的充分必要条件是 A∗ 可逆.

证明: 必要性. 由 A 可逆知, |A| ̸= 0. 再由 AA∗ = |A|E, 得到由 ( 1
|A|A)A

∗ = E, 所以 A∗ 可逆.

充分性. 由 A∗ 可逆知, |A∗| ̸= 0. 再由上一题的结论 |A∗| = |A|n−1 知, |A| ̸= 0, 所以 A 可逆.

6. 设 A,B 都是 n 阶可逆矩阵, 计算 ∣∣∣∣−2

[
A∗ O
O B−1

]∣∣∣∣ .
解: 原式 = (−2)2n|A∗||B−1| = 22n|A|n−1|B|−1.

7. 利用逆矩阵解下列线性方程组:

1)


x1 + 2x2 + 3x3 = 1,

2x1 + 2x2 + 5x3 = 2,

3x1 + 5x2 + x3 = 3;

2)


x1 − x2 − x3 = 2,

2x1 − x2 − 3x3 = 1,

3x1 + 2x2 − 5x3 = 0.
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解: 1) 记方程为 AX = B, 则 X = A−1B. 为求 A−1,

(A,E) =

 1 2 3 1 0 0
2 2 5 0 1 0
3 5 1 0 0 1

 −2r1+r2
−−−−→
−3r1+r3

 1 2 3 1 0 0
0 −2 −1 −2 1 0
0 −1 −8 −3 0 1


−r2+r1
−−−−→
r3×(−1)

 1 0 2 −1 1 0
0 −2 −1 −2 1 0
0 1 8 3 0 −1

 r2↔r3
−−−−→

 1 0 2 −1 1 0
0 1 8 3 0 −1
0 −2 −1 −2 1 0


2r2+r3
−−−−→

 1 0 2 −1 1 0
0 1 8 3 0 −1
0 0 15 4 1 −2

 r3× 1
15

−−−−→

 1 0 2 −1 1 0
0 1 8 3 0 −1
0 0 1 4

15
1
15 − 2

15


−2r3+r1
−−−−→
−8r3+r1

 1 0 0 − 23
15

13
15

4
15

0 1 0 13
15 − 8

15
1
15

0 0 1 4
15

1
15 − 2

15

 .
所以, 逆矩阵

A−1 =

 −23
15

13
15

4
15

13
15 − 8

15
1
15

4
15

1
15 − 2

15

 =
1

15

 −23 13 4
13 −8 1
4 1 −2

 .
进而, 得到

X = A−1B =
1

15

 −23 13 4
13 −8 1
4 1 −2

 1
2
3

 =
1

15

 15
0
0

 =

 1
0
0

 , 即

x1 = 1,

x2 = 0,

x3 = 0.

2) 记方程为 AX = B, 则 X = A−1B. 为求 A−1,

(A,E) =

 1 −1 −1 1 0 0
2 −1 −3 0 1 0
3 2 −5 0 0 1

 −2r1+r2
−−−−→
−3r1+r3

 1 −1 −1 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 5 −2 −3 0 1


r2+r1

−−−−→
−5r2+r3

 1 0 −2 −1 1 0
0 1 −1 −2 1 0
0 0 3 7 −5 1

 r3× 1
3

−−−−→

 1 0 −2 −1 1 0
0 1 −1 −2 1 0
0 0 1 7

3 −5
3

1
3


2r3+r1
−−−−→
r3+r2

 1 0 0 11
3 −7

3
2
3

0 1 0 1
3 −2

3
1
3

0 0 1 7
3 −5

3
1
3

 .
所以, 逆矩阵

A−1 =

 11
3 − 7

3
2
3

1
3 − 2

3
1
3

7
3 − 5

3
1
3

 =
1

3

 11 −7 2
1 −2 1
7 −5 1

 .
进而, 得到

X = A−1B =
1

3

 11 −7 2
1 −2 1
7 −5 1

 2
1
0

 =
1

3

 15
0
9

 =

 5
0
3

 , 即

x1 = 5,

x2 = 0,

x3 = 3.

8. 设矩阵 A 满足 AB = A+ 2B, 其中

A =

 0 3 3
1 1 0

−1 2 3

 ,
求矩阵 B.

解: 由 AB = A+ 2B 知, (A− 2E)B = A, 由此得到 B = (A− 2E)−1A. 而

A− 2E =

 −2 3 3
1 −1 0

−1 2 1

 ,
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为求其逆, −2 3 3 1 0 0
1 −1 0 0 1 0

−1 2 1 0 0 1

 r1↔r2
−−−−→

 1 −1 0 0 1 0
−2 3 3 1 0 0
−1 2 1 0 0 1

 2r1+r2
−−−−→
r1+r3

 1 −1 0 0 1 0
0 1 3 1 2 0
0 1 1 0 1 1


r2↔r3
−−−−→

 1 −1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
0 1 3 1 2 0

 −r2+r3
−−−−→

 1 −1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
0 0 2 1 1 −1


r3× 1

2

−−−−→

 1 −1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1

2
1
2 −1

2

 −r3+r2
−−−−→

 1 −1 0 0 1 0
0 1 0 −1

2
1
2

3
2

0 0 1 1
2

1
2 −1

2


−r2+r1
−−−−→

 1 0 0 −1
2

3
2

3
2

0 1 0 −1
2

1
2

3
2

0 0 1 1
2

1
2 −1

2


所以,

(A− 2E)−1 =

 − 1
2

3
2

3
2

− 1
2

1
2

3
2

1
2

1
2 −1

2

 =
1

2

 −1 3 3
−1 1 3
1 1 −1

 ,
B = (A− 2E)−1A =

1

2

 −1 3 3
−1 1 3
1 1 −1

 =

 0 3 3
1 1 0

−1 2 3

 =
1

2

 0 6 6
−2 4 6
2 2 0

 =

 0 3 3
−1 2 3
1 1 0

 .
9. 设 3 阶方阵 A,B 满足关系式 A−1BA = 6A+BA, 且

A =

 1
3 0 0
0 1

4 0
0 0 1

7

 ,
求 B.

解: 由 A−1BA = 6A+BA 知, A−1B = 6E +B, 进而 (A−1 −E)B = 6E, 所以 B = 6(A−1 −E)−1.

而

A−1 =

 3 0 0
0 4 0
0 0 7

 , A−1 − E =

 2 0 0
0 3 0
0 0 6

 , (A−1 − E)−1 =

 1
2 0 0
0 1

3 0
0 0 1

6

 ,
所以

B = 6(A−1 − E)−1 =

 3 0 0
0 2 0
0 0 1

 .
10. 设 3 阶方阵 A,B 满足关系式 A∗BA = 2BA− 4E, 其中 A∗ 是 A 的伴随矩阵. 若

A =

 1 0 0
0 −2 0
0 0 1

 ,
求 B−1.

解: 由 A∗BA = 2BA− 4E 知, 4E = (2E −A∗)BA, 两边右乘 A−1B−1, 得到 4A−1B−1 = 2E −A∗,

再左乘 1
4A, 得出 B−1 = 1

4A(2E −A∗). 经计算,

A∗ =

 −2 0 0
0 1 0
0 0 −2

 , 2E −A∗ =

 4 0 0
0 1 0
0 0 4

 ,
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B−1 =
1

4
A(2E −A∗) =

1

4

 1 0 0
0 −2 0
0 0 1

 4 0 0
0 1 0
0 0 4

 =
1

4

 4 0 0
0 −2 0
0 0 4

 =

 1 0 0
0 −1

2 0
0 0 1

 .
11. 设 P−1AP = Λ, 其中 P =

[
−1 −4
1 1

]
, Λ =

[
−1 0
0 2

]
, 求 A11.

解: 由 P−1AP = Λ 知, P−1A11P = Λ11, 进而, A11 = PΛ11P−1. 而 P−1 = 1
3

[
1 4

−1 −1

]
,

Λ11 =

[
−1 0
0 211

]
. 所以,

A11 = PΛ11P−1 =

[
−1 −4
1 1

] [
−1 0
0 211

]
1

3

[
1 4

−1 −1

]
=

1

3

[
1 −213

−1 211

] [
1 4

−1 −1

]
=

1

3

[
1 + 213 4 + 213

−1− 211 −4− 211

]
=

1

3

[
8193 8196

−2049 −2052

]
=

[
2731 2732
−683 −684

]
.

12. 已知实矩阵 A = (aij)3×3 满足条件: (1) aij = Aij(i, j = 1, 2, 3, Aij 是 aij 的代数余子式); (2)

a11 ̸= 0. 计算 |A|.

解: 一方面, 由条件(1)知, A∗ = AT, 再由展开定理知 |A|E = AA∗ = AAT, 所以 |A|3 = |A|2,

即 |A|2(|A| − 1) = 0, 由此推出 |A| = 0 或 |A| = 1. 另一方面, 由条件(1), (2)和展开定理知 |A| =

a11A11 + a12A12 + a13A13 = a211 + a212 + a213 > 0. 综合以上, 得出 |A| = 1.

习习习题题题3.2(B)

1. 设 n 阶矩阵 A 及 m 阶矩阵 B 都可逆, 求

[
O A
B O

]−1

.

解: 因为

[
O A
B O

] [
O B−1

A−1 O

]
=

[
E O
O E

]
, 所以

[
O A
B O

]−1

=

[
O B−1

A−1 O

]
.

2. 设 Ak = O(k 为正整数, 则 E −A 可逆, 并求 E −A 的逆.

解: 因为 (E−A)(E+A+ · · ·+Ak−1) = E−A+A−A2+ · · ·+Ak−1−Ak = E−Ak = E−O = E,

所以 E −A 可逆, 且 (E −A)−1 = E +A+ · · ·+Ak−1.

3. 已知 A,B 为 3阶矩阵,且满足 2A−1B = B−4E,其中 E 是 3阶单位矩阵. 1)试证矩阵 A−2E 可

逆; 2) 若 B =

 1 −2 0
1 2 0
0 0 2

, 求矩阵 A.

解: 对 2A−1B = B − 4E 左乘 A, 得到 2B = AB − 4A. 一方面, 由此得出 4A = (A− 2E)B, 两边右

乘 A−1, 进而有 E = (A− 2E)(14BA
−1), 因此, 矩阵 A− 2E 可逆; 由此知 B 可逆, 进而 B − 4E 可逆. 另

一方面, 也可以得出 2B = A(B − 4E). 这样, A = 2B(B − 4E)−1. 而

B − 4E =

 −3 −2 0
1 −2 0
0 0 −2

 , (B − 4E)−1 =
1

8

 −2 2 0
−1 −3 0
0 0 −4

 ,
所以

A = 2

 1 −2 0
1 2 0
0 0 2

 1

8

 −2 2 0
−1 −3 0
0 0 −4

 =
1

4

 0 8 0
−4 −4 0
0 0 −8

 =

 0 2 0
−1 −1 0
0 0 −2

 .
4. 设 3 阶实矩阵 A = (aij)3×3, 且满足条件: (1) aij = Aij(i, j = 1, 2, 3), Aij 是 aij 的代数余子式;

(2) a33 = −1, |A| = 1; (3) b = (0, 0, 1)T. 求 Ax = b 的解.
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解: 由条件(1)知, A∗ = AT, 再由展开定理和(2)知 E = |A|E = AA∗ = AAT. 一方面, 由此得

出 A−1 = AT, 从而由 Ax = b 解得 x = A−1b = ATb, 再由条件(3)知 x = (a31, a32, a33)
T; 另一方面, 也由

此得出
∑3

k=1 a
2
3k = 1, 再由 a33 = −1 知, a31 = a32 = 0. 所以, 解得 x = (0, 0,−1)T.

3.3 习习习题题题3.3

习习习题题题3.3(A)

1. 在秩为 r 的矩阵中, 有没有值为 0 的 r − 1 阶子式? 有没有值为 0 的 r 阶子式?

解: 都有可能. 例如, 当

A =

 1 0 0
0 2 0
0 0 0

 ,
可以看出, R(A) = 2, 显然, 有值为 0 的 1 阶子式, 而

∣∣∣∣ 1 0
0 0

∣∣∣∣ 是值为 0 的 2 阶子式.

2. 从矩阵 A 中划去一行得到矩阵 B, 问 A,B 秩的关系怎样?

解: 由于 B 比 A 少一行, 所以 B 的子式都是 A 的子式, 而矩阵的秩是值不为零的最高阶子式的阶

数, 所以 R(B) ≤ R(A).

设 R(A) = r ≥ 2. 假定 R(B) < r − 1, 则 B 的 r − 1 阶和 r 阶子式值都为零. 考虑 A 的任意一

个 r 阶子式, 若它不含划去的行, 则也是 B 的 r 阶子式, 值为零; 若它含划去的行, 则不是 B 的 r 阶子式,

但由展开定理(按划去的行可展开成 r 个 B 的 r−1阶子式)及 B 的 r−1阶子式值都为零的事实知,值依

然为零. 所以此时 R(A) < r, 推出矛盾, 因此 R(B) ≥ r − 1. 若 R(A) = r ≤ 1, 则显然 R(B) ≥ 0 ≥ r − 1.

总之, R(A) ≥ R(B) ≥ R(A)− 1.

3. 求作一个秩是 4 的方阵, 它的两个行向量是 (1, 0, 1, 0, 0), (1,−1, 0, 0, 0).

解: 取

A =


1 0 1 0 0
1 −1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 .
显然, |A| = 0. 而 ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0
1 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r3+r1====

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0,

所以, R(A) = 4, A 即为所求.

4. 求下列矩阵的秩, 并求它的一个值非零的最高阶子式:

1)

 3 1 0 2
1 −1 2 −1
1 3 −4 4

; 2)

 3 2 −1 −3 −1
2 −1 3 1 −3
7 0 5 −1 −8

;
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3)


2 1 8 3 7
2 −3 0 7 −5
3 −2 5 8 0
1 0 3 2 0

; 4)


2 3 1 −3 −7
1 2 0 −2 −4
3 −2 8 3 0
2 −3 7 4 3

.
解: 1)  3 1 0 2

1 −1 2 −1
1 3 −4 4

 r1↔r2
−−−−→

 1 −1 2 −1
3 1 0 2
1 3 −4 4


−3r1+r2
−−−−→
−r1+r3

 1 −1 2 −1
0 4 −6 5
0 4 −6 5

 −r2+r3
−−−−→

 1 −1 2 −1
0 4 −6 5
0 0 0 0

 ,
则秩为 2,

∣∣∣∣ 3 1
1 −1

∣∣∣∣ = −4 ̸= 0.

2)  3 2 −1 −3 −1
2 −1 3 1 −3
7 0 5 −1 −8

 −r2+r1
−−−−→

 1 3 −4 −4 2
2 −1 3 1 −3
7 0 5 −1 −8


−2r1+r2
−−−−→
−7r1+r3

 1 3 −4 −4 2
0 −7 11 9 −7
0 −21 33 27 −22

 −3r2+r3
−−−−→

 1 3 −4 −4 2
0 −7 11 9 −7
0 0 0 0 −1

 ,
则秩为 3, ∣∣∣∣∣∣

3 2 −1
2 −1 −3
7 0 −8

∣∣∣∣∣∣ = 7 ̸= 0.

3) 
2 1 8 3 7
2 −3 0 7 −5
3 −2 5 8 0
1 0 3 2 0

 r1↔r4
−−−−→


1 0 3 2 0
2 −3 0 7 −5
3 −2 5 8 0
2 1 8 3 7


−2r1+r2
−3r1++r3
−−−−→
−2r1+r4


1 0 3 2 0
0 −3 −6 3 −5
0 −2 −4 2 0
0 1 2 −1 7

 r3↔r4
−−−−→
r2↔r3


1 0 3 2 0
0 1 2 −1 7
0 −3 −6 3 −5
0 −2 −4 2 0


3r2+r3
−−−−→
2r2+r4


1 0 3 2 0
0 1 2 −1 7
0 0 0 0 16
0 0 0 0 14

 − 7
8 r3+r4

−−−−→


1 0 3 2 0
0 1 2 −1 7
0 0 0 0 16
0 0 0 0 0

 ,
则秩为 3, ∣∣∣∣∣∣

2 1 7
2 −3 −5
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 16 ̸= 0.
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4) 
2 3 1 −3 −7
1 2 0 −2 −4
3 −2 8 3 0
2 −3 7 4 3

 r1↔r2
−−−−→


1 2 0 −2 −4
2 3 1 −3 −7
3 −2 8 3 0
2 −3 7 4 3


−2r1+r2
−3r1+r3
−−−−→
−2r1+r4


1 2 0 −2 −4
0 −1 1 1 1
0 −8 8 9 12
0 −7 7 8 11

 −8r2+r3
−−−−→
−7r2+r4


1 2 0 −2 −4
0 −1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 1 4


−r3+r4
−−−−→


1 2 0 −2 −4
0 −1 1 1 1
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

 ,
则秩为 3, ∣∣∣∣∣∣

2 3 −3
1 2 −2
3 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0.

5. 设矩阵

A =


1 1 −2 3 0
2 1 −6 4 −1
3 2 a 7 −1
1 −1 −6 −1 b

 ,
求 A 的秩.

解: 因为 
1 1 −2 3 0
2 1 −6 4 −1
3 2 a 7 −1
1 −1 −6 −1 b


−2r1+r2
−3r1+r3
−−−−→
−r1+r4


1 1 −2 3 0
0 −1 −2 −2 −1
0 −1 6 + a −2 −1
0 −2 −4 −4 b


−r2+r3
−−−−→
−2r2+r4


1 1 −2 3 0
0 −1 −2 −2 −1
0 0 8 + a 0 0
0 0 0 0 2 + b

 ,
则当 a = −8, b = −2 时, R(A) = 2; 当 a = −8, b ̸= −2 时, R(A) = 3; 当 a ̸= −8, b = −2 时, R(A) = 3;

当 a ̸= −8, b ̸= −2 时, R(A) = 4.

6. 设 A 为 n(n > 2) 阶方阵, 证明 (A∗)∗ = |A|n−2A.

证明: 由展开定理知, A∗(A∗)∗ = |A∗|E, 进而 AA∗(A∗)∗ = |A∗|A, 所以 |A|E(A∗)∗ = |A∗|A,

即 |A|(A∗)∗ = |A∗|A, 而 |A∗| = |A|n−1, 因此, |A|(A∗)∗ = |A|n−1A. 当 |A| ̸= 0 时, 立刻可得 (A∗)∗ =

|A|n−2A.

当 |A| = 0 时, 则 R(A) ≤ n− 1. 此时若 R(A) = n− 1, 则 R(A∗) = 1, 从而可知 A∗ 的 n− 1(> 1) 阶

子式值均为零, 所以 (A∗)∗ = O = 0A = |A|n−2A; 若 R(A) < n− 1, 则 R(A∗) = 0, 从而可知 A∗ = O, 因

此, (A∗)∗ = O = 0A = |A|n−2A.

因此们得证 (A∗)∗ = |A|n−2A.
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习习习题题题3.3(B)

1. 设 A 是 4× 3 矩阵, 且 A 的秩 R(A) = 2, 而

B =

 1 0 2
0 2 0

−1 0 3

 ,
求 AB 的秩.

解: 因为

|B| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 2 0

−1 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−1)2+2

∣∣∣∣ 1 2
−1 3

∣∣∣∣ = 2 · (3 + 2) = 10 ̸= 0,

所以, B 可逆, 因此, R(AB) = R(A) = 2.

2. 设矩阵

A =


1 1 2 2 3
2 2 0 a 4
1 0 a 1 5
2 a 3 5 4


的秩 R(A) = 3, 求 a 的值.

解: 因为
1 1 2 2 3
2 2 0 a 4
1 0 a 1 5
2 a 3 5 4


−2r1+r2
−r1+r3
−−−−→
−2r1+r4


1 1 2 2 3
0 0 −4 a− 4 −2
0 −1 a− 2 −1 2
0 a− 2 −1 1 −2


r2↔r3
−−−−→
r3↔r4


1 1 2 2 3
0 −1 a− 2 −1 2
0 a− 2 −1 1 −2
0 0 −4 a− 4 −2

 (a−2)r2+r3
−−−−→


1 1 2 2 3
0 −1 a− 2 −1 2
0 0 a2 − 4a+ 3 3− a 2a− 6
0 0 −4 a− 4 −2


r3↔r4
−−−−→


1 1 2 2 3
0 −1 a− 2 −1 2
0 0 −4 a− 4 −2
0 0 (a− 3)(a− 1) −(a− 3) 2(a− 3)

 ,
当 a = 3 时, 最后一行是零行, 此时 R(A) = 3. 当 a ̸= 3 时, 继续运算,

A
(a−3)r3+r4
−−−−→


1 1 2 2 3
0 −1 a− 2 −1 2
0 0 −4 a− 4 −2
0 0 (a− 3)(a− 5) (a− 3)(a− 5) 0

 ,
则当 a = 5 时, 最后一行是零行, 此时 R(A) = 3. 因此 a = 3 或 a = 5.

3. 已知

A =

 1
3
2

 (1,−1, 0), B =

 1 2 −1
2 a 2

−1 2 3

 ,
若 R(AB +B) = 2, 求 a.

解: 因为 AB +B = (A+ E)B, 而

A+ E =

 1
3
2

 (1,−1, 0) +

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 2 −1 0
3 −2 0
2 −2 1

 ,
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|A+E| = 1 · (−1)3+3(−4+3) = −1 ̸= 0,所以 A+E 可逆,因此 R(B) = R((A+E)B) = R(AB+B) = 2.

B =

 1 2 −1
2 a 2

−1 2 3

 −2r1+r2
−−−−→
r1+r3

 1 2 −1
0 a− 4 4
0 4 2


r2↔r3
−−−−→

 1 2 −1
0 4 2
0 a− 4 4

 −2r2+r3
−−−−→

 1 2 −1
0 4 2
0 a− 12 0

 ,
由 R(B) = 2 知, a = 12.
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4 第第第四四四章章章

4.1 习习习题题题4.1

习习习题题题4.1(A)

1. 用 Cramer 法则解下列方程组:

1)


x1 + 2x2 + 3x3 = 1,

2x1 + 2x2 + 5x3 = 2,

3x1 + 5x2 + x3 = 3;

2)



5x1 + 6x2 = 1,

x1 + 5x2 + 6x3 = 0,

x2 + 5x3 + 6x6 = 0,

x3 + 5x4 + 6x5 = 0,

x4 + 5x5 = 1.

解: 1) 计算

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 2 5
3 5 1

∣∣∣∣∣∣ = −23− 2(−13) + 3 · 4 = 15,

D1 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 2 5
3 5 1

∣∣∣∣∣∣ = |A| = 15, D2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 3
2 2 5
3 3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, D3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 2 2
3 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 0,

所以, x1 = D1

|A| = 1, x2 = D2

|A| = 0, x3 = D3

|A| = 0.

2) 计算

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0 0
1 5 6 0 0
0 1 5 6 0
0 0 1 5 6
0 0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0
1 5 6 0
0 1 5 6
0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 0 0
0 5 6 0
0 1 5 6
0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 25

∣∣∣∣∣∣
5 6 0
1 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣− 30

∣∣∣∣∣∣
1 6 0
0 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣
5 6 0
1 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣
= 125 · 19− 150 · 5− 30 · 19− 30 · 19 + 36 · 5 = 665,

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 0 0 0
0 5 6 0 0
0 1 5 6 0
0 0 1 5 6
1 0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0
1 5 6 0
0 1 5 6
0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 0 0
0 5 6 0
0 1 5 6
1 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣
5 6 0
1 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣
1 6 0
0 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣+ 6

∣∣∣∣∣∣
6 0 0
5 6 0
1 5 6

∣∣∣∣∣∣
= 25 · 19− 30 · 5− 6 · 19 + 36 · 36 = 1507,
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D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 0 0 0
1 0 6 0 0
0 0 5 6 0
0 0 1 5 6
0 1 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 6 0 0
0 5 6 0
0 1 5 6
1 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 0 0
0 5 6 0
0 1 5 6
0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −5

∣∣∣∣∣∣
6 0 0
5 6 0
1 5 6

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
5 6 0
1 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣
= −30 · 36− 5 · 19 + 6 · 5 = −1145,

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 1 0 0
1 5 0 0 0
0 1 0 6 0
0 0 0 5 6
0 0 1 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 0 0 0
1 0 6 0
0 0 5 6
0 1 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
6 1 0 0
1 0 6 0
0 0 5 6
0 1 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣
5 0 0
1 6 0
0 5 6

∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣
0 6 0
0 5 6
1 1 5

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
1 6 0
0 5 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣
= 25 · 36− 6 · 36 + 19 = 703,

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 1 0
1 5 6 0 0
0 1 5 0 0
0 0 1 0 6
0 0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0
1 5 0 0
0 1 0 6
0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 0 0
0 5 0 0
0 1 0 6
0 0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 25

∣∣∣∣∣∣
5 0 0
1 0 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣− 30

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣
5 0 0
1 0 6
0 1 5

∣∣∣∣∣∣
= −25 · 30 + 30 · 6 + 30 · 6 = −395,

D5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0 1
1 5 6 0 0
0 1 5 6 0
0 0 1 5 0
0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0
1 5 6 0
0 1 5 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
6 0 0 1
1 5 6 0
0 1 5 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 25

∣∣∣∣∣∣
5 6 0
1 5 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣− 30

∣∣∣∣∣∣
1 6 0
0 5 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣
5 6 0
1 5 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 5 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 25 · 19− 30 · 5− 6 · 19 + 1 = 212,

所以, x1 = D1

|A| =
1507
665 , x2 = D2

|A| = −1145
665 , x3 = D3

|A| =
703
665 , x4 = D4

|A| = − 395
665 , x5 = D5

|A| =
212
665 .

2. 问 λ, µ 取何值时, 齐次线性方程组
λx1 + x2 + x3 = 0,

x1 + µx2 + x3 = 0,

x1 + 2µx2 + x3 = 0

有非零解.

解: 计算系数行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣
λ 1 1
1 µ 1
1 2µ 1

∣∣∣∣∣∣ −r2+r1====
−r2+r3

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 1− µ 0
1 µ 1
0 µ 0

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)µ,
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当且仅当 |A| = 0, 即 λ = 1 或 µ = 0 时, 有非零解.

3. λ 取何值时, 非齐次线性方程组
λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2

1) 有唯一解; 2) 无解; 3) 有无穷多个解.

解: 对增广矩阵 (A, b) 施行初等行变换

(A, b) =

 λ 1 1 1
1 λ 1 λ
1 1 λ λ2

 r1↔r3
−−−−→

 1 1 λ λ2

1 λ 1 λ
λ 1 1 1

 −r1+r2
−−−−→
−λr1+r3

 1 1 λ λ2

0 λ− 1 1− λ λ− λ2

0 1− λ 1− λ2 1− λ3

 = (C, d).

当 λ = 1 时,

(C, d) =

 1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
R(A) = R(A, b) = 1 < 3, 因而有无穷多个解.

当 λ ̸= 1 时,

(C, d)
r2× 1

1−λ

−−−−→
r3× 1

1−λ

 1 1 λ λ2

0 −1 1 λ
0 1 1 + λ 1 + λ+ λ2

 r2+r3
−−−−→

 1 1 λ λ2

0 −1 1 λ
0 0 2 + λ (1 + λ)2

 = (H, ℓ),

则当 λ ̸= 1 且 λ ̸= −2 时, R(A) = R(A, b) = 3, 有唯一解; 当 λ = −2 时,

(H, ℓ) =

 1 1 −2 4
0 −1 1 −2
0 0 0 1

 ,
R(A) = 2 < R(A, b) = 3, 因而无解.

总之, 当 λ ̸= 1 且 λ ̸= −2 时, 有唯一解; 当 λ = −2 时, 无解; 当 λ = 1 时, 有无穷多个解.

4. 判断下列非齐次线性方程组的相容性, 若相容, 有多少个解?

1)


4x1 + 2x2 − x3 = 2,
3
2x1 −

1
2x2 + x3 = 5,

11x1 + 3x2 = 8;

2)


2x1 + x2 − x3 + x4 = 1,

2x1 + x2 − x3 +
1
2x4 = 1,

2x1 + x2 − x3 − x4 = 1.

解: 1) 对增广矩阵 (A, b) 施行初等行变换

(A, b) =

 4 2 −1 2
3
2 −1

2 1 5
11 3 0 8

 r2×2
−−−−→

 4 2 −1 2
3 −1 2 10
11 3 0 8

 −r2+r1
−−−−→

 1 3 −3 −8
3 −1 2 10
11 3 0 8


−3r1+r2
−−−−→
−11r1+r3

 1 3 −3 −8
0 −10 11 34
0 −30 33 96

 −3r2+r3
−−−−→

 1 3 −3 −8
0 −10 11 34
0 0 0 −6

 ,
由于 R(A) = 2 < R(A, b) = 3, 无解, 所以不相容.

2) 对增广矩阵 (A, b) 施行初等行变换

(A, b) =

 2 1 −1 1 1
2 1 −1 1

2 1
2 1 −1 −1 1

 −r1+r2
−−−−→
−r1+r3

 2 1 −1 1 1
0 0 0 − 1

2 0
0 0 0 −2 0

 −4r2+r3
−−−−→

 2 1 −1 1 1
0 0 0 −1

2 0
0 0 0 0 0

 ,
由于 R(A) = 2 = R(A, b) < 4, 相容, 有无穷多个解.
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习习习题题题4.1(B)

1. 问 λ 取何值时, 齐次线性方程组
(1− λ)x1 − 2x2 + 4x3 = 0,

2x1 + (3− λ)x2 + x3 = 0,

x1 + x2 + (1− λ)x3 = 0

有非零解?

解: 计算系数行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 4
2 3− λ 1
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(2− 4λ+ λ2) + 2(1− 2λ) + 4(λ− 1)

= −λ(λ− 2)(λ− 3),

当且仅当 |A| = 0, 即 λ = 0, 2, 3 时, 有非零解.

2. 问 λ 取何值时, 非齐次线性方程组
(2− λ)x1 + 2x2 − 2x3 = 1,

2x1 + (5− λ)x2 − 4x3 = 2,

−2x1 − 4x2 + (5− λ)x3 = −λ− 1

1) 有唯一解; 2) 无解; 3) 有无穷多个解.

解: 对增广矩阵 (A, b) 施行初等行变换

(A, b) =

 2− λ 2 −2 1
2 5− λ −4 2
−2 −4 5− λ −λ− 1

 r1↔r2
−−−−→

 2 5− λ −4 2
2− λ 2 −2 1
−2 −4 5− λ −λ− 1


r1+r3

−−−−→

 2 5− λ −4 2
2− λ 2 −2 1
0 1− λ 1− λ 1− λ

 = (C, d).

当 λ = 1 时,

(C, d) =

 2 4 −4 2
1 2 −2 1
0 0 0 0

 − 1
2 r1+r2

−−−−→

 2 4 −4 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
R(A) = R(A, b) = 1 < 3, 因而有无穷多个解.

当 λ ̸= 1 时,

(C, d)
r3× 1

1−λ

−−−−→

 2 5− λ −4 2
2− λ 2 −2 1
0 1 1 1

 − 2−λ
2 r1+r2

−−−−→
r2↔r3

 2 5− λ −4 2
0 1 1 1

0 (6−λ)(λ−1)
2 2(1− λ) λ− 1


r3× 1

λ−1

−−−−→

 2 5− λ −4 2
0 1 1 1
0 6−λ

2 −2 1

 λ−6
2 r2+r3
−−−−→

 2 5− λ −4 2
0 1 1 1
0 0 λ−10

2
λ−4
2

 ,
故当 λ ̸= 1 且 λ ̸= 10 时, R(A) = R(A, b) = 3, 有唯一解; 当 λ = 10 时,

(A, b) →

 2 −5 −4 2
0 1 1 1
0 0 0 3

 ,
R(A) = 2 < R(A, b) = 3, 因而无解.

总之, 当 λ ̸= 1 且 λ ̸= 10 时, 有唯一解; 当 λ = 10 时, 无解; 当 λ = 1 时, 有无穷多个解.

3. 已知线性方程组
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a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(∗)

的系数矩阵 A 的秩等于矩阵

B =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann bn
b1 b2 · · · bn 0


的秩, 试证方程组 (∗) 有解.

证明: 由于矩阵 B 比矩阵 (A, b) 多一行, (A, b) 比 A 多一列, 因此, R(B) ≥ R(A, b) ≥ R(A),

而 R(A) = R(B), 所以, R(A) = R(A, b), 故方程组 (∗) 有解.

4.2 习习习题题题4.2

习习习题题题4.2(A)

1. 设向量 α1 = (1, 1, 0)T, α2 = (0, 1, 1)T, α3 = (3, 4, 0)T, 求 α1 − α2 及 3α1 + 2α2 − α3.

解: α1 − α2 = (1, 1, 0)T − (0, 1, 1)T = (1− 0, 1− 1, 0− 1)T = (1, 0,−1)T.

3α1 + 2α2 − α3 = 3(1, 1, 0)T + 2(0, 1, 1)T − (3, 4, 0)T = (3 + 0− 3, 3 + 2− 4, 0 + 2− 0)T = (0, 1, 2)T.

2. 设 3(α1−α)+2(α2−α) = 5α3+α,其中 α1 = (2, 5, 1, 3)T, α2 = (10, 1, 5, 10)T, α3 = (4, 1,−1, 1)T,

求 α.

解: 由 3(α1 −α) + 2(α2 −α) = 5α3 +α 知, 6α = 3α1 +2α2 − 5α3 = 3(2, 5, 1, 3)T +2(10, 1, 5, 10)T −

5(4, 1,−1, 1)T = (6+ 20− 20, 15+ 2− 5, 3+ 10+ 5, 9+ 20− 5)T = (6, 12, 18, 24)T, 所以, α = (1, 2, 3, 4)T.

3. 设向量 β = (1, a, 3)T 能由 α1 = (2, 1, 0)T, α2 = (−3, 2, 1)T 线性表示, 求 a 的值.

解: 向量 β 能由 α1, α2 线性表示, 即非齐次线性方程组 x1α1 + x2α2 = β 是相容的, 当且仅

当 R(α1, α2) = R(α1, α2, β). 而

(α1, α2, β) =

 2 −3 1
1 2 a
0 1 3

 r1↔r2
−−−−→

 1 2 a
2 −3 1
0 1 3

 −2r1+r2
−−−−→

 1 2 a
0 −7 1− 2a
0 1 3


r2↔r3
−−−−→

 1 2 a
0 1 3
0 −7 1− 2a

 7r2+r3
−−−−→

 1 2 a
0 1 3
0 0 22− 2a

 ,
由此知 R(α1, α2) = 2, 进而 R(α1, α2) = R(α1, α2, β) 当且仅当 22− 2a = 0, 即 a = 11.

4. 设向量组 α1 = (1, 1, 2)T, α2 = (3, t, 1)T, α3 = (0, 2,−t)T 线性相关, 求 t 的值.
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解: α1, α2, α3 线性相关当且仅当 R(α1, α2, α3) < 3. 而

(α1, α2, α3) =

 1 3 0
1 t 2
2 1 −t

 −r1+r2
−−−−→
−2r1+r3

 1 3 0
0 t− 3 2
0 −5 −t

 r2↔r3
−−−−→

 1 3 0
0 −5 −t
0 t− 3 2


1
5 (t−3)r2+r3
−−−−→

 1 3 0
0 −5 −t
0 0 2− 1

5 (t− 3)t

 ,
由此知 R(α1, α2, α3) < 3 当且仅当 2− 1

5 (t− 3)t = 0, 即 t2 − 3t− 10 = 0, 亦即 t = 5 或 t = −2.

5. 设向量组 β1 = (1, 3, 2, a)T, β2 = (2, 7, a, 3)T, β3 = (0, a, 5, 1)T 线性无关, 求 a 的值.

解: β1, β2, β3 线性无关当且仅当 R(β1, β2, β3) = 3. 而

(β1, β2, β3) =


1 2 0
3 7 a
2 a 5
a 3 1


−3r1+r2
−2r1+r3
−−−−→
−ar1+r4


1 2 0
0 1 a
0 a− 4 5
0 3− 2a 1

 −(a−4)r2+r3
−−−−→

−(3−2a)r2+r4


1 2 0
0 1 a
0 0 5− a(a− 4)
0 0 1− a(3− 2a)

 ,
由此知 R(α1, α2, α3) = 3 当且仅当 5 − a(a − 4) 与 1 − a(3 − 2a) 不同时为零, 而 5 − a(a − 4) = 0,

即 a = 5或 a = −1, 1−a(3−2a) = 0即 a = 1或 a = 1
2 ,因此对于任意 a,有 5−a(a−4)与 1−a(3−2a)不

会同时为零, 从而对于一切的 a, 都有 β1, β2, β3 线性无关.

6. 判断下列命题的正确性(正确的, 请给出证明; 错误的, 请举出反例)

1) 如果 k1 = k2 = · · · = ks = 0 时, 有 k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0, 那么 α1, α2, · · · , αs 线性无关;

2) 如果只有当 k1, k2, · · · , ks 全为零时, 等式

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs + k1β1 + k2β2 + · · ·+ ksβs = 0

才能成立, 那么 α1, α2, · · · , αs 线性无关; β1, β2, · · · , βs 也线性无关.

3) 如果 α1, α2, · · · , αs 线性相关, β1, β2, · · · , βs 也线性相关, 则有不全为零的一组数 k1, k2, · · · , ks,

使 k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0 与 k1β1 + k2β2 + · · ·+ ksβs = 0 同时成立;

4) 如果 α1, α2, · · · , αs 线性无关, αs+1 不能由 α1, α2, · · · , αs 线性表示, 那么 α1, α2, · · · , αs, αs+1 线

性无关;

5) 如果 α1, α2, · · · , αs 线性相关, 那么其中每一个向量都可由其余的向量线性表示;

6) 如果 α1, α2, · · · , αs 线性无关, 那么其中任何一个向量都不能由其余向量线性表示.

解: 1) 命题是错误的. 反例: 任取 α1, 令 α2 = −α1. 则 k1 = k2 = 0 时, 有 k1α1 + k2α2 = 0,

但 α1, α2 线性相关;

2) 命题是错误的. 反例: 令 α1 = α2 = e1, β1 = 0, β2 = e2 − e1. 只有当 k1, k2 全为零时, 等

式 k1α1+k2α2+k1β1+k2β2 = 0才能成立,因为此时 k1α1+k2α2+k1β1+k2β2 = k1(α1+β1)+k2(α2+β2) =

k1e1 + k2e2, 而 e1, e2 线性无关. 但 α1, α2 线性相关, β1, β2 也线性相关;

3) 命题是错误的. 反例: 令 α1 = α2 = e1, β1 = 0, β2 = e1 − e2. 则 α1, α2 线性相关, β1, β2 也

线性相关. 但不存在不全为零的数 k1, k2, 使 k1α1 + k2α2 = 0 与 k1β1 + k2β2 = 0 同时成立, 因为否
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则 k1(α1 − β1) + k2(α2 − β2) = k1e1 + k2e2 = 0, 由 e1, e2 线性无关知, k1 = k2 = 0, 矛盾;

4) 命题是正确的. 反证法. 若 α1, α2, · · · , αs, αs+1 线性相关, 则存在不全为零的数 λ1, λ2, · · · , λs,

λs+1, 使得 λ1α1 + λ2α2 + · · · + λsαs + λs+1αs+1 = 0, 此时必定有 λs+1 ̸= 0. 因为若不然, 则

由 λs+1 = 0知, λ1α1+λ2α2+ · · ·+λsαs = 0,而 α1, α2, · · · , αs 线性无关,故推出 λ1 = λ2 = · · · = λs = 0,

与 λ1, λ2, · · · , λs, λs+1 不全为零矛盾. 因此, αs+1 = − λ1

λs+1
α1 − λ2

λs+1
α2 − · · · − λs

λs+1
αs, 即 αs+1 可以

由 α1, α2, · · · , αs 线性表示, 矛盾. 所以 α1, α2, · · · , αs, αs+1 线性无关;

5) 命题是错误的. 反例: 取 α1 ̸= 0, α2 = 0. 则 α1, α2 线性相关, 但 α1 不能由 α2 线性表示;

6) 命题是正确的. 反证法. 若存在一个向量能由其余向量线性表示, 不妨设 αs 可以

由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示, 即存在数 λ1, λ2, · · · , λs−1 使得 αs = λ1α1 + λ2α2 + · · · + λs−1αs−1,

则 λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λs−1αs−1 −αs = 0, 由于数 λ1, λ2, · · · , λs−1,−1 不全为零, 所以 α1, α2, · · · , αs 线

性相关, 矛盾. 所以其中任何一个向量都不能由其余向量线性表示.

7. 设向量组 α1, α2, α3 线性无关, 试证 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 线性无关.

证明: 如果 λ1(α1+α2)+λ2(α2+α3)+λ3(α3+α1) = 0,即 (λ1+λ3)α1+(λ1+λ2)α2+(λ2+λ3)α3 = 0,

则由 α1, α2, α3 线性无关知, λ1 + λ3 = λ1 + λ2 = λ2 + λ3 = 0, 而这个三元齐次线性方程组的系数行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0,

方程组只有零解, 即 λ1 = λ2 = λ3 = 0, 所以 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 线性无关.

8. 设 β1 = α1 + α2, β2 = α2 + α3, β3 = α3 + α4, β4 = α4 + α1, 试证向量组 β1, β2, β3, β4 线性相关.

证明: 注意到 λ1β1+λ2β2+λ3β3+λ4β4 = 0即 (λ1+λ4)α1+(λ1+λ2)α2+(λ2+λ3)α3+(λ3+λ4)α4 = 0.

考察四元齐次线性方程组 λ1 + λ4 = λ1 + λ2 = λ2 + λ3 = λ3 + λ4 = 0. 由于其系数行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

所以该方程组存在非零解, 从而存在不全为零的 λ1, λ2, λ3, λ4, 使得 λ1β1 + λ2β2 + λ3β3 + λ4β4 = 0, 所以

向量组 β1, β2, β3, β4 线性相关.

9. 设 β1 = α1, β2 = α1 + α2, · · · , βr = α1 + α2 + · · ·+ αr, 若向量组 α1, α2, · · · , αr 线性无关, 试证

向量组 β1, β2, · · · , βr 也线性无关.

证明: 如果 λ1β1+λ2β2+· · ·+λrβr = 0,即 (λ1+λ2+· · ·+λr)α1+(λ2+λ3+· · ·+λr)α2+· · ·+λrαr = 0,

则由 α1, α2, · · · , αr 线性无关知, λ1 + λ2 + · · ·+ λr = λ2 + λ3 + · · ·+ λr = · · · = λr = 0, 而这个 r 元齐次

线性方程组显然只有零解, 即 λ1 = λ2 = · · · = λr = 0, 所以向量组 β1, β2, · · · , βr 也线性无关.

10. 设 α1, α2, · · · , αn 是一组 n 维向量, 已知 n 维基本向量 e1, e2, · · · , en 能由它们线性表示, 试

证 α1, α2, · · · , αn 线性无关.
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证明: 方法一. 反证法. 若 α1, α2, · · · , αn 线性相关, 则至少有一个向量可以由其余 n −

1 个向量线性表示, 不妨设 αn 可以由 α1, α2, · · · , αn−1 线性表示, 则向量组 α1, α2, · · · , αn 可以

由向量组 α1, α2, · · · , αn−1 线性表示, 由线性表示的传递性, 向量组 e1, e2, · · · , en 可以由向量

组 α1, α2, · · · , αn−1 线性表示, 由于 n > n − 1, 则 e1, e2, · · · , en 线性相关, 这与 e1, e2, · · · , en 线性

无关矛盾. 所以 α1, α2, · · · , αn 线性无关.

方法二. 向量组 e1, e2, · · · , en 能由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表示, 显然向量组 α1, α2, · · · , αn 也能

由向量组 e1, e2, · · · , en 线性表示, 所以两个向量组是等价的, 而等价向量组具有相同的秩, 基本向量组的

秩为 n, 所以, 向量组 α1, α2, · · · , αn 的秩也为 n, 所以 α1, α2, · · · , αn 线性无关.

11. 设 α1, α2, · · · , αn 是一组 n 维向量, 试证它们线性无关的充分必要条件是任一 n 维向量都可由

它们线性表示.

证明: 必要性. 方法一. 若 α1, α2, · · · , αn 线性无关, 令 A = (α1, α2, · · · , αn), 则 |A| ̸= 0, A 可逆, 对

于任一 n 维向量 α, 线性方程组 Ax = x1α1 + x2α2 + · · · + xnαn = α 有唯一解 x = A−1α, 即 α 可以

由 α1, α2, · · · , αn 唯一线性表示.

方法二. 对于任一 n 维向量 α, 向量组 α1, α2, · · · , αn, α 是 n + 1 个 n 维向量, 必定线性相关,

而 α1, α2, · · · , αn 线性无关, 则 α 可以由 α1, α2, · · · , αn 唯一线性表示.

充分性. 若任一 n 维向量都可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示, 则 n 维基本向量 e1, e2, · · · , en 能

由 α1, α2, · · · , αn 线性表示, 由上一题知 α1, α2, · · · , αn 线性无关.

12. 设向量 β 可以由 α1, α2, · · · , αr 线性表示, 但不能由 α1, α2, · · · , αr−1 线性表示, 试证向量

组 α1, α2, · · · , αr−1, β 与 α1, α2, · · · , αr−1, αr 等价.

证明: 一方面, 向量 β 可以由 α1, α2, · · · , αr 线性表示, 所以, 向量组 α1, α2, · · · , αr−1, β 可以由向量

组 α1, α2, · · · , αr−1, αr 线性表示.

另一方面, 由于向量 β 可以由 α1, α2, · · · , αr 线性表示, 所以, 存在数 λ1, λ2, · · · , λr, 使得 β =

λ1α1 + λ2α2 + · · · + λrαr, 又由 β 不能由 α1, α2, · · · , αr−1 线性表示知, λr ̸= 0, 所以, αr = −λ1

λr
α1 −

λ2

λr
α2 − · · · − λr−1

λr
αr−1 +

1
λr
β, 即 αr 可以由 α1, α2, · · · , αr−1, β 线性表示, 进而, α1, α2, · · · , αr−1, αr 可

以由 α1, α2, · · · , αr−1, β 线性表示.

因此, 向量组 α1, α2, · · · , αr−1, β 与 α1, α2, · · · , αr−1, αr 可以相互线性表示, 因而等价.

13. 设非零向量 β 可以由向量组 α1, α2, · · · , αr 线性表示, 试证表示法唯一的充分必要条件

是 α1, α2, · · · , αr 线性无关.

证明: 由于非零向量 β 可以由向量组 α1, α2, · · · , αr 线性表示, 则非齐次线性方程组 x1α1 + x2α2 +

· · ·+ xrαr = β 有解, 进而 R(α1, α2, · · · , αr) = R(α1, α2, · · · , αr, β).
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所以, 非零向量 β 可以由向量组 α1, α2, · · · , αr 唯一线性表示, 当且仅当非齐次线性方程组 x1α1 +

x2α2 + · · · + xrαr = β 有唯一解, 继而等价于 R(α1, α2, · · · , αr) = r, 所以等价于 α1, α2, · · · , αr 线性无

关.

14. 对于任一矩阵 A, 证明: A 的列(行)向量组线性无关的充分必要条件是 A 为列(行)满秩矩阵.

证明: 记 A = (aij)m×n, A 的列向量组 α1, α2, · · · , αn, 行向量组 β1, β2, · · · , βm. A 的列向量

组 α1, α2, · · · , αn 线性无关当且仅当 R(A) = R(α1, α2, · · · , αn) = n, 即 A 为列满秩矩阵.

A 的行向量组 β1, β2, · · · , βm 线性无关当且仅当 转置的列向量组 βT
1 , β

T
2 , · · · , βT

m 线性无关. 由前面

的证明知, 即当且仅当 AT = (βT
1 , β

T
2 , · · · , βT

m) 为列满秩矩阵, 亦即当且仅当 A 为行满秩矩阵.

习习习题题题4.2(B)

1. 已知 α1 = (1, 2, 3, 2)T, α2 = (1, 1, 3,−a)T, α3 = (3, 5, 8, 2)T, β = (3, 3, b,−6)T, 试问当 a, b 为何

值时, β 可由 α1, α2, α3 线性表示, 并写出表示式.

解: β 可由 α1, α2, α3 线性表示, 当且仅当非齐次线性方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 = β 有解, 也等价

于 R(α1, α2, α3) = R(α1, α2, α3, β). 而

(α1, α2, α3, β) =


1 1 3 3
2 1 5 3
3 3 8 b
2 −a 2 −6


−2r1+r2
−3r1+r3
−−−−→
−2r1+r4


1 1 3 3
0 −1 −1 −3
0 0 −1 b− 9
0 −a− 2 −4 −12


−(a+2)r2+r4
−−−−→


1 1 3 3
0 −1 −1 −3
0 0 −1 b− 9
0 0 a− 2 3a− 6

 (a−2)r3+r4
−−−−→


1 1 3 3
0 −1 −1 −3
0 0 −1 b− 9
0 0 0 (a− 2)(b− 6)


r2+r1

−−−−→
2r3+r1


1 0 0 2b− 18
0 −1 −1 −3
0 0 −1 b− 9
0 0 0 (a− 2)(b− 6)

 −r3+r2
−−−−→


1 0 0 2b− 18
0 −1 0 6− b
0 0 −1 b− 9
0 0 0 (a− 2)(b− 6)


r2×(−1)
−−−−→
r3×(−1)


1 0 0 2b− 18
0 1 0 b− 6
0 0 1 9− b
0 0 0 (a− 2)(b− 6)

 ,
由此知 R(α1, α2, α3) = R(α1, α2, α3, β) 当且仅当 (a − 2)(b − 6) = 0. 所以当 a = 2 时, 对于任意的 b,

β = (2b− 18)α1 + (b− 6)α2 + (9− b)α3; 或者当 b = 6 时, 对于任意的 a, β = −6α1 + 3α3.

2. 已知 α1, α2, α3 线性无关, 若 α1 + 2α2, 2α2 + aα3, 3α3 + 2α1 线性相关, 求 a 的值.

解: α1 + 2α2, 2α2 + aα3, 3α3 + 2α1 线性相关, 即存在不全为零的数 λ1, λ2, λ3, 使得 λ1(α1 + 2α2) +

λ2(2α2 + aα3) + λ3(3α3 + 2α1) = 0, 也即 (λ1 + 2λ3)α1 + (2λ1 + 2λ2)α2 + (aλ2 + 3λ3)α3 = 0, 由

于 α1, α2, α3 线性无关, 所以得到三元齐次线性方程组 λ1 + 2λ3 = 2λ1 + 2λ2 = aλ2 + 3λ3 = 0 有非零解,
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等价于系数行列式 |A| = 0. 而

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
2 2 0
0 a 3

∣∣∣∣∣∣ = 6 + 4a,

所以, a = − 3
2 .

3. 已知 α1, α2, α3 线性相关, α2, α3, α4 线性无关, 试证 α1 可以由 α2, α3, α4 线性表示, α4 不能

由 α1, α2, α3 线性表示.

证明: 由 α2, α3, α4 线性无关知, α2, α3 线性无关, 而 α1, α2, α3 线性相关, 所以 α1 可以由 α2, α3 线

性表示, 进而 α1 可以由 α2, α3, α4 线性表示.

假设 α4 能由 α1, α2, α3 线性表示, 前面已经证明 α1 可以由 α2, α3 线性表示, 所以 α4 能由 α2, α3 线

性表示, 则 α2, α3, α4 线性相关, 推出矛盾. 所以, α4 不能由 α1, α2, α3 线性表示.

4. 已知 A 是 n 阶可逆矩阵, α1, α2, · · · , αs 是 n 维线性无关的列向量, 试证 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线

性无关.

证明: Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性无关当且仅当 R(Aα1, Aα2, · · · , Aαs) = s. 而由于 A 是可逆矩阵,

有 R(Aα1, Aα2, · · · , Aαs) = R(A(α1, α2, · · · , αs)) = R(α1, α2, · · · , αs), 再由 α1, α2, · · · , αs 是 n 维线性

无关的列向量知, R(α1, α2, · · · , αs) = s, 所以得出 Aα1, Aα2, · · · , Aαs 线性无关.

5. 已知 β 可由 α1, α2, · · · , αs 线性表示, 但不能由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示, 试证 αs 能

由 β, α1, α2, · · · , αs−1 线性表示, 但不能由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示.

证明: 由于向量 β 可以由 α1, α2, · · · , αs 线性表示, 所以, 存在数 λ1, λ2, · · · , λs, 使得 β = λ1α1 +

λ2α2 + · · ·+ λsαs, 又由 β 不能由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示知, λs ̸= 0, 所以, αs =
1
λs
β− λ1

λs
α1 − λ2

λs
α2 −

· · · − λs−1

λs
αs−1, 即 αs 可以由 β, α1, α2, · · · , αs−1 线性表示.

假设 αs 能够由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示, 则 α1, α2, · · · , αs 可以由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示, 进

而向量 β 可以由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示, 矛盾. 所以, αs 不能由 α1, α2, · · · , αs−1 线性表示.

6. 已知向量组 α1, α2, · · · , αm(m > 1) 线性无关, 且 β = α1 +α2 + · · ·+αm, 试证向量组 β−α1, β−

α2, · · · , β − αm 线性无关.

证明: 注意到矩阵

(β − α1, β − α2, · · · , β − αm) = (α1, α2, · · · , αm)


0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 0

 =: (α1, α2, · · · , αm)C.



49

因为

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m− 1 m− 1 · · · m− 1

1 0 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (m− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 0 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (m− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 −1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)m−1(m− 1) ̸= 0,

所以, 矩阵 C 可逆, 进而 R(β − α1, β − α2, · · · , β − αm) = R((α1, α2, · · · , αm)C) = R(α1, α2, · · · , αm),

再由 α1, α2, · · · , αm 线性无关知, R(α1, α2, · · · , αm) = m, 所以 R(β − α1, β − α2, · · · , β − αm) = m, 因

此, β − α1, β − α2, · · · , β − αm 线性无关.

7. 设 A 是 n 阶方阵, x 是 n 维列向量, 若对某一自然数 m, 有 Am−1x ̸= 0, Amx = 0, 试证向量

组 x,Ax, · · · , Am−1x 线性无关.

证明: 由 Amx = 0 知, 对于任意 k ≥ m, 有 Akx = 0. 如果数 λ1, λ2, · · · , λm 使得 λ1x +

λ2Ax + · · · + λmA
m−1x = 0, 两边左乘 Am−1, 得出 λ1A

m−1x = 0, 而 Am−1x ̸= 0, 所以 λ1 = 0; 进

而 λ2Ax+ · · ·+ λmA
m−1x = 0, 再两边左乘 Am−2, 得出 λ2A

m−1x = 0, 因此 λ2 = 0. 因而可以类似递推

得到 λ1 = λ2 = · · · = λm = 0, 所以向量组 x,Ax, · · · , Am−1x 线性无关.

4.3 习习习题题题4.3

习习习题题题4.3(A)

1. 利用初等变换, 求下列矩阵的列向量组的一个极大无关组:

1)


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

; 2)


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
2 0 3 −1 3
1 1 0 4 −1

.
解: 1) 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48


−r1+r4
−r2+r3
−−−−→
−3r1+r2


25 31 17 43
0 1 2 3
0 0 1 2
0 1 3 5

 −r2+r4
−−−−→
−r3+r4


25 31 17 43
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 0

 ,
非零行首个非零元所在的列为第 1, 2, 3 列, 显然有一个三阶子式值不为零, 所以, 第 1, 2, 3 列为矩阵的列

向量组的一个极大无关组.

2) 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵
1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
2 0 3 −1 3
1 1 0 4 −1

 −r1+r4
−−−−→
−2r1+r3


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
0 −2 −1 −5 1
0 0 −2 2 −2

 r2+r3
−−−−→
r3↔r4


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
0 0 −2 2 −2
0 0 0 0 0

 ,
非零行首个非零元所在的列为第 1, 2, 3 列, 显然有一个三阶子式值不为零, 所以, 第 1, 2, 3 列为矩阵的列

向量组的一个极大无关组.
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2. 利用初等变换求下列矩阵的秩和行向量组的一个极大无关组:

1)

 3 1 0 2
1 −1 2 −1
1 3 −4 4

; 2)


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
2 0 3 −1 3
1 1 0 4 −1

.
解: 1) 方法一. 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

 3 1 0 2
1 −1 2 −1
1 3 −4 4

 r1↔r2
−−−−→

 1 −1 2 −1
3 1 0 2
1 3 −4 4

 −r1+r3
−−−−→
−3r1+r2

 1 −1 2 −1
0 4 −6 5
0 4 −6 5


−r2+r3
−−−−→

 1 −1 2 −1
0 4 −6 5
0 0 0 0

 ,
矩阵秩为 2. 非零行为第 1, 2 行, 所以, 第 1, 2 行向量为矩阵的行向量组的一个极大无关组. 注意到任意

两行都有一个二阶子式值不为零, 所以任意两个行向量都是行向量组的一个极大无关组.

方法二. 将矩阵转置后, 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

 3 1 0 2
1 −1 2 −1
1 3 −4 4

T

=


3 1 1
1 −1 3
0 2 −4
2 −1 4

 r1↔r2
−−−−→


1 −1 3
3 1 1
0 2 −4
2 −1 4

 −3r1+r2
−−−−→
−2r1+r4


1 −1 3
0 4 −8
0 2 −4
0 1 −2


−2r4+r3
−−−−→
−4r4+r2


1 −1 3
0 0 0
0 0 0
0 1 −2

 r2↔r4
−−−−→


1 −1 3
0 1 −2
0 0 0
0 0 0

 ,

矩阵秩为 2. 任意两列都有一个二阶子式值不为零, 所以转置矩阵的任意两个列向量都是转置矩阵的列向

量组的一个极大无关组, 即原矩阵任意两个行向量都是行向量组的一个极大无关组.

2) 方法一. 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
2 0 3 −1 3
1 1 0 4 −1

 −2r1+r3
−−−−→
−r1+r4


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
0 −2 −1 −5 1
0 0 −2 2 −2

 r2+r3
−−−−→


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
0 0 0 0 0
0 0 −2 2 −2


r3↔r4
−−−−→


1 1 2 2 1
0 2 1 5 −1
0 0 −2 2 −2
0 0 0 0 0

 ,

矩阵秩为 3. 非零行为第 1, 2, 3 行, 是原矩阵的第 1, 2, 4 行, 所以, 第 1, 2, 4 行向量为矩阵的行向量组的一

个极大无关组. 极大无关组必含第 4 行向量 α4, 因为 2α1 − α2 = α3, 所以 α1, α2, α3 线性相关.
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方法二. 将矩阵转置后, 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵
1 0 2 1
1 2 0 1
2 1 3 0
2 5 −1 4
1 −1 3 −1

 −r1+r2
−−−−→
−r1+r4


1 0 2 1
0 2 −2 0
2 1 3 0
2 5 −1 4
0 −1 1 −2

 −2r1+r3
−−−−→
−2r1+r4


1 0 2 1
0 2 −2 0
0 1 −1 −2
0 5 −5 2
0 −1 1 −2


−2r3+r2
−−−−→
−5r3+r4


1 0 2 1
0 0 0 4
0 1 −1 −2
0 0 0 12
0 −1 1 −2

 r2+r5
−−−−→
r3+r5


1 0 2 1
0 0 0 4
0 1 −1 −2
0 0 0 12
0 0 0 0


−3r2+r4
−−−−→
r2↔r3


1 0 2 1
0 1 −1 −2
0 0 0 4
0 0 0 0
0 0 0 0


矩阵秩为 3. 第 1, 2, 4 列有一个三阶子式值不为零, 所以转置矩阵的第 1, 2, 4 列向量是转置矩阵的列向量

组的一个极大无关组, 即原矩阵第 1, 2, 4 行向量是行向量组的一个极大无关组. 极大无关组必含第 4 行向

量 α4, 因为显然 2αT
1 − αT

2 = αT
3 , 所以 α1, α2, α3 线性相关.

3. 求下列向量组的秩, 并求一个极大无关组:

1) α1 =


1
2

−1
4

, α2 =


a
100
10
4

, α3 =


−2
−4
2

−8

;
2) β1 = (1, 2, 1, 3), β2 = (4,−1,−5,−6), β3 = (1,−3,−4,−7).

解: 1) 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

(α1, α2, α3) =


1 a −2
2 100 −4

−1 10 2
4 4 −8


−r1+r3
−2r2+r4
−−−−→
−2r1+r2


1 a −2
0 100− 2a 0
0 10 + a 0
0 −196 0


100−2a

196 r4+r2
−−−−→

10+a
196 r4+r3


1 a −2
0 0 0
0 0 0
0 −196 0

 r2↔r4
−−−−→


1 a −2
0 −196 0
0 0 0
0 0 0

 ,
R(α1, α2, α3) = 2, 非零行首个非零元所在的列为第 1, 2 列, 所以, 第 1, 2 列向量即 α1, α2 为向量组的一

个极大无关组.

2) 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵 β1
β2
β3

 =

 1 2 1 3
4 −1 −5 −6
1 −3 −4 −7

 −r1+r3
−−−−→
−4r1+r2

 1 2 1 3
0 −9 −9 −18
0 −5 −5 −10

 − 5
9 r2+r3

−−−−→

 1 2 1 3
0 −9 −9 −18
0 0 0 0

 ,
R(β1, β2, β3) = 2, 非零行为第 1, 2 行, 所以, 第 1, 2 行向量即 β1, β2 为向量组的一个极大无关组.

4. 求向量组

α1 =


1

−2
0
3

 , α2 =


2

−5
−3
6

 , α3 =


0
1
3
0

 , α3 =


2

−1
4

−7

 , α5 =


5

−8
1
2
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的秩和一个极大无关组, 并将该极大无关组以外的向量表成极大无关组的线性组合.

解: 利用初等行变换化成行最简形矩阵

(α1, α2, α3,α4, α5) =


1 2 0 2 5

−2 −5 1 −1 −8
0 −3 3 4 1
3 6 0 −7 2

 2r1+r2
−−−−→
−3r1+r4


1 2 0 2 5
0 −1 1 3 2
0 −3 3 4 1
0 0 0 −13 −13


−3r2+r3
−−−−→


1 2 0 2 5
0 −1 1 3 2
0 0 0 −5 −5
0 0 0 −13 −13


r3×(− 1

5 )

r2×(−1)
−−−−→
13r3+r4


1 2 0 2 5
0 1 −1 −3 −2
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0


3r3+r2
−−−−→
−2r3+r1


1 2 0 0 3
0 1 −1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 −2r2+r1
−−−−→


1 0 2 0 1
0 1 −1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

 ,
R(α1, α2, α3, α4, α5) = 3,非零行首个非零元所在的列为第 1, 2, 4列,所以,第 1, 2, 4列向量即 α1, α2, α4为

向量组的一个极大无关组, 且 α3 = 2α1 − α2, α5 = α1 + α2 + α4.

5. 设 β1 = α2 + α3 + · · · + αm, β2 = α1 + α3 + · · · + αm, · · · , βm = α1 + α2 + · · · + αm−1, 试

证 β1, β2, · · · , βm 与 α1, α2, · · · , αm 有相同的秩.

证明: 首先, 显然向量组 β1, β2, · · · , βm 可由向量组 α1, α2, · · · , αm 线性表示. 其次, 注意到 β1 =

(α1 + α2 + · · · + αm) − α1, β2 = (α1 + α2 + · · · + αm) − α2, · · · , βm = (α1 + α2 + · · · + αm) − αm, 所

以 β1+β2+ · · ·+βm = (m−1)(α1+α2+ · · ·+αm), 即 α1+α2+ · · ·+αm = 1
m−1 (β1+β2+ · · ·+βm), 因

此, α1 = (α1 +α2 + · · ·+αm)− β1 = 1
m−1 (β1 + β2 + · · ·+ βm)− β1 = −m−2

m−1β1 +
1

m−1β2 + · · ·+ 1
m−1βm,

α2 = (α1 + α2 + · · ·+ αm)− β2 = 1
m−1 (β1 + β2 + · · ·+ βm)− β2 = 1

m−1β1 −
m−2
m−1β2 + · · ·+ 1

m−1βm, · · · ,

αm = (α1 +α2 + · · ·+αm)− βm = 1
m−1 (β1 + β2 + · · ·+ βm)− βm = 1

m−1β1 +
1

m−1β2 + · · · − m−2
m−1βm, 所

以向量组 α1, α2, · · · , αm 可由向量组 β1, β2, · · · , βm 线性表示. 故两个向量组等价, 因而有相同的秩.

6. 设向量组 I: α1, α2, · · · , αs 的秩为 r1,向量组 II: β1, β2, · · · , βt 的秩为 r2,向量组 III: α1, α2, · · · , αs,

β1, β2, · · · , βt 的秩为 r3, 试证 max{r1, r2} ≤ r3 ≤ r1 + r2.

证明: 由于向量组 I 可由向量组 III 线性表示, 所以 r1 ≤ r3; 同样由于向量组 II 也可由向量组 III 线性

表示, 所以 r2 ≤ r3; 因此, max{r1, r2} ≤ r3.

取向量组 I 的一个极大无关组 I0 : αi1 , αi2 , · · · , αir1
, 取向量组 II 的一个极大无关组 II0 :

βj1 , βj2 , · · · , βjr2 . 合并这两个向量组为向量组 III0 : αi1 , αi2 , · · · , αir1
, βj1 , βj2 , · · · , βjr2 .

由于向量组 I 可由向量组 I0 线性表示, 向量组 I0 可由向量组 III0 线性表示, 所以向量组 I 可

由向量组 III0 线性表示; 同样, 由于向量组 II 可由向量组 II0 线性表示, 向量组 II0 可由向量组 III0 线

性表示, 所以向量组 II 可由向量组 III0 线性表示. 因此, 向量组 III 可由向量组 III0 线性表示, 进而,

r3 ≤ R(αi1 , αi2 , · · · , αir1
, βj1 , βj2 , · · · , βjr2 ) ≤ r1 + r2.
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因此, 得证 max{r1, r2} ≤ r3 ≤ r1 + r2.

7. 设向量组 I: β1, β2, · · · , βr 能由向量组 II: α1, α2, · · · , αs 线性表示为

(β1, β2, · · · , βr) = (α1, α2, · · · , αs)K,

其中 K 为 s× r 矩阵, 且向量组 II 线性无关, 试证向量组 I 线性无关的充分必要条件是 R(K) = r.

证明: 必要性. 设向量组 I 线性无关. 由于向量组 I 可由向量组 II 线性表示, 所以 r ≤ s, 进

而 R(K) ≤ r. 若 R(K) < r, 则齐次线性方程组 Kx = 0 有非零解 x∗, 进而 (β1, β2, · · · , βr)x∗ =

(α1, α2, · · · , αs)Kx
∗ = (α1, α2, · · · , αs)0 = 0, 所以, 向量组 I 线性相关, 推出矛盾. 因此, R(K) = r.

充分性. 设 R(K) = r. 考虑齐次方程组 (β1, β2, · · · , βr)x = 0 是否只有零解. 此方程即

为 (α1, α2, · · · , αs)Kx = 0, 由于向量组 II 线性无关, 所以, Kx = 0, 再由 R(K) = r 知, x = 0, 所

以齐次方程组 (β1, β2, · · · , βr)x = 0 只有零解, 即向量组 I 线性无关.

8. 设 A 为 n 阶方阵, 且 A2 = A, 试证 R(A) +R(A− E) = n.

证明: 由 A2 = A 知, A(A− E) = O, 所以 R(A) + R(A− E) ≤ n. 往证 R(A) + R(A− E) ≥ n. 因

为 R(A)+R(E−A) ≥ R(A+E−A) = R(E) = n,而 R(E−A) = R(A−E),所以 R(A)+R(A−E) ≥ n.

故 R(A) +R(A− E) = n.

9. 设 A 为 n 阶方阵, 且 A2 = E, 试证 R(A+ E) +R(A− E) = n.

证明: 由 A2 = E知, (A+E)(A−E) = O,所以 R(A+E)+R(A−E) ≤ n. 往证 R(A+E)+R(A−E) ≥

n. 因为 R(A + E) + R(E − A) ≥ R(A + E + E − A) = R(2E) = n, 而 R(E − A) = R(A − E), 所

以 R(A+ E) +R(A− E) ≥ n. 故 R(A+ E) +R(A− E) = n.

习习习题题题4.3(B)

1. 已知向量组

α1 =

 1
1
t

 , α2 =

 1
t
1

 , α3 =

 t
1
1


的秩是 2, 求 t 的值.

解: 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

(α1, α2, α3) =

 1 1 t
1 t 1
t 1 1

 −r1+r2
−−−−→
−tr1+r3

 1 1 t
0 t− 1 1− t
0 1− t 1− t2

 −r2+r3
−−−−→

 1 1 t
0 t− 1 1− t
0 0 2− t− t2

 ,
由于秩为 2, 所以 2− t− t2 = 0 且 t ̸= 1, 所以, t = −2.

2. 已知向量组

β1 =

 0
−1
1

 , β2 =

 a
1
2

 , β3 =

 b
0
1
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与向量组

α1 =

 1
−3
2

 , α2 =

 3
1
0

 , α3 =

 9
−7
6


具有相同的秩, 且 β3 可由 α1, α2, α3 线性表示, 求 a, b 的值.

解: 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

(α1, α2, α3) =

 1 3 9
−3 1 −7
2 0 6

 3r1+r2
−−−−→
−2r1+r3

 1 3 9
0 10 20
0 −6 −12

 3
5 r2+r3
−−−−→

 1 3 9
0 10 20
0 0 0

 ,
所以向量组 α1, α2, α3 的秩为 2. 再利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

(β1, β2, β3) =

 0 a b
−1 1 0
1 2 1

 r3+r2
−−−−→

 0 a b
0 3 1
1 2 1

 r1↔r3
−−−−→
− a

3 r2+r3

 1 2 1
0 3 1
0 0 b− a

3

 ,
由条件和前面结论知向量组 β1, β2, β3 的秩为 2, 所以 b− a

3 = 0, 即 a = 3b. 利用初等行变换化成行阶梯

形矩阵

(α1, α2, α3, β3)=

 1 3 9 b
−3 1 −7 0
2 0 6 1

 3r1+r2
−−−−→
−2r1+r3

 1 3 9 b
0 10 20 3b
0 −6 −12 1− 2b

 3
5 r2+r3
−−−−→

 1 3 9 b
0 10 20 3b
0 0 0 1− b

5

 ,
由 β3 可由 α1, α2, α3 线性表示知, 上述矩阵的秩为 2, 所以, 1− b

5 = 0, 即 b = 5. 所以 a = 15, b = 5.

3. 设向量组

α1 =


1
1
1
3

 , α2 =


−1
−3
5
1

 , α3 =


3
2
7

p+ 2

 , α4 =


−2
−6
10
p

 , α =


4
1
14
10

 ,
1) p 为何值时, α1, α2, α3, α4 线性无关? 并在此时将向量 α 用 α1, α2, α3, α4 线性表示;

2) p 为何值时, α1, α2, α3, α4 线性相关? 并在此时求出它的秩和一个极大无关组.

解: 利用初等行变换化成行阶梯形矩阵

(α1, α2,α3, α4, α) =


1 −1 3 −2 4
1 −3 2 −6 1
1 5 7 10 14
3 1 p+ 2 p 10


−r1+r2
−r1+r3
−−−−→
−3r1+r4


1 −1 3 −2 4
0 −2 −1 −4 −3
0 6 4 12 10
0 4 p− 7 p+ 6 −2


3r2+r3
−−−−→
2r2+r4


1 −1 3 −2 4
0 −2 −1 −4 −3
0 0 1 0 1
0 0 p− 9 p− 2 −8

 −(p−9)r3+r4
−−−−→


1 −1 3 −2 4
0 −2 −1 −4 −3
0 0 1 0 1
0 0 0 p− 2 1− p

 ,
1) 当 p ̸= 2 时, 向量组 α1, α2, α3, α4 的秩为 4, 因此向量组 α1, α2, α3, α4 线性无关. 进一步利用初等

行变换化成行最简形矩阵

上式

r4× 1
p−2

−r3+r2
−−−−→
−3r3+r1


1 −1 0 −2 1
0 −2 0 −4 −2
0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2


r2×(− 1

2 )

r2+r1
−−−−→
−2r4+r2


1 0 0 0 2

0 1 0 0 3p−4
p−2

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2

 ,
所以, α = 2α1 +

3p−4
p−2 α2 + α3 +

1−p
p−2α4.

2) 当 p = 2 时, 向量组 α1, α2, α3, α4 线性相关(α4 = 2α2), 向量组 α1, α2, α3, α4 的秩为 3,

α1, α2, α3 为一个极大无关组.
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4. 已知向量组 A : α1, α2, · · · , αm 中的每个向量均可由向量组 A0 : α1, α2, · · · , αr 线性表示, 且表示

法唯一, 试证 A0 是向量组 A 的一个极大无关组.

证明: 若 A0 线性相关, 则 A0 中存在一个向量可由 A0 中其余向量线性表示, 不妨设为 αr, 即存在

数 λ1, λ2, · · · , λr−1, 使得 αr = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λr−1αr−1, 又由于 αr = αr, 但 αr 是向量组 A 中的

向量, 可由向量组 A0 线性表示, 表示法唯一, 矛盾. 所以 A0 线性无关. 再结合向量组 A 中的每个向量均

可由向量组 A0 线性表示的事实, 则推出 A0 是向量组 A 的一个极大无关组.

4.4 习习习题题题4.4

习习习题题题4.4(A)

1. 求下列齐次线性方程组的基础解系, 并写出通解:

1)


3x1 − 5x2 + x3 − 2x4 = 0,

2x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 0,

−x1 + 7x2 − 4x3 + 3x4 = 0,

4x1 + 15x2 − 7x3 + 9x4 = 0;

2)


x1 − 8x2 + 10x3 + 2x4 = 0,

2x1 + 4x2 + 5x3 − x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 6x3 − 2x4 = 0.

解: 1) 利用初等行变换化系数矩阵成行最简形矩阵
3 −5 1 −2
2 3 −5 1

−1 7 −4 3
4 15 −7 9

 r1↔r3
−−−−→
r1×(−1)


1 −7 4 −3
2 3 −5 1
3 −5 1 −2
4 15 −7 9


−2r1+r2
−3r1+r3
−−−−→
−4r1+r4


1 −7 4 −3
0 17 −13 7
0 16 −11 7
0 43 −23 21


−r3+r2

−16r2+r3
−−−−→
−43r2+r4


1 −7 4 −3
0 1 −2 0
0 0 21 7
0 0 63 21


−3r3+r4
7r2+r1
−−−−→
r3× 1

7

3r3+r1


1 0 −1 0
0 1 −2 0
0 0 3 1
0 0 0 0

 ,
因为 R(A) = 3, n− R(A) = 4− 3 = 1, 所以基础解系只含有 1 个解向量. 选 x3 为自由未知量, 此时, 同

解方程组为 
x1 = x3,

x2 = 2x3,

x4 = −3x3.

取 x3 = 1, 解得 x1 = 1, x2 = 2, x4 = −3, 即得到一个基础解系和通解分别为

ξ =


1
2
1

−3

 , x = k


1
2
1

−3

 , 其中 k 为任意常数.

2) 利用初等行变换化系数矩阵成行最简形矩阵 1 −8 10 2
2 4 5 −1
3 8 6 −2

 −2r1+r2
−−−−→
−3r1+r3

 1 −8 10 2
0 20 −15 −5
0 32 −24 −8

 r2× 1
5

−−−−→
−8r2+r3

 1 −8 10 2
0 4 −3 −1
0 0 0 0


2r2+r1
−−−−→
r2×(−1)

 1 0 4 0
0 −4 3 1
0 0 0 0

 ,
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因为 R(A) = 2, n−R(A) = 4− 2 = 2, 所以基础解系含有 2 个解向量. 选 x2, x3 为自由未知量, 此时, 同

解方程组为 {
x1 = −4x3,

x4 = 4x2 − 3x3.

令

[
x2
x3

]
=

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得

[
x1
x4

]
=

[
0
4

]
,

[
−4
−3

]
, 于是得到一个基础解系和通解分别为

ξ1 =


0
1
0
4

 , ξ2 =


−4
0
1

−3

 , x = k1


0
1
0
4

+ k2


−4
0
1

−3

 , 其中 k1, k2 为任意常数.

2. 设矩阵

A =

[
2 −2 1 3
9 −5 2 8

]
,

求一个 4× 2 矩阵 B , 使 AB = O, 且 R(B) = 2.

解: 先求齐次线性方程组 Ax = 0 的一个基础解系. 利用初等行变换化系数矩阵成行最简形矩阵[
2 −2 1 3
9 −5 2 8

]
−2r1+r2
−−−−→

[
2 −2 1 3
5 −1 0 2

]
r2×(−1)
−−−−→
2r2+r1

[
−8 0 1 −1
−5 1 0 −2

]
r1↔r2
−−−−→

[
−5 1 0 −2
−8 0 1 −1

]
,

因为 R(A) = 2, n−R(A) = 4− 2 = 2, 所以基础解系含有 2 个解向量. 选 x1, x4 为自由未知量, 此时, 同

解方程组为 {
x2 = 5x1 + 2x4,

x3 = 8x1 + x4.

令

[
x1
x4

]
=

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得

[
x2
x3

]
=

[
5
8

]
,

[
2
1

]
, 于是得到一个基础解系为

ξ1 =


1
5
8
0

 , ξ2 =


0
2
1
1

 ,
以它们作为列向量的矩阵秩为 2, 且 A(ξ1, ξ2) = (Aξ1, Aξ2) = (0,0) = O, 所以

B =


1 0
5 2
8 1
0 1

 .
3. 求一个齐次线性方程组, 使它的基础解系为 ξ1 = (0, 1, 2, 3)T, ξ2 = (3, 2, 1, 0)T.

解: 注意到 ξ3 = 1
3 (ξ2 − 2ξ1) = (1, 0,−1,−2)T 也是该齐次线性方程组的解. 由 ξ3, ξ1 线性无关知, 它

们也是一个基础解系. 选 x1, x2 为自由未知量, 容易看出同解方程组为{
x3 = −x1 + 2x2,

x4 = −2x1 + 3x2,

因此得到齐次线性方程组 {
x1 − 2x2 + x3 = 0,

2x1 − 3x2 + x4 = 0.
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4. 设 4 元线性方程组

(I)

{
x1 + x2 = 0,

x2 − x4 = 0.

又已知齐次线性方程组 (II) 的通解为

x = k1


0
1
1
0

+ k2


−1
2
2
1

 ,
问线性方程组 (I) 与 (II) 是否有非零公共解?若有, 则求出非零公共解; 若没有, 则说明理由.

解: 注意到 ξ1 = (0, 1, 1, 0)T, ξ2 = (−1, 2, 2, 1)T 是齐次线性方程组 (II) 的一个基础解系. 注意

到 ξ3 = ξ2 − 2ξ1 = (−1, 0, 0, 1)T 也是齐次线性方程组 (II) 的解. 由 ξ1, ξ3 线性无关知, 它们也是 (II) 的一

个基础解系. 选 x3, x4 为自由未知量, 容易看出 (II) 的同解方程组为{
x1 = −x4,
x2 = x3,

即

{
x1 + x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

考虑齐次线性方程组 
x1 + x2 = 0,

x2 − x4 = 0,

x1 + x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

其解若存在即为线性方程组 (I) 与 (II) 的公共解. 利用初等行变换化系数矩阵成行最简形矩阵
1 1 0 0
0 1 0 −1
1 0 0 1
0 1 −1 0

 −r1+r3
−−−−→
−r2+r4


1 1 0 0
0 1 0 −1
0 −1 0 1
0 0 −1 1

 −r2+r1
−−−−→
r2+r3


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 0 0
0 0 −1 1


r3↔r4
−−−−→
r3×(−1)


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0

 ,
因为 R(A) = 3, n− R(A) = 4− 3 = 1, 所以基础解系只含 1 个解向量. 选 x4 为自由未知量, 此时, 同解

方程组为 
x1 = −x4,
x2 = x4

x3 = x4,

取 x4 = 1,解得 x1 = −1, x2 = 1, x3 = 1,即得到一个基础解系 ξ = (−1, 1, 1, 1)T,线性方程组 (I)与 (II)的

公共解为 x = k(−1, 1, 1, 1)T, 其中 k 为任意常数, 进而线性方程组 (I) 与 (II) 的非零公共解为

x = k


−1
1
1
1

 , 其中 k 为任意非零常数.

5. 设 4 元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 3, 已知 η1, η2, η3 是它的三个解向量, 且

η1 =


2
3
4
5

 , η2 + η3 =


1
2
3
4

 ,
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求该方程组的解.

解: 因为 n − R(A) = 4 − 3 = 1, 所以对应的齐次线性方程组的基础解系只含 1 个解向量.

而 ξ := 2η1 − (η2 + η3) = (3, 4, 5, 6)T 是对应的齐次线性方程组的一个非零解, 构成一个基础解系, 所以该

非齐次线性方程组的通解为

x = kξ + η1 = k


3
4
5
6

+


2
3
4
5

 ,
其中 k 为任意常数.

6. 求解下列非齐次线性方程组, 并写出它的一个解及对应的齐次线性方程组的一个基础解系:

1)


x1 + x2 = 5,

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 1,

5x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 = 3;

2)


x1 − 5x2 + 2x3 − 3x4 = 11,

5x1 + 3x2 + 6x3 − x4 = −1,

2x1 + 4x2 + 2x3 + x4 = −6.

解: 1) 利用初等行变换化增广矩阵成行最简形矩阵 1 1 0 0 5
2 1 1 2 1
5 3 2 2 3

 −2r1+r2
−−−−→
−5r1+r3

 1 1 0 0 5
0 −1 1 2 −9
0 −2 2 2 −22

 −2r2+r3
−−−−→

 1 1 0 0 5
0 −1 1 2 −9
0 0 0 −2 −4


r2+r1
r3+r1

−−−−→
r3+r2

 1 0 1 0 −8
0 −1 1 0 −13
0 0 0 −2 −4

 r2×(−1)
−−−−→
r3×(− 1

2 )

 1 0 1 0 −8
0 1 −1 0 13
0 0 0 1 2

 ,
因为 R(A) = 3, n−R(A) = 4− 3 = 1, 所以对应的齐次线性方程组的基础解系只含有 1 个解向量. 此时,

非齐次线性方程组同解方程组为 
x1 = −x3 − 8,

x2 = x3 + 13,

x4 = 2.

取 x3 = 0, 解得 x1 = −8, x2 = 13, x4 = 2, 即得到非齐次线性方程组的一个解向量 η0 = (−8, 13, 0, 2)T.

选 x3 为自由未知量, 对应的齐次线性方程组的同解方程组为
x1 = −x3,
x2 = x3,

x4 = 0.

取 x3 = 1, 解得 x1 = −1, x2 = 1, x4 = 2, 即得到对应的齐次线性方程组的一个基础解系为 ξ =

(−1, 1, 1, 0)T. 所以非齐次线性方程组的通解为

x = kξ + η0 = k


−1
1
1
0

+


−8
13
0
2

 , 其中 k 为任意常数.

2) 利用初等行变换化增广矩阵成行最简形矩阵 1 −5 2 −3 11
5 3 6 −1 −1
2 4 2 1 −6

 −5r1+r2
−−−−→
−2r1+r3

 1 −5 2 −3 11
0 28 −4 14 −56
0 14 −2 7 −28

 −2r3+r2
−−−−→

 1 −5 2 −3 11
0 0 0 0 0
0 14 −2 7 −28


r2↔r3
r2+r1

−−−−→
r2×(− 1

2 )

 1 9 0 4 −17
0 −7 1 −7

2 14
0 0 0 0 0

 ,
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因为 R(A) = 2, n−R(A) = 4− 2 = 2, 所以对应的齐次线性方程组的基础解系含有 2 个解向量. 此时, 非

齐次线性方程组同解方程组为 {
x1 = −9x2 − 4x4 − 17,

x3 = 7x2 +
7
2x4 + 14.

取 x2 = x4 = 0, 解得 x1 = −17, x3 = 14, 即得到非齐次线性方程组的一个解向量 η0 = (−17, 0, 14, 0)T.

选 x2, x4 为自由未知量, 对应的齐次线性方程组的同解方程组为{
x1 = −9x2 − 4x4,

x3 = 7x2 +
7
2x4.

令

[
x2
x4

]
=

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得

[
x1
x3

]
=

[
−9
7

]
,

[
−4

7
2

]
, 于是得到一个基础解系

ξ1 =


−9
1
7
0

 , ξ2 =


−4
0
7
2
1

 ,
所以非齐次线性方程组的通解为

x = k1ξ1 + k2ξ2 + η0 = k1


−9
1
7
0

+ k2


−4
0
7
2
1

+


−17
0
14
0

 , 其中 k1, k2 为任意常数.

7. 设向量组

α1 =

 a
2
10

 , α2 =

 −2
1
5

 , α3 =

 −1
1
4

 , β =

 1
b
c

 .
试问: 当 a, b, c满足什么条件时, 1) β 可由 α1, α2, α3 线性表示,且表示式唯一; 2) β 不能由 α1, α2, α3 线

性表示; 3) β 可由 α1, α2, α3 线性表示, 但表示式不唯一, 并求出一般的表示式.

解: 1) β 可由 α1, α2, α3 线性表示, 且表示式唯一, 当且仅当非齐次线性方程组 (α1, α2, α3)x = β 有

唯一解, 故当且仅当 R(α1, α2, α3) = R(α1, α2, α3, β) = 3, 从而当且仅当系数矩阵的行列式值不为零, 即∣∣∣∣∣∣
a −2 −1
2 1 1
10 5 4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a −2 −1
2 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−1)(−1)3+3(a+ 4) = −(a+ 4) ̸= 0,

因此, 当 a ̸= −4 时, β 可由 α1, α2, α3 线性表示, 且表示式唯一.

2) β 不能由 α1, α2, α3 线性表示, 当且仅当非齐次线性方程组 (α1, α2, α3)x = β 无解, 故当且仅

当 R(α1, α2, α3) < R(α1, α2, α3, β), 而由1)知, a = −4,

(α1, α2, α3, β) =

 −4 −2 −1 1
2 1 1 b
10 5 4 c

 2r2+r1
−−−−→
−5r2+r3

 0 0 1 1 + 2b
2 1 1 b
0 0 −1 c− 5b


r1↔r2
−−−−→

 2 1 1 b
0 0 1 1 + 2b
0 0 −1 c− 5b

 r2+r3
−−−−→
−r2+r1

 2 1 0 −b− 1
0 0 1 2b+ 1
0 0 0 1 + c− 3b

 ,
所以, R(α1, α2, α3) = 2,因而 R(α1, α2, α3) < R(α1, α2, α3, β)即 R(α1, α2, α3, β) = 3,等价于 1+c−3b ̸=

0. 因此, 当 a = −4, 3b− c ̸= 1 时, β 不能由 α1, α2, α3 线性表示.
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3) β 可由 α1, α2, α3 线性表示, 但表示式不唯一, 当且仅当非齐次线性方程组 (α1, α2, α3)x = β 有

无穷多个解, 故当且仅当 R(α1, α2, α3) = R(α1, α2, α3, β) < 3, 而由1)知, a = −4, 由2)中的计算知,

R(α1, α2, α3) = 2, 因而 R(α1, α2, α3, β) = 2, 等价于 1 + c− 3b = 0. 因此, 当 a = −4, 3b− c = 1 时, β 可

由 α1, α2, α3 线性表示, 但表示式不唯一. 此时, n− R(α1, α2, α3) = 3− 2 = 1, 所以对应的齐次线性方程

组的基础解系只含有 1 个解向量. 此时, 非齐次线性方程组同解方程组为{
x2 = −2x1 − b− 1,

x3 = 2b+ 1.

取 x1 = 0,解得 x2 = −b−1, x3 = 2b+1,即得到非齐次线性方程组的一个解向量 η0 = (0,−b−1, 2b+1)T.

选 x1 为自由未知量, 对应的齐次线性方程组的同解方程组为{
x2 = −2x1,

x3 = 0.

令 x1 = 1, 解得 x2 = −2, x3 = 0, 即得到对应的齐次线性方程组的一个基础解系为 ξ = (1,−2, 0)T. 所以

非齐次线性方程组的通解为

x = kξ + η0 = k

 1
−2
0

+

 0
−b− 1
2b+ 1

 =

 k
−(2k + b+ 1)

2b+ 1

 , 其中 k 为任意常数.

8. 设 η0 是非齐次线性方程组 Ax = b 的一个解, ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 是对应的齐次线性方程组的一个基

础解系, 试证: 1) ξ1, ξ2, · · · , ξn−r, η0 线性无关; 2) η0, η0 + ξ1, η0 + ξ2, · · · , η0 + ξn−r 线性无关.

证明: 1) 反证法. 假设 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r, η0 线性相关, 由于 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 是对应的齐次线性方程组

的一个基础解系, 因此, ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 是线性无关的, 进而, η0 可以由 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 线性表示, 由此推

出 η0 也是对应的齐次线性方程组的一个解向量, 矛盾. 所以, ξ1, ξ2, · · · , ξn−r, η0 线性无关.

2) 向量组 η0, η0 + ξ1, η0 + ξ2, · · · , η0 + ξn−r 线性无关等价于矩阵 A := (η0, η0 + ξ1, η0 + ξ2, · · · , η0 +

ξn−r) 的列秩为 n − r + 1, 也就等价于 R(A) = n − r + 1. 显然 A 经 n − r 次初等消法列变换可以

化成矩阵 B := (η0, ξ1, ξ2, · · · , ξn−r), 而初等列变换不改变矩阵的秩, 所以, R(A) = R(B). 又 R(B) 等

于 B 的列秩, 再由1)知, B 的列秩为 n − r + 1, 所以推出, R(A) = n − r + 1. 由此得证, 向量

组 η0, η0 + ξ1, η0 + ξ2, · · · , η0 + ξn−r 线性无关.

9. 设 n 元非齐次线性方程组 Ax = b 的系数矩阵的秩为 r, η1, η2, · · · , ηn−r+1 是它的 n− r + 1 个线

性无关的解, 试证它的任一解可表示为

x = k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−r+1 = 1.

证明: 对于该非齐次线性方程组的任一解 x = η, 当 η 等于 η1, η2, · · · , ηn−r+1 之一时, 显然结

论成立; 当 η 不等于 η1, η2, · · · , ηn−r+1 任意一个时, 设 η0 是该非齐次线性方程组 Ax = b 的一个

解, ξ1, ξ2, · · · , ξn−r 是对应的齐次线性方程组的一个基础解系, 则由非齐次线性方程组的通解表示
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式知, 向量组 η1, η2, · · · , ηn−r+1, η 可以由向量组 ξ1, ξ2, · · · , ξn−r, η0 线性表示, 前者有 n − r + 2 个

向量, 后者有 n − r + 1 个向量, 因此, η1, η2, · · · , ηn−r+1, η 必定线性相关, 再由 η1, η2, · · · , ηn−r+1 是

线性无关的, 立刻得出 η 可以由 η1, η2, · · · , ηn−r+1 线性表示, 即存在常数 k1, k2, · · · , kn−r+1, 使

得 η = k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1. 由于 η1, η2, · · · , ηn−r+1, η 都是非齐次线性方程组 Ax = b 的解

向量,所以,前式两边左乘矩阵 A推出, b = (k1+k2+· · ·+kn−r+1)b,从而 (k1+k2+· · ·+kn−r+1−1)b = 0,

而 b ̸= 0, 进而, k1 + k2 + · · ·+ kn−r+1 − 1 = 0, 即 k1 + k2 + · · ·+ kn−r+1 = 1.

由此得证, 该非齐次线性方程组的任一解可表示为

x = k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−r+1 = 1.

习习习题题题4.4(B)

1. 已知 A 是 4 阶矩阵, 其秩 R(A) = 3, α1, α2, α3 是非齐次线性方程组 Ax = b 的三个不同的解向

量, 且 α1 + 2α2 + α3 = (2, 4, 6, 8)T, α1 + 2α3 = (1, 3, 5, 7)T, 求方程组 Ax = b 的通解.

解: 由于 n − R(A) = 4 − 3 = 1, 因此对应的齐次线性方程组的基础解系只含 1 个解向量. 由

于 α1, α2, α3 是非齐次线性方程组 Ax = b 的三个解向量, 记 η0 := (α1 + 2α2 + α3) − (α1 + 2α3) =

(2, 4, 6, 8)T − (1, 3, 5, 7)T = (1, 1, 1, 1)T, η1 = 1
2 (2(α1 + 2α3) − (α1 + 2α2 + α3)) = 1

2 ((2, 6, 10, 14)
T −

(2, 4, 6, 8)T) = (0, 1, 2, 3)T. 由于

Aη0 = (b+ 2b+ b)− (b+ 2b) = b, Aη1 =
1

2
(2(b+ 2b)− (b+ 2b+ b)) = b,

所以, η0, η1是该非齐次线性方程组的解向量. 再记 ξ := η1−η0 = (0, 1, 2, 3)T−(1, 1, 1, 1)T = (−1, 0, 1, 2)T,

则 ξ 是对应的齐次线性方程组的一个非零解, 因而可以构成一个基础解系. 故方程组 Ax = b 的通解为

x = kξ + η0 = k


−1
0
1
2

+


1
1
1
1

 , 其中 k 为任意常数.

2. 已知 A 为 2× 4 矩阵, R(A) = 2, 并且齐次线性方程组 Ax = 0 的任一解都可由其解向量组

α1 =


1
2
0
1

 , α2 =


1
0
1

−3

 , α3 =


3
a
2

−5

 , α4 =


1
0
1
b


线性表示, 求 a, b 及矩阵 A.

解: 由于 n − R(A) = 4 − 2 = 2, 因此齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系含 2 个解向量. 不妨

设 ξ1, ξ2 为一个基础解系. 显然, 解向量组α1, α2, α3, α4 可以由 ξ1, ξ2 线性表示, 又由条件知, ξ1, ξ2 也可

以由向量组α1, α2, α3, α4 线性表示, 因此, 两个向量组等价, 因而有相同的秩, 故解向量组α1, α2, α3, α4 的
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秩为 2. 而利用初等行变换,

(α1, α2, α3, α4) =


1 1 3 1
2 0 a 0
0 1 2 1
1 −3 −5 b

 −2r1+r2
−−−−→
−r1+r4


1 1 3 1
0 −2 a− 6 −2
0 1 2 1
0 −4 −8 b− 1


2r3+r2
−−−−→
4r3+r4


1 1 3 1
0 0 a− 2 0
0 1 2 1
0 0 0 b+ 3

 r2↔r3
−−−−→


1 1 3 1
0 1 2 1
0 0 a− 2 0
0 0 0 b+ 3

 ,
所以, 由 R(α1, α2, α3, α4) = 2 推出 a = 2, b = −3. 此时, α1, α2 是线性无关的解向量组, 构成一个基础解

系. 结合 α1, α2 的定义, 选 x2, x3 作为自由未知量, 不难看出同解方程组为{
x1 = 1

2x2 + x3,

x4 = 1
2x2 − 3x3,

等价于 {
2x1 − x2 − 2x3 = 0,

−x2 + 6x3 + 2x4 = 0,

所以,

A =

[
2 −1 −2 0
0 −1 6 2

]
.

2. 设 4维向量组 α1 = (1+a, 1, 1, 1)T, α2 = (2, 2+a, 2, 2)T, α3 = (3, 3, 3+a, 3)T, α4 = (4, 4, 4, 4+a)T,

问 a 为何值时, α1, α2, α3, α4 线性相关? 当 α1, α2, α3, α4 线性相关时, 求其一个极大线性无关组, 并将其

余向量用该极大线性无关组线性表示.

解: α1, α2, α3, α4 线性相关当且仅当其构成的方阵行列式值为 0, 此即

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 2 3 4
1 2 + a 3 4
1 2 3 + a 4
1 2 3 4 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣
c2+c1
c3+c1==========
c4+c1

∣∣∣∣∣∣∣∣
10 + a 2 3 4
10 + a 2 + a 3 4
10 + a 2 3 + a 4
10 + a 2 3 4 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (10 + a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
1 2 + a 3 4
1 2 3 + a 4
1 2 3 4 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2c1+c2
−3c1+c3==========
−4c1+c4

(10 + a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 a 0 0
1 0 a 0
1 0 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (10 + a)a3,

即 a = 0 或 a = −10 时, α1, α2, α3, α4 线性相关.

当 a = 0 时,

(α1, α2, α3, α4) =


1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4


−r1+r2
−r1+r3
−−−−→
−r1+r4


1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
故 α1 是向量组 α1, α2, α3, α4 的一个极大线性无关组, α2 = 2α1, α3 = 3α1, α4 = 4α1.



63

当 a = −10 时,

(α1, α2, α3, α4) =


−9 2 3 4
1 −8 3 4
1 2 −7 4
1 2 3 −6

 r1↔r4
−−−−→


1 2 3 −6
1 −8 3 4
1 2 −7 4

−9 2 3 4


−r1+r2
−r1+r3
−−−−→
9r1+r4


1 2 3 −6
0 −10 0 10
0 0 −10 10
0 20 30 −50

 2r2+r4
−−−−→
3r3+r4


1 2 3 −6
0 −10 0 10
0 0 −10 10
0 0 0 0


r2×(− 1

10 )

−−−−→
r3×(− 1

10 )


1 2 3 −6
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0

 −2r2+r1
−−−−→
−3r3+r1


1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0

 ,
故 α1, α2, α3 是向量组 α1, α2, α3, α4 的一个极大线性无关组, α4 = −α1 − α2 − α3.

3. 设有 4 元线性方程组

(I)

{
2x1 + 3x2 − x3 = 0,

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0.

又已知 4 元线性方程组 (II) 的一个基础解系为

η1 =


2
−1
a+ 2
1

 , η2 =


−1
2
4

a+ 8

 .
1) 求方程组 (I) 的一个基础解系; 2) 问 a 为何值时, 方程组 (I) 与 (II) 有非零公共解?在有非零公共解

时, 求出全部非零公共解.

解: 1) 利用初等行变换将 A 化成最简形矩阵,

A =

[
2 3 −1 0
1 2 1 −1

]
−2r2+r1
−−−−→
r1↔r2

[
1 2 1 −1
0 −1 −3 2

]
r2×(−1)
−−−−→
−2r2+r1

[
1 0 −5 3
0 1 3 −2

]
,

因为 R(A) = 2, n−R(A) = 4− 2 = 2, 所以齐次线性方程组的基础解系含有 2 个解向量. 选 x3, x4 为自

由未知量, 同解方程组为 {
x1 = 5x3 − 3x4,

x2 = −3x3 + 2x4.

令

[
x3
x4

]
=

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得

[
x1
x2

]
=

[
5

−3

]
,

[
−3
2

]
, 于是得到一个基础解系

ξ1 =


5

−3
1
0

 , ξ2 =


−3
2
0
1

 .
2) 方法一. 定义

η̃1 = 2η1 + η2 =


3
0

2a+ 8
a+ 10

 , η̃2 = η1 + 2η2 =


0
3

a+ 10
2a+ 17

 .
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由 η1, η2 是方程组 (II) 的基础解系知, η̃1, η̃2 是方程组 (II) 的解向量, 不难看出它们是线性无关的, 因此也

构成方程组 (II) 的一个基础解系. 取 x1, x2 为自由未知量, 得到方程组 (II) 的同解方程组{
x3 = 2a+8

3 x1 +
a+10

3 x2,

x4 = a+10
3 x1 +

2a+17
3 x2,

也即 {
(2a+ 8)x1 + (a+ 10)x2 − 3x3 = 0,

(a+ 10)x1 + (2a+ 17)x2 − 3x4 = 0.

考虑方程组 (I) 与 (II) 联立的齐次线性方程组
2x1 + 3x2 − x3 = 0,

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,

(2a+ 8)x1 + (a+ 10)x2 − 3x3 = 0,

(a+ 10)x1 + (2a+ 17)x2 − 3x4 = 0.

其解若存在即为线性方程组 (I) 与 (II) 的公共解. 利用初等行变换化系数矩阵成行最简形矩阵
2 3 −1 0
1 2 1 −1

2a+ 8 a+ 10 −3 0
a+ 10 2a+ 17 0 −3

 −2r2+r1
r1↔r2
−−−−→
r2×(−1)


1 2 1 −1
0 1 3 −2

2a+ 8 a+ 10 −3 0
a+ 10 2a+ 17 0 −3


−(2a+8)r1+r3

−−−−→
−(a+10)r1+r4


1 2 1 −1
0 1 3 −2
0 −3a− 6 −2a− 11 2a+ 8
0 −3 −a− 10 a+ 7

 (3a+6)r2+r3
−−−−→
3r2+r4


1 2 1 −1
0 1 3 −2
0 0 7a+ 7 −4a− 4
0 0 −a− 1 a+ 1


r3↔r4
7r3+r4
−−−−→
r4× 1

3


1 2 1 −1
0 1 3 −2
0 0 −a− 1 a+ 1
0 0 0 a+ 1

 −2r2+r1
−−−−→


1 0 −5 3
0 1 3 −2
0 0 −a− 1 a+ 1
0 0 0 a+ 1

 ,
所以, 当 a = −1 时, R(A) = 2, n−R(A) = 4− 2 = 2, 所以基础解系含 2 个解向量. 注意此时, 线性方程

组 (I) 与 (II) 是同解方程组. 选 x3, x4 为自由未知量, 此时, 同解方程组为{
x1 = 5x3 − 3x4,

x2 = −3x3 + 2x4,

令

[
x3
x4

]
=

[
1
1

]
,

[
4
7

]
, 分别解得

[
x1
x2

]
=

[
2

−1

]
,

[
−1
2

]
, 于是得到一个基础解系

η1 =


2

−1
1
1

 , η2 =


−1
2
4
7

 ,
即为 (II) 的基础解系. 进而线性方程组 (I) 与 (II) 的非零公共解为

x = k1η1 + k2η2 = k1


2

−1
1
1

+ k2


−1
2
4
7

 , 其中 k1, k2 为不同时为零的任意常数.

方法二. ξ1, ξ2 是齐次线性方程组 (I) 的基础解系, η1, η2 是齐次线性方程组 (II) 的基础解系. 我们证

明: 方程组 (I)与 (II)有非零公共解当且仅当 ξ1, ξ2, η1, η2 线性相关.事实上,设方程组 (I)与 (II)有非零公

共解 η,则存在不全为零的数 λ1, λ2 使得 η = λ1ξ1+λ2ξ2,存在不全为零的数 µ1, µ2 使得 η = µ1η1+µ2η2,

因此, λ1ξ1 + λ2ξ2 − µ1η1 − µ2η2 = 0, 注意到 λ1, λ2, µ1, µ2 不全为零, 所以, ξ1, ξ2, η1, η2 线性相关. 反
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之, 若 ξ1, ξ2, η1, η2 线性相关, 则存在不全为零的数 λ1, λ2, λ3, λ4 使得 λ1ξ1 + λ2ξ2 + λ3η1 + λ4η2 = 0,

由 ξ1, ξ2 线性无关性质知, λ3, λ4 不全为零, 因此, 同理由 η1, η2 线性无关性质知, λ1, λ2 不全为零.

记 η := λ1ξ1 + λ2ξ2 = (−λ3)η1 + (−λ4)η2. 则 η 是方程组 (I) 与 (II) 的非零公共解.

利用初等行变换化矩阵成行最简形矩阵

(ξ1, ξ2, η1, η2) =


5 −3 2 −1

−3 2 −1 2
1 0 a+ 2 4
0 1 1 a+ 8

 r1↔r3
−−−−→


1 0 a+ 2 4

−3 2 −1 2
5 −3 2 −1
0 1 1 a+ 8


3r1+r2
−5r1+r3
−−−−→


1 0 a+ 2 4
0 2 3a+ 5 14
0 −3 −5a− 8 −21
0 1 1 a+ 8

 r2↔r4
−−−−→


1 0 a+ 2 4
0 1 1 a+ 8
0 −3 −5a− 8 −21
0 2 3a+ 5 14


3r2+r3
−−−−→
−2r2+r4


1 0 a+ 2 4
0 1 1 a+ 8
0 0 −5a− 5 3a+ 3
0 0 3a+ 3 −2a− 2

 2r4+r3
−−−−→
−3r3+r4


1 0 a+ 2 4
0 1 1 a+ 8
0 0 a+ 1 −a− 1
0 0 0 a+ 1

 ,
所以, 当 a = −1 时, R(ξ1, ξ2, η1, η2) = 2, 且此时

上式 =


1 0 1 4
0 1 1 7
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
ξ1, ξ2, η1, η2 中任意两个都构成极大无关组, 故线性方程组 (I) 与 (II) 是同解方程组, 进而线性方程

组 (I) 与 (II) 的非零公共解为

x = k1η1 + k2η2 = k1


2

−1
1
1

+ k2


−1
2
4
7

 , 其中 k1, k2 为不同时为零的任意常数.

4. 已知下列非齐次线性方程组:

(I)


x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = −9,

x1 − x2 − x3 = 8,

−x1 + x2 − x3 + 2x4 = −4;

(II)


ax1 − x2 − x3 + 2x4 = 11,

2x2 − bx3 + 7x4 = −4,

x3 − x4 = 1− c.

1) 求出方程组 (I) 的通解; 2) 问方程组 (II) 中的参数 a, b, c 为何值时, 方程组 (I) 与 (II) 同解.

解: 1) 利用初等行变换将增广矩阵化成最简形矩阵, 1 2 3 5 −9
1 −1 −1 0 8

−1 1 −1 2 −4

 −r1+r2
−−−−→
r1+r3

 1 2 3 5 −9
0 −3 −4 −5 17
0 3 2 7 −13


r2+r3

−−−−→

 1 2 3 5 −9
0 −3 −4 −5 17
0 0 −2 2 4

 r2×(−1)
−−−−→
r3×(− 1

2 )

 1 2 3 5 −9
0 3 4 5 −17
0 0 1 −1 −2


−4r3+r2
−−−−→
−3r3+r1

 1 2 0 8 −3
0 3 0 9 −9
0 0 1 −1 −2

 r2× 1
3

−−−−→
−2r2+r1

 1 0 0 2 3
0 1 0 3 −3
0 0 1 −1 −2

 ,
因为 R(A) = 3, n−R(A) = 4− 3 = 1, 所以对应的齐次线性方程组的基础解系含有 1 个解向量. 此时, 非
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齐次线性方程组同解方程组为 
x1 = −2x4 + 3,

x2 = −3x4 − 3,

x3 = x4 − 2.

取 x4 = 0, 解得 x1 = 3, x2 = −3, x3 = −2, 即得到非齐次线性方程组的一个解向量 η0 = (3,−3,−2, 0)T.

选 x4 为自由未知量, 对应的齐次线性方程组的同解方程组为
x1 = −2x4,

x2 = −3x4,

x3 = x4.

令 x4 = 1, 解得 x1 = −2, x2 = −3, x3 = 1, 即得到对应的齐次线性方程组的一个基础解系 ξ =

(−2,−3, 1, 1)T. 所以非齐次线性方程组的通解为

x = kξ + η0 = k


−2
−3
1
1

+


3

−3
−2
0

 , 其中 k 为任意常数.

2) 利用初等行变换将下列矩阵化成行阶梯形矩阵
1 2 3 5 −9
1 −1 −1 0 8

−1 1 −1 2 −4
a −1 −1 2 11
0 2 −b 7 −4
0 0 1 −1 1− c


−r1+r2
r1+r3

−−−−→
−ar1+r4


1 2 3 5 −9
0 −3 −4 −5 17
0 3 2 7 −13
0 −1− 2a −1− 3a 2− 5a 11 + 9a
0 2 −b 7 −4
0 0 1 −1 1− c


r2+r3

r2×(−1)
−−−−→
r3×(− 1

2 )


1 2 3 5 −9
0 3 4 5 −17
0 0 1 −1 −2
0 −1− 2a −1− 3a 2− 5a 11 + 9a
0 2 −b 7 −4
0 0 1 −1 1− c



r4×3
−−−−→
r5×3


1 2 3 5 −9
0 3 4 5 −17
0 0 1 −1 −2
0 −3− 6a −3− 9a 6− 15a 33 + 27a
0 6 −3b 21 −12
0 0 1 −1 1− c



(1+2a)r2+r4
−−−−→
−2r2+r5


1 2 3 5 −9
0 3 4 5 −17
0 0 1 −1 −2
0 0 1− a 11− 5a 16− 7a
0 0 −3b− 8 11 22
0 0 1 −1 1− c


(a−1)r3+r4
(3b+8)r3+r5
−−−−→
−r3+r6


1 2 3 5 −9
0 3 4 5 −17
0 0 1 −1 −2
0 0 0 12− 6a 18− 9a
0 0 0 3− 3b 6− 6b
0 0 0 0 3− c

 ,
而方程组 (I)与 (II)同解,当且仅当上述矩阵的秩等于 R(A). 而 R(A) = 3,所以,当 a = 2, b = 1, c = 3时,

方程组 (I) 与 (II) 同解.
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5 第第第五五五章章章

5.1 习习习题题题5.1

1. 判明下列数集是否构成数域:

1) F = {2, 4, 6, 8, · · · }; 2) F = {aπ | a ∈ Q}; 3) F = {a+ bi | a, b ∈ Q}.

解: 1) F 不构成数域. 虽然对加法, 乘法封闭, 但对减法, 除法不封闭, 不含 0 和 1.

2) F 不构成数域. 虽然对加法, 减法封闭, 但对乘法, 除法不封闭, 不含 1.

3) F 构成数域. 显然含 0 和 1, 令 α = a + bi ∈ F, β = c + di ∈ F , a, b, c, d ∈ Q. 因为有理数域对

加法, 减法, 乘法, 除法运算封闭, 则 α ± β = (a ± c) + (b ± d)i ∈ F , α · β = (ac − bd) + (ad + bc)i ∈ F ,

α
β = ac+bd

c2+d2 + bc−ad
c2+d2 i ∈ F , 所以 F 对加法, 减法, 乘法, 除法运算封闭, 因此也构成数域.

2. 验证数集 F = {a+ b
√
2 | a, b ∈ Q} 是一个数域.

证明: 显然含 0 和 1, 令 α = a + b
√
2 ∈ F, β = c + d

√
2 ∈ F , a, b, c, d ∈ Q. 因为有理数域对加法,

减法, 乘法, 除法运算封闭, 则 α ± β = (a ± c) + (b ± d)
√
2 ∈ F , α · β = (ac + 2bd) + (ad + bc)

√
2 ∈ F ,

α
β = ac−2bd

c2−2d2 + bc−ad
c2−2d2

√
2 ∈ F , 所以 F 对加法, 减法, 乘法, 除法运算封闭, 因此也构成数域.

3. 设 f(x) 是一个首项系数为 1 的多项式, 并已知它的根为 0,−1, 1 (二重), 试求 f(x) 按降幂排列的

表达式.

解: 由条件知 f(x) = x(x+ 1)(x− 1)2 = (x2 + x)(x2 − 2x+ 1) = x4 − x3 − x2 + x.

4. 判明多项式的下述因式分解式中哪些是复数域上的标准分解?哪些不是?

1) f(x) = (x− 1)2(x+ 1); 2) g(x) = (x2 + 2)(x− 3)2;

3) h(x) = 2(x+ 1)2x(x+ 5); 4) p(λ) = λ(2λ− 1)(λ− 1
2 ).

解: 1)是; 2)不是,应该为 g(x) = (x+
√
2i)(x−

√
2i)(x−3)2; 3)是; 4)不是,应该为 p(λ) = 2λ(λ− 1

2 )
2.

5.2 习习习题题题5.2

习习习题题题5.2(A)

1. 在实数域上, 求下列矩阵的特征值与特征向量:

1) A =

 0 0 2
0 2 0
2 0 0

; 2) B =

 4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1

; 3) A =

 3 3 2
1 1 −2

−3 −1 0

;
4) B =

 6 2 4
2 3 2
4 2 6

; 5) A =

 1 2 3
2 1 3
3 3 6

; 6) B =

 2 −1 2
5 −3 3

−1 0 −2

.
解: 1) 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −2
0 λ− 2 0
−2 0 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ− 2)− 2 · 2(λ− 2) = (λ− 2)2(λ+ 2),
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得到 A 的特征值为 λ1 = 2(二重), λ2 = −2.

对于 λ1 = 2, 求解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 由于

λ1E −A =

 2 0 −2
0 0 0

−2 0 2

 r1+r3
−−−→
r1× 1

2

 1 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ,
3 − R(λ1E − A) = 3 − 1 = 2, 基础解系含 2 个向量. 取自由未知量 x2, x3, 令

[
x2
x3

]
为

[
1
0

]
,

[
0
1

]
,

分别解得 x1 = 0, x1 = 1, 所以得到一个基础解系 ξ1 = (0, 1, 0)T, ξ2 = (1, 0, 1)T, 于是, A 对应于特征

值 λ1 = 2 的全部特征向量为

k1ξ1 + k2ξ2 = k1

 0
1
0

+ k2

 1
0
1

 , 其中 k1, k2 为不同时为零的任意实数.

对于 λ2 = −2, 求解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 由于

λ2E −A =

 −2 0 −2
0 −4 0

−2 0 −2

 −r1+r3
−−−→
r1×(− 1

2 )

r2×(− 1
4 )

 1 0 1
0 1 0
0 0 0

 ,
3−R(λ2E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 0, 所以得

到一个基础解系 ξ3 = (1, 0,−1)T, 于是, A 对应于特征值 λ2 = −2 的全部特征向量为

k3ξ3 = k3

 1
0

−1

 , 其中 k3 为任意非零实数.

2) 由于 B 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −B| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 4 −6 0
3 λ+ 5 0
3 6 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ2 + λ− 20 + 18) = (λ+ 2)(λ− 1)2,

得到 B 的特征值为 λ1 = −2, λ2 = 1(二重).

对于 λ1 = −2, 求解齐次线性方程组 (λ1E −B)x = 0. 由于

λ1E −B =

 −6 −6 0
3 3 0
3 6 −3

 2r2+r1
−−−→
−r2+r3
−r3+r2

 0 0 0
3 0 3
0 3 −3

 r2× 1
3

r3× 1
3

−−−→
r1↔r2
r2↔r3

 1 0 1
0 1 −1
0 0 0

 ,
3−R(λ1E −B) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = −1, 所以

得到一个基础解系 ξ1 = (1,−1,−1)T, 于是, B 对应于特征值 λ1 = −2 的全部特征向量为

k1ξ1 = k1

 1
−1
−1

 , 其中 k1 为任意非零实数.

对于 λ2 = 1, 求解齐次线性方程组 (λ2E −B)x = 0. 由于

λ2E −B =

 −3 −6 0
3 6 0
3 6 0

 r1+r2
−−−→
r1+r3

r1×(− 1
3 )

 1 2 0
0 0 0
0 0 0

 ,
3−R(λ2E −B) = 3− 1 = 2, 基础解系含 2 个向量. 取自由未知量 x2, x3, 令

[
x2
x3

]
为

[
−1
0

]
,

[
0
1

]
,

分别解得 x1 = 2, x1 = 0, 所以得到一个基础解系 ξ2 = (2,−1, 0)T, ξ3 = (0, 0, 1)T, 于是, B 对应于特征
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值 λ2 = 1 的全部特征向量为

k2ξ2 + k3ξ3 = k2

 2
−1
0

+ k3

 0
0
1

 , 其中 k2, k3 为不同时为零的任意实数.

3) 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −3 −2
−1 λ− 1 2
3 1 λ

∣∣∣∣∣∣ r1+r2====

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −3 −2
λ− 4 λ− 4 0
3 1 λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 4)

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −3 −2
1 1 0
3 1 λ

∣∣∣∣∣∣ −c2+c1==== (λ− 4)

∣∣∣∣∣∣
λ −3 −2
0 1 0
2 1 λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 4)(λ2 + 4),

得到 A 的实特征值为 λ = 4.

对于 λ = 4, 求解齐次线性方程组 (λE −A)x = 0. 由于

λE −A =

 1 −3 −2
−1 3 2
3 1 4

 r1+r2
−−−→
−3r1+r3

 1 −3 −2
0 0 0
0 10 10

 r3× 1
10

−−−→
3r3+r1
r2↔r3

 1 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,
3−R(λE − A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 1, 所以得

到一个基础解系 ξ = (1, 1,−1)T, 于是, A 对应于特征值 λ = 4 的全部特征向量为

kξ = k

 1
1

−1

 , 其中 k 为任意非零实数.

4) 由于 B 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −B| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 6 −2 −4
−2 λ− 3 −2
−4 −2 λ− 6

∣∣∣∣∣∣ −2r2+r1====

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2λ+ 4 0
−2 λ− 3 −2
−4 −2 λ− 6

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 2)

∣∣∣∣∣∣
1 −2 0

−2 λ− 3 −2
−4 −2 λ− 6

∣∣∣∣∣∣ 2c1+c2==== (λ− 2)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−2 λ− 7 −2
−4 −10 λ− 6

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 2)(λ2 − 13λ+ 42− 20) = (λ− 11)(λ− 2)2,

得到 B 的特征值为 λ1 = 11, λ2 = 2(二重).

对于 λ1 = 11, 求解齐次线性方程组 (λ1E −B)x = 0. 由于

λ1E −B =

 5 −2 −4
−2 8 −2
−4 −2 5

 r3+r1
−−−→
−2r2+r3

 1 −4 1
−2 8 −2
0 −18 9

 2r1+r2
r3×(− 1

9 )

−−−→
2r3+r1
r2↔r3

 1 0 −1
0 2 −1
0 0 0

 ,
3− R(λ1E − B) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = 2, 解得 x1 = 2, x2 = 1, 所以得

到一个基础解系 ξ1 = (2, 1, 2)T, 于是, B 对应于特征值 λ1 = 11 的全部特征向量为

k1ξ1 = k1

 2
1
2

 , 其中 k1 为任意非零实数.

对于 λ2 = 2, 求解齐次线性方程组 (λ2E −B)x = 0. 由于

λ2E −B =

 −4 −2 −4
−2 −1 −2
−4 −2 −4

 −r1+r3
−−−→
r1×(− 1

2 )

r1+r2

 2 1 2
0 0 0
0 0 0

 ,
3−R(λ2E−B) = 3− 1 = 2, 基础解系含 2 个向量. 取自由未知量 x2, x3, 令

[
x2
x3

]
为

[
−2
0

]
,

[
0

−1

]
,

分别解得 x1 = 1, x1 = 1, 所以得到一个基础解系 ξ2 = (1,−2, 0)T, ξ3 = (1, 0,−1)T, 于是, B 对应于特征
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值 λ2 = 2 的全部特征向量为

k2ξ2 + k3ξ3 = k2

 1
−2
0

+ k3

 1
0
−1

 , 其中 k2, k3 为不同时为零的任意实数.

5) 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −3
−2 λ− 1 −3
−3 −3 λ− 6

∣∣∣∣∣∣ −r1+r2====

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −3
−λ− 1 λ+ 1 0
−3 −3 λ− 6

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −3
−1 1 0
−3 −3 λ− 6

∣∣∣∣∣∣ c2+c1==== (λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −2 −3
0 1 0
−6 −3 λ− 6

∣∣∣∣∣∣
= λ(λ+ 1)(λ− 9),

得到 A 的实特征值为 λ1 = 0, λ2 = −1, λ3 = 9.

对于 λ1 = 0, 求解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 由于

λ1E −A =

 −1 −2 −3
−2 −1 −3
−3 −3 −6

 −2r1+r2
−−−→
−3r1+r3

 −1 −2 −3
0 3 3
0 3 3

 r1×(−1)
−r2+r3
−−−→
r2× 1

3

−2r2+r1

 1 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,
3−R(λ1E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 1, 所以得

到一个基础解系 ξ1 = (1, 1,−1)T, 于是, A 对应于特征值 λ1 = 0 的全部特征向量为

k1ξ1 = k1

 1
1

−1

 , 其中 k1 为任意非零实数.

对于 λ2 = −1, 求解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 由于

λ2E −A =

 −2 −2 −3
−2 −2 −3
−3 −3 −7

 −r1+r2
−−−→
−2r1+r3
r2↔r3

 −2 −2 −3
1 1 −1
0 0 0

 2r2+r1
r1×(− 1

5 )

−−−→
r1↔r2
r2+r1

 1 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,
3−R(λ2E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x2 = −1, 解得 x1 = 1, x3 = 0, 所以得

到一个基础解系 ξ2 = (1,−1, 0)T, 于是, A 对应于特征值 λ2 = −1 的全部特征向量为

k2ξ2 = k2

 1
−1
0

 , 其中 k2 为任意非零实数.

对于 λ3 = 9, 求解齐次线性方程组 (λ3E −A)x = 0. 由于

λ3E −A =

 8 −2 −3
−2 8 −3
−3 −3 3

 r3×(− 1
3 )

−−−→
−8r3+r1
2r3+r2

 0 −10 5
0 10 −5
1 1 −1

 r2+r1
r2× 1

5

−−−→
−r2+r3
r1↔r3

 1 −1 0
0 2 −1
0 0 0

 ,
3−R(λ3E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x2 = 1, 解得 x1 = 1, x3 = 2, 所以得到

一个基础解系 ξ3 = (1, 1, 2)T, 于是, A 对应于特征值 λ3 = 9 的全部特征向量为

k3ξ3 = k3

 1
1
2

 , 其中 k3 为任意非零实数.
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6) 由于 B 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −B| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 1 −2
−5 λ+ 3 −3
1 0 λ+ 2

∣∣∣∣∣∣ −(λ+2)c1+c3
====

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 1 −λ2 + 2
−5 λ+ 3 5λ+ 7
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 5λ+ 7 + (λ+ 3)(λ2 − 2) = λ3 + 3λ2 + 3 + 1

= (λ+ 1)3,

得到 B 的特征值为 λ = −1(三重).

对于 λ = −1, 求解齐次线性方程组 (λE −B)x = 0. 由于

λE −B =

 −3 1 −2
−5 2 −3
1 0 1

 3r3+r1
−−−→
5r3+r2

 0 1 1
0 2 2
1 0 1

 −2r1+r2
−−−→
r1↔r3
r2↔r3

 1 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,
3−R(λE −B) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 1, 所以得

到一个基础解系 ξ = (1, 1,−1)T, 于是, B 对应于特征值 λ = −1 的全部特征向量为

kξ = k

 1
1

−1

 , 其中 k 为任意非零实数.

2. 设 A 为 n 阶标量矩阵, 证明任何 n 维非零列向量都是 A 的特征向量.

证明: 设 A = aE, 则任意 n 维非零列向量 α, 有 Aα = aα, 所以 α 是 A 对应于(唯一)特征值 a 的特

征向量.

3. 证明: 方阵 A 与 AT 的特征多项式相同, 从而特征值完全相同.

证明: 因为 |λE − A| = |(λE − A)T| = |λE − AT|, 所以A 与 AT 的特征多项式相同, 因此特征值完

全相同.

4. 设 λ0 是方阵 A 的特征值, k 为(所考虑数域内的)任意常数, 证明 kλ0 是方阵 kA 的特征值; 并且

若 α 是 A 对应于特征值 λ0 的特征向量, 则 α 也是 kA 对应于特征值 kλ0 的特征向量.

证明: 因为 Aα = λ0α, 所以 (kA)α = k(Aα) = k(λ0α) = (kλ0)α, 因此, kλ0 是方阵 kA 的特征值,

α 也是 kA 对应于特征值 kλ0 的特征向量.

5. 设 λ0 是方阵 A 的特征值, m 为正整数, 证明 λm0 是方阵 Am 的特征值; 并且若 α 是 A 对应于特

征值 λ0 的特征向量, 则 α 也是 Am 对应于特征值 λm0 的特征向量.

证明: 因为 Aα = λ0α, 所以 Amα = Am−1(Aα) = Am−1(λ0α) = λ0A
m−1α = · · · = λm0 α, 因此,

λm0 是方阵 Am 的特征值, α 也是 Am 对应于特征值 λm0 的特征向量.

6. 设 λ0 是方阵 A 的特征值, f(λ) 是(所考虑数域上的)一个多项式, 证明 f(λ0) 是方阵 f(A) 的特征

值; 并且若 α 是 A 对应于特征值 λ0 的特征向量, 则 α 也是 f(A) 对应于特征值 f(λ0) 的特征向量.

证明: 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0. 因为 Aα = λ0α, 所以 Amα = λm0 α(m =
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1, 2, · · · , n), Eα = α, 进而,

f(A)α = (anA
n + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+ a0E)α = anA
nα+ an−1A

n−1α+ · · ·+ a1Aα+ a0Eα

= anλ
n
0α+ an−1λ

n−1
0 α+ · · ·+ a1λ0α+ a0α = (anλ

n
0 + an−1λ

n−1
0 + · · ·+ a1λ0 + a0)α = f(λ0)α,

因此, f(λ0) 是方阵 f(A) 的特征值, α 也是 f(A) 对应于特征值 f(λ0) 的特征向量.

7. 已知三阶矩阵 A 的特征值为 1, 2, 3, 试求矩阵 B = 1
2A

∗ + 3E 的特征值.

解: 由 |A| = 1 · 2 · 3 = 6 知, A 可逆, 且 A−1的特征值为 1, 12 ,
1
3 , 再由 AA∗ = |A|E 知, A∗ = 6A−1,

因此, A∗ 的特征值为 6, 3, 2. 令 f(λ) = 1
2λ+ 3, 则 B = f(A∗), 其特征值为 f(6), f(3), f(2), 即 6, 92 , 4.

8. 已知向量 α =

 1
1
1

 是矩阵 A =

 a 1 1
2 0 1

−1 2 2

 对应于特征值 λ 的特征向量, 试求 a 与 λ 的值.

解: 因为 Aα = λα, 即  a+ 2
3
3

 =

 λ
λ
λ

 ,
所以 λ = 3, a = 1.

9. 设向量 α =

 1
k
1

 是矩阵 A =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 的特征向量, 试求常数 k 的值.

解: 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 −1
−1 λ− 2 −1
−1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ −r1+r2====
(λ−2)r1+r3

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −1 −1

−(λ− 1) λ− 1 0
(λ− 3)(λ− 1) −(λ− 1) 0

∣∣∣∣∣∣
= (−1)(λ− 1)2

∣∣∣∣ −1 1
λ− 3 −1

∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 4),

得到 A 的特征值为 λ1 = 1(二重), λ2 = 4.

若 Aα = λ1α, 即  2 1 1
1 2 1
1 1 2

 1
k
1

 =

 1
k
1

 ,
也即  3 + k

2 + 2k
3 + k

 =

 1
k
1

 ,
推出 k = −2, 所以, 当 k = −2 时, α = (1,−2, 1)T 是 A 对应于特征值 λ1 = 1 的特征向量.

若 Aα = λ2α, 即  2 1 1
1 2 1
1 1 2

 1
k
1

 = 4

 1
k
1

 ,
也即  3 + k

2 + 2k
3 + k

 =

 4
4k
4

 ,
推出 k = 1, 所以, 当 k = 1 时, α = (1, 1, 1)T 是 A 对应于特征值 λ2 = 4 的特征向量.
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10. 对于方阵 A, 如果存在正整数 k, 使 Ak = O, 则称 A 为一个幂零矩阵. 试证幂零矩阵的特征值全

都为 0.

证明: 设 λ 是 A 的任意一个特征值, 则 λk 是 Ak 的特征值, 而 Ak = O, 其特征值全都为 0, 所以,

λk = 0, 进而 λ = 0. 由 λ 的任意性知, A 的特征值全都为 0.

11. 设 α1, α2, · · · , αs 是方阵 A 对应于特征值 λ0 的一组特征向量. 证明: 对任意一组

数 k1, k2, · · · , ks, 只要 α = k1α1 + k2α2 + · · · + ksαs ̸= 0, 那么 α 必是 A 对应于特征值 λ0 的特征

向量.

证明: 由于 Aα = A(k1α1+k2α2+ · · ·+ksαs) = k1Aα1+k2Aα2+ · · ·+ksAαs = k1λ0α1+k2λ0α2+

· · ·+ ksλ0αs = λ0(k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs) = λ0α, 且 α ̸= 0, 所以, α 是 A 对应于特征值 λ0 的特征向

量.

12. 设 α1, α2 分别是矩阵 A 对应于特征值 λ1, λ2 特征向量, 而 λ1 ̸= λ2, 证明 α1 + α2 不能是 A 的

特征向量.

证明: 首先, 证明对应于不同特征值的两个特征向量必定线性无关. 反证法. 假设 α1, α2 是线性相

关的, 则其中一个可由另外一个线性表示, 不妨设 α1 可由 α2 线性表示, 即存在数 k 使得 α1 = kα2,

则 Aα1 = A(kα2) = kAα2, 即 λ1α1 = kλ2α2, 因此 λ1α1 = λ2α1, 进而, (λ1 − λ2)α1 = 0, 再由 α1 ̸= 0 推

出 λ1 − λ2 = 0, 即 λ1 = λ2, 与 λ1 ̸= λ2 矛盾. 所以, α1, α2 是线性无关的.

再用反证法证明本题的结论. 假设 α1 + α2 是 A 对应于某特征值 λ 的特征向量. 则 A(α1 + α2) =

λ(α1+α2),即 Aα1+Aα2 = λ(α1+α2),进而, λ1α1+λ2α2 = λα1+λα2,因此, (λ−λ1)α1+(λ−λ2)α2 = 0.

再因为 α1, α2 是线性无关的, 所以, λ − λ1 = λ − λ2 = 0, 即 λ = λ1 = λ2, 矛盾. 所以, α1 + α2 不能

是 A 的特征向量.

习习习题题题5.2(B)

1. 在所指明的数域上, 求矩阵 A 的特征值与特征向量:

1) A =

 1 2 −1
2 1 0

−1 0 1

, 实数域; 2) A =

[
1 −1
2 −1

]
, 复数域.

解: 1) 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 1
−2 λ− 1 0
1 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ −(λ−1)r1+r3
====

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 1
−2 λ− 1 0

−λ(λ− 2) 2(λ− 1) 0

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣ −2 1
−λ(λ− 2) 2

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ2 − 2λ− 4),

得到 A 的特征值为 λ1 = 1, λ2 = 1−
√
5, λ3 = 1 +

√
5.
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对于 λ1 = 1, 求解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 由于

λ1E −A =

 0 −2 1
−2 0 0
1 0 0

 2r3+r2
−−−→
r1↔r3
r2↔r3

 1 0 0
0 −2 1
0 0 0

 ,
3−R(λ1E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = 2, 解得 x1 = 0, x2 = 1, 所以得到

一个基础解系 ξ1 = (0, 1, 2)T, 于是, A 对应于特征值 λ1 = 1 的全部特征向量为

k1ξ1 = k1

 0
1
2

 , 其中 k1 为任意非零实数.

对于 λ2 = 1−
√
5, 求解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 由于

λ2E −A =

 −
√
5 −2 1

−2 −
√
5 0

1 0 −
√
5

 2r3+r2
−−−→√
5r3+r1
r2↔r3

 1 0 −
√
5

0 −
√
5 −2

√
5

0 −2 −4

 r3×(− 1
2 )

−−−→√
5r3+r2
r2↔r3

 1 0 −
√
5

0 1 2
0 0 0

 ,
3−R(λ2E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = 1, 解得 x1 =

√
5, x2 = −2, 所以

得到一个基础解系 ξ2 = (
√
5,−2, 1)T, 于是, A 对应于特征值 λ2 = 1−

√
5 的全部特征向量为

k2ξ2 = k2

 √
5

−2
1

 , 其中 k2 为任意非零实数.

对于 λ3 = 1 +
√
5, 求解齐次线性方程组 (λ3E −A)x = 0. 由于

λ2E −A =

 √
5 −2 1

−2
√
5 0

1 0
√
5

 2r3+r2
−−−→

−
√
5r3+r1

r2↔r3

 1 0
√
5

0
√
5 2

√
5

0 −2 −4

 r3×(− 1
2 )

−−−→
−
√
5r3+r2

r2↔r3

 1 0
√
5

0 1 2
0 0 0

 ,
3−R(λ3E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 =

√
5, x2 = 2, 所以

得到一个基础解系 ξ3 = (
√
5, 2,−1)T, 于是, A 对应于特征值 λ2 = 1−

√
5 的全部特征向量为

k3ξ3 = k3

 √
5
2

−1

 , 其中 k3 为任意非零实数.

2) 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =
∣∣∣∣ λ− 1 1

−2 λ+ 1

∣∣∣∣ = λ2 + 1,

得到 A 的特征值为 λ1 = i, λ2 = −i.

对于 λ1 = i, 求解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 由于

λ1E −A =

[
i− 1 1
−2 i + 1

]
−(i+1)r1+r2

−−−→
[

i− 1 1
0 0

]
,

2− R(λ1E − A) = 2− 1 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x1 = 1, 解得 x2 = 1− i, 所以得到一

个基础解系 ξ1 = (1, 1− i)T, 于是, A 对应于特征值 λ1 = i 的全部特征向量为

c1ξ1 = c1

[
1

1− i

]
, 其中 c1 为任意非零复数.

对于 λ2 = −i, 求解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 由于

λ1E −A =

[
−i− 1 1
−2 −i + 1

]
(i−1)r1+r2
−−−→

[
−i− 1 1

0 0

]
,
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2− R(λ2E − A) = 2− 1 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x1 = 1, 解得 x2 = 1 + i, 所以得到一

个基础解系 ξ2 = (1, 1 + i)T, 于是, A 对应于特征值 λ2 = −i 的全部特征向量为

c2ξ2 = c2

[
1

1 + i

]
, 其中 c2 为任意非零复数.

2. 设 n 阶矩阵 A 满足 A2 = E. 试证: A 的特征值只能是 1 或 −1; 如果 A 的特征值全是 1, 则必

有 A = E.

证明: 设 λ 是 A 的任意一个特征值, 则 λ2 是 A2 的特征值, 而 A2 = E, 其特征值全是 1, 所以,

λ2 = 1, 推出 λ = 1, 或者 λ = −1. 再由 λ 的任意性知, A 的特征值只能是 1 或 −1.

如果 A 的特征值全是 1, 此时 −1 不是 A 的特征值, 因而, ψ(−1) = |(−1)E − A| ̸= 0, 注

意到 |(−1)E − A| = | − (E + A)| = (−1)n|E + A|, 所以, |E + A| ̸= 0, 因此, E + A 可逆, 由此

及 (E +A)(E −A) = E −A2 = O, 推出 E −A = O, 立刻得到 A = E.

此处证明 B := E +A 可逆的另一办法是, 设 λ 为 B 任一的特征值, 则 λ− 1 为 B − E = A 的特征

值, 而 A 的特征值全是 1, 因此 λ = 2, 由 λ 的任意性知, B 的特征值全是 2, 特征值全非零, 故 B 可逆.

3. 设 n 阶矩阵 A 的全部特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, 试证: trA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

证明: 记 A 的特征多项式 ψ(λ) = λn + cn−1λ
n−1 + · · · + c1λ + c0. 由条件知, ψ(λ) = (λ − λ1)(λ −

λ2) · · · (λ− λn), 此时可以看出 cn−1 = −λ1 − λ2 − · · · − λn = −(λ1 + λ2 + · · ·+ λn), 而 cn−1 = −trA, 所

以, trA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

4. 设 A 为 n 阶矩阵, 如果任何 n 维非零向量都是 A 的特征向量, 证明 A 必是一个标量矩阵.

证明: 设 n 维基本向量 e1, e2, · · · , en 分别是 A 对应于特征值 λ1, λ2, · · · , λn 的特征向量, 即

有 Aei = λiei(i = 1, 2, · · · , n), 由于 Aei 即是 A 的第 i 列, 故 A 的第 i 列为 λiei. 因此, A =

diag(λ1, λ2, · · · , λn). 再设 α = (1, 1, · · · , 1)T 是 A 对应于特征值 λ 的特征向量, 即有 Aα = λα, 则

有 (λ1, λ2, · · · , λn)T = (λ, λ, · · · , λ)T, 因此, λ1 = λ2 = · · · = λn = λ, 立刻推出 A = λE, A 是一个标量

矩阵.

5. 设 n 阶矩阵 A 的每行 n 个元素之和均为常数 a. 试证: 1) a 是 A 的一个特征值; 2) 当 A 可逆

时, A−1 的每行元素之和均为 1
a .

证明: 令 α = (1, 1, · · · , 1)T. 则 Aα = (a, a, · · · , a)T = aα, 显然, α ̸= 0, 所以, a 是 A 的一个特征值,

α 是 A 对应于特征值 a 的特征向量. 当 A 可逆时, a ̸= 0, 1
a 是 A−1 的特征值, α 是 A−1 对应于特征

值 1
a 的特征向量, 所以, A−1α = 1

aα, 由此推出 A−1 的每行元素之和均为 1
a .

5.3 习习习题题题5.3

习习习题题题5.3(A)
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1. 证明矩阵相似关系具有如下性质: 1) 反身性: 对任何方阵 A, 总有 A ∼ A; 2) 对称性: 若 A ∼ B,

则 B ∼ A; 3) 传递性: 若 A ∼ B,B ∼ C, 则 A ∼ C.

证明: 1) 对任何方阵 A, 取 P = E, 则 P−1AP = E−1AE = EAE = A, 总有 A ∼ A.

2) 若 A ∼ B, 则存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = B. 记 Q = P−1, 此时 Q−1BQ = PBP−1 = A,

则 B ∼ A.

3) 若 A ∼ B,B ∼ C, 则存在可逆矩阵 P1, P2 使得 P−1
1 AP1 = B, P−1

2 BP2 = C, 记 Q = P1P2, 此

时 Q−1AQ = P−1
2 P−1

1 AP1P2 = P−1
2 BP2 = C, 则 A ∼ C.

2. 相似矩阵的迹相同.

证明: 因为相似的矩阵其特征多项式相同, 从而全部特征值相同, 而矩阵的迹等于全部特征值之和,

所以相似矩阵的迹相同.

3. 判明习题 5.2(A) 第 1 题中各矩阵能否相似对角化. 若能, 求出一个相似因子 P 并给出相应的对

角矩阵 Λ.

解: 1) 能. 令

P = (ξ1, ξ2, ξ3) =

 0 1 1
1 0 0
0 1 −1

 ,
则

P−1AP = Λ =

 2
2

−2

 .
2) 能. 令

P = (ξ1, ξ2, ξ3) =

 1 2 0
−1 −1 0
−1 0 1

 ,
则

P−1BP = Λ =

 −2
1

1

 .
3) 在实数域不能. 在复数域能.

4) 能. 令

P = (ξ1, ξ2, ξ3) =

 2 1 1
1 −2 0
2 0 −1

 ,
则

P−1BP = Λ =

 11
2

2

 .
5) 能. 令

P = (ξ1, ξ2, ξ3) =

 1 1 1
1 −1 1

−1 0 2

 ,
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则

P−1AP = Λ =

 0
−1

9

 .
6) 不能. 因为 m1 = 1 < n1 = 3.

4. 设

A =

 0 10 6
1 −3 −3

−2 10 8

 ,
利用 A 相似于对角矩阵来求 A10.

解: 由于 A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ −10 −6
−1 λ+ 3 3
2 −10 λ− 8

∣∣∣∣∣∣ λr2+r1====
2r2+r3

∣∣∣∣∣∣
0 (λ− 2)(λ+ 5) 3(λ− 2)
−1 λ+ 3 3
0 2(λ− 2) λ− 2

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 2)2(−1)(−1)2+1

∣∣∣∣ λ+ 5 3
2 1

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 2)2,

得到 A 的特征值为 λ1 = 1, λ2 = 2(二重).

对于 λ1 = 1, 求解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 由于

λ1E −A =

 1 −10 −6
−1 4 3
2 −10 −7

 r1+r2
−−−→
−2r1+r3

 1 −10 −6
0 −6 −3
0 10 5

 r2×(− 1
3 )

−−−→
−5r2+r3
5r2+r1

 1 0 −1
0 2 1
0 0 0

 ,
3−R(λ1E −A) = 3− 2 = 1, 基础解系含 1 个向量. 取自由未知量 x3 = 2, 解得 x1 = 2, x2 = −1, 所以得

到一个基础解系 ξ1 = (2,−1, 2)T.

对于 λ2 = 2, 求解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 由于

λ2E −A =

 2 −10 −6
−1 5 3
2 −10 −6

 −r1+r3
−−−→
r1× 1

2

r1+r2

 1 −5 −3
0 0 0
0 0 0

 ,
3−R(λ2E −A) = 3− 1 = 2, 基础解系含 2 个向量. 取自由未知量 x2, x3, 令

[
x2
x3

]
为

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分

别解得 x1 = 5, x1 = 3, 所以得到一个基础解系 ξ2 = (5, 1, 0)T, ξ3 = (3, 0, 1)T.

于是, 令 P = (ξ1, ξ2, ξ3), 则 P−1AP = diag(1, 2, 2) =: Λ, 进而, A = PΛP−1, 从而 A10 = PΛ10P−1.

下面来求 P−1.

(P,E) =

 2 5 3 1 0 0
−1 1 0 0 1 0
2 0 1 0 0 1

 r2×(−1)
−−−→
r1↔r2

 1 −1 0 0 −1 0
2 5 3 1 0 0
2 0 1 0 0 1


−2r1+r2
−−−→
−2r1+r3

 1 −1 0 0 −1 0
0 7 3 1 2 0
0 2 1 0 2 1

 −3r3+r2
−−−→
r2+r1

−2r2+r3

 1 0 0 1 −5 −3
0 1 0 1 −4 −3
0 0 1 −2 10 7


所以,

P−1 =

 1 −5 −3
1 −4 −3

−2 10 7

 ,
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从而, 有

A10 = PΛ10P−1 =

 2 5 3
−1 1 0
2 0 1

 1 0 0
0 210 0
0 0 210

 1 −5 −3
1 −4 −3

−2 10 7


=

 2 5 · 210 3 · 210
−1 210 0
2 0 210

 1 −5 −3
1 −4 −3

−2 10 7

 =

 −1022 10230 6138
1023 −4091 −3069

−2046 10230 7162

 .
5. 设 A ∼ B, 证明: 若 A 是幂等矩阵, 则 B 亦是幂等矩阵; 若 A 是幂零矩阵, 则 B 亦是幂零矩阵.

证明: 由于 A ∼ B, 则存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = B, 进而, B2 = (P−1AP )(P−1AP ) =

P−1A2P , 若 A2 = A, 则 B2 = P−1AP = B, B 亦是幂等矩阵. 若 A 是幂零矩阵, 即存在正整数 k 使

得 Ak = O, 因为 Bk = (P−1AP )k = P−1AkP = P−1OP = O, B 亦是幂零矩阵.

6. 设 B = P−1AP . 证明: 若 α 是方阵 A 对应于特征值 λ0 的特征向量, 则 P−1α 是 B 对应于特征

值 λ0 的特征向量.

证明: 由于 Aα = λ0α, 则 P−1Aα = λ0P
−1α, 进而, P−1APP−1α = λ0P

−1α, 即 B(P−1α) =

λ0(P
−1α), 且 P−1α ̸= 0, 因为若 P−1α = 0, 则 α = 0, 而 α 是方阵 A 对应于特征值 λ0 的特征向量,

α ̸= 0, 矛盾. 所以, P−1α 是 B 对应于特征值 λ0 的特征向量.

7. 证明: 方阵 A 可相似对角化的充分必要条件是对于 A 的每个 ni(ni ≥ 2) 重特征值 λi 都

有 R(λiE −A) = n− ni.

证明: 因为, 方阵 A 可相似对角化的充分必要条件是对于 A 的每个 ni(ni ≥ 2) 重特征值 λi 都存

在与之对应的 ni 个线性无关的特征向量, 即齐次线性方程组 (λiE − A)x = 0 的基础解系含 ni 解向

量, 而我们知道, 齐次线性方程组 (λiE − A)x = 0 的基础解系含解向量的个数为 n− R(λiE − A), 所以,

ni = n− R(λiE − A), 即 R(λiE − A) = n− ni, 故方阵 A 可相似对角化的充分必要条件是对于 A 的每

个 ni(ni ≥ 2) 重特征值 λi 都有 R(λiE −A) = n− ni.

习习习题题题5.3(B)

1. 证明两矩阵

A =

 a1
a2

a3

 , B =

 a3
a2

a1


相似, 并求出相似因子 P , 使 P−1AP = B.

证明: 令

P =

 1
1

1

 ,
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则 P−1 = P , 且

P−1AP =

 1
1

1

 a1
a2

a3

 1
1

1

 =

 a3
a2

a1

 1
1

1


=

 a3
a2

a1

 = B,

所以 A 与 B 相似, 上述矩阵 P 是一个相似因子.

2. 设 A1, B1 都是 n1 阶矩阵, A2, B2 都是 n2 阶矩阵, 并且 A1 ∼ B1, A2 ∼ B2, 试证[
A1

A2

]
∼

[
B1

B2

]
.

证明: 由于 A1 ∼ B1, A2 ∼ B2,所以存在 n1 阶可逆矩阵 P1, n2 阶可逆矩阵 P2,使得 P−1
1 A1P1 = B1,

P−1
2 A2P2 = B2, 则矩阵 [

P1

P2

]
可逆且

[
P1

P2

]−1

=

[
P−1
1

P−1
2

]
,

因此, [
P1

P2

]−1 [
A1

A2

] [
P1

P2

]
=

[
P−1
1 A1P1

P−1
2 A2P2

]
=

[
B1

B2

]
,

即 [
A1

A2

]
∼

[
B1

B2

]
.

3. 设 A,B 均为 n 阶矩阵且 A 可逆, 证明 AB ∼ BA.

证明: 因为 A−1(AB)A = BA, 所以 AB ∼ BA.

4. 设 A 是幂零矩阵但 A ̸= O, 试证 A 不能相似对角化.

证明: 反证法. 若 A 能相似对角化, 即存在可逆矩阵 P 使得

P−1AP =


λ1

λ2
. . .

λn

 ,
由于 A 是幂零矩阵, 即存在正整数 k 使得 Ak = O, 则有

P−1AkP =


λk1

λk2
. . .

λkn

 = O,

进而 λk1 = λk2 = · · · = λkn = 0, 继而 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 因此, P−1AP = O, 进而 A = POP−1 = O,

与 A ̸= O 矛盾. 所以, A 不能相似对角化.

5. 设矩阵 A =

 1 −2 −4
−2 x −2
−4 −2 1

 与 Λ =

 y
z

−4

 相似, 求 x, y, z.



80

解: 由于相似的矩阵具有完全相同的特征值, 而 y, z,−4 是 Λ 的特征值, 因此也是 A 的特征值, 因此,

0 = ψ(−4) = |(−4)E −A| =

∣∣∣∣∣∣
−5 2 4
2 −4− x 2
4 2 −5

∣∣∣∣∣∣ −2r2+r1====
5
2 r2+r3

∣∣∣∣∣∣
−9 10 + 2x 0
2 −4− x 2
9 −8− 5

2x 0

∣∣∣∣∣∣
= 2(−1)2+3

∣∣∣∣ −9 10 + 2x
9 −8− 5

2x

∣∣∣∣ = −2(72 +
45

2
x− 90− 18x) = 36− 9x,

所以得出 x = 4. 进而, A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 4
2 λ− 4 2
4 2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ −2r2+r1====
1−λ
2 r2+r3

∣∣∣∣∣∣
λ− 5 10− 2λ 0
2 λ− 4 2

5− λ 1
2λ(5− λ) 0

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 5)22(−1)2+3

∣∣∣∣ 1 −2
−1 −λ

2

∣∣∣∣ = (λ− 5)2(λ+ 4),

所以, A 的全部特征值是 λ1 = 5(二重), λ2 = −4, 因此, y = z = 5.

6. 设矩阵 A =

 1 −3 3
a −5 3
6 −6 b

 有二重特征值 λ = −2, 并且 A 可以相似对角化, 求 a, b 的值.

解: 因为 A可以相似对角化且 λ = −2是 A的二重特征值,因此齐次线性方程组 ((−2)E−A)x = 0的

基础解系有 2 个向量, 所以 R((−2)E −A) = 3− 2 = 1, 而

(−2)E −A =

 −3 3 −3
−a 3 −3
−6 6 −2− b

 r1×(− 1
3 )

ar1+r2
−−−→
6r1+r3

 1 −1 1
0 3− a −3 + a
0 0 4− b

 ,
再由 R((−2)E −A) = 1 知, a = 3, b = 4.

5.4 习习习题题题5.4

习习习题题题5.4(A)

1. 已知 n 维实向量 α, β 正交, 证明: 对任意实数 k, ℓ, 向量 kα 与 ℓβ 也正交.

证明: 因为 (kα, ℓβ) = kℓ(α, β) = 0, 所以向量 kα 与 ℓβ 也正交.

2. 设 α, β1, β2, β3 都是 n 维实向量, 并且 α 与 β1, β2, β3 都正交, 证明: α 与 β1, β2, β3 的任一(实系

数的)线性组合也正交.

证明: 对于 β1, β2, β3 的任一(实系数的)线性组合 k1β1+ k2β2+ k3β3, 因为 (α, k1β1+ k2β2+ k3β3) =

k1(α, β1) + k2(α, β2) + k3(α, β3) = 0, 所以 α 与 β1, β2, β3 的任一(实系数的)线性组合也正交.

3. 证明: 如果 n 维实向量 α 与任何 n 维实向量都正交, 则 α = 0.

证明: 因为 n 维实向量 α 与任何 n 维实向量都正交, 则 (α, α) = 0, 由此推出 α = 0.

4. 利用 Schmidt 单位正交化方法求与下列向量组 α1, α2, α3 等价的单位正交组 γ1, γ2, γ3:

1) α1 =

 1
1
0

 , α2 =

 0
1
1

 , α3 =

 1
1

−1

; 2) α1 =


1
1
0
1

 , α2 =


1
2
0
1

 , α3 =


0

−1
0
1

.
解: 1) 先正交化. 令 β1 = α1 = (1, 1, 0)T, 则 (β1, β1) = 2, ||β1|| =

√
2. 再令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2, 其
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中 k
(2)
1 = − (α2,β1)

(β1,β1)
= − 1

2 , 则

β2 = −1

2
β1 + α2 =

 −1
2

1
2
1

 , (β2, β2) =
3

2
, ||β2|| =

√
6

2
.

再令 β3 = k
(3)
1 β1 + k

(3)
2 β2 + α3, 其中 k

(3)
1 = − (α3,β1)

(β1,β1)
= − 2

2 = −1, k
(3)
2 = − (α3,β2)

(β2,β2)
= −−1

3
2

= 2
3 , 则

β3 = −β1 +
2

3
β2 + α3 =

 − 1
3

1
3

− 1
3

 , (β3, β3) =
1

3
, ||β3|| =

√
3

3
.

再单位化, 得到与向量组 α1, α2, α3 等价的单位正交组 γ1, γ2, γ3:

γ1 =
β1

||β1||
=


√
2
2√
2
2
0

 , γ2 =
β2

||β2||
=

 −
√
6
6√
6
6√
6
3

 , γ3 =
β3

||β3||
=

 −
√
3
3√
3
3

−
√
3
3

 .
2) 先正交化. 令 β1 = α1 = (1, 1, 0, 1)T, 则 (β1, β1) = 3, ||β1|| =

√
3. 再令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2, 其

中 k
(2)
1 = − (α2,β1)

(β1,β1)
= − 4

3 , 则

β2 = −4

3
β1 + α2 =


−1

3
2
3
0
−1

3

 , (β2, β2) =
2

3
, ||β2|| =

√
6

3
.

再令 β3 = k
(3)
1 β1 + k

(3)
2 β2 + α3, 其中 k

(3)
1 = − (α3,β1)

(β1,β1)
= − 0

3 = 0, k
(3)
2 = − (α3,β2)

(β2,β2)
= −−1

2
3

= 3
2 , 则

β3 = 0β1 +
3

2
β2 + α3 =


−1

2
0
0
1
2

 , (β3, β3) =
1

2
, ||β3|| =

√
2

2
.

再单位化, 得到与向量组 α1, α2, α3 等价的单位正交组 γ1, γ2, γ3:

γ1 =
β1

||β1||
=


√
3
3√
3
3
0√
3
3

 , γ2 =
β2

||β2||
=


−

√
6
6√
6
3
0

−
√
6
6

 , γ3 =
β3

||β3||
=


−

√
2
2
0
0√
2
2

 .
5. 求齐次线性方程组 2x1 + x2 + 2x3 = 0 的单位正交基础解系.

解: 因为系数矩阵的秩为 1, 3− 1 = 2, 所以, 该方程组的基础解系有 2个向量, 取

[
x2
x3

]
为

[
−2
0

]
,[

0
1

]
, 分别解得 x1 = 1, x1 = −1, 所以得到一个基础解系

α1 =

 1
−2
0

 , α2 =

 −1
0
1

 .
先正交化. 令 β1 = α1 = (1,−2, 0)T, 则 (β1, β1) = 5, ||β1|| =

√
5. 再令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2, 其中 k

(2)
1 =

− (α2,β1)
(β1,β1)

= −−1
5 = 1

5 , 则

β2 =
1

5
β1 + α2 =

 − 4
5

− 2
5
1

 , (β2, β2) =
45

25
, ||β2|| =

3
√
5

5
.

再单位化, 得到与向量组 α1, α2 等价的单位正交基础解系 γ1, γ2:

γ1 =
β1

||β1||
=


√
5
5

−2
√
5

5
0

 , γ2 =
β2

||β2||
=

 −4
√
5

15

−2
√
5

15√
5
3

 .
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6. 判断下列矩阵哪几个是正交矩阵:

1)

[
1 0
0 −1

]
; 2)

[
1 −2
1 2

]
; 3)

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
;

4)

[ √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

]
; 5)

 1 −1 1
1 1 −1
0 2 1

; 6)

 1
9 − 8

9 −4
9

−8
9

1
9 −4

9
−4

9 − 4
9

7
9

.
解: 1) 是; 2) 不是, 正交但不是单位向量; 3) 是; 4) 是; 5) 不是, 正交但不是单位向量; 6) 是.

7. 证明: 若 A 为正交矩阵, 则 −A,AT, A−1 也是正交矩阵.

证明: 若 A 为正交矩阵, 则 ATA = E, A−1 = AT, AAT = E, 从而 (−A)T(−A) = ATA = E,

(AT)TAT = AAT = E, (A−1)TA−1 = (AT)−1A−1 = (AAT)−1 = E−1 = E, 所以, −A,AT, A−1 也是正交

矩阵.

8. 证明: 若 A,B 都是 n 阶正交矩阵, 则 AB 也是 n 阶正交矩阵.

证明: 若 A,B 都是 n 阶正交矩阵, 则 ATA = E, BTB = E, 从而 (AB)T(AB) = BTATAB =

BTEB = E, 所以, AB 也是 n 阶正交矩阵.

9. 证明: 正交矩阵的行列式值只能为 1 或 −1.

证明: 若 A 为正交矩阵, 则 ATA = E, 从而 |AT||A| = |E| = 1, 即 |A|2 = 1, 所以 |A| = 1 或 −1.

10. 证明: n 阶矩阵 A = (aij) 为 H 矩阵的充分必要条件是 āij = aji(i, j = 1, 2, · · · , n).

证明: n 阶矩阵 A = (aij) 为 H 矩阵当且仅当 AH = A, 即 āij = aji(i, j = 1, 2, · · · , n).

11. 证明: 若 A 为 H 矩阵, 则 |A| 的值为实数.

证明: 若 A 为 H 矩阵, 则 AH = A, 进而 |AH| = |A|, 即 |AT| = |A|, 继而 |AT| = |A|, 因此 |A| = |A|,

所以, |A| 的值为实数.

12. 证明: 若 A 为 H 矩阵, k 为实数, 则 kA 仍为 H 矩阵.

证明: 若 A 为 H 矩阵, 则 AH = A, 进而 (kA)H = k̄AH = kA, 所以, kA 仍为 H 矩阵.

13. 证明: 若 A 为 H 矩阵, 则 AT, A,AH 也都是 H 矩阵.

证明: 若 A 为 H 矩阵, 则 AH = A, 从而 (AT)H = (AT)T = A = AH = AT = AT, (A)H = (A)T =

AT = AT = (AH)T = (AT)T = (AT)T = A, (AH)H = A = AH, 所以, AT, A,AH 也都是 H 矩阵.

14. 证明: 若 A,B 均为 n 阶 H 矩阵, 则 A+B 也是 n 阶 H 矩阵.

证明: 若 A,B 均为 n 阶 H 矩阵, 则 AH = A,BH = B, 从而 (A+ B)H = AH + BH = A+ B, 所以,

A+B 也是 n 阶 H 矩阵.

15. 证明: 若 A,B 都是 n 阶酉矩阵, 则 AB 也是 n 阶酉矩阵.

证明: 若 A,B 都是 n 阶酉矩阵, 则 AHA = E,BHB = E, 从而 (AB)H(AB) = BHAHAB =

BHEB = E, 所以, AB 也是 n 阶酉矩阵.
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习习习题题题5.4(B)

1. 对于 n 维非零实向量 α, β, 它们的夹角 θ 按下式确定

cos θ =
(α, β)

||α||||β||
, 0 ≤ θ ≤ π.

依此求 4 维向量 α = (1, 2, 2, 3)T 与 β = (3, 1, 5, 1)T 的夹角.

解: 由于 (α, β) = 18, ||α|| =
√
18, ||β|| = 6, 计算得到 cos θ =

√
2
2 , 所以夹角 θ = π

4 .

2. 证明: 实方阵 A 为正交矩阵的充分必要条件是 AAT = E.

证明: 实方阵 A 为正交矩阵当且仅当 ATA = E, 等价于 A−1 = AT, 也就等价于 AAT = E.

3. 证明: 实方阵 A 为正交矩阵的充分必要条件是 A 的行向量组为单位正交组.

证明: 实方阵 A 为正交矩阵当且仅当 AAT = E, 即 (AT)T(AT) = E, 等价于 AT 是正交矩阵, 也就

等价于 AT 的列向量组是单位正交组, 即 A 的行向量组为单位正交组.

4. 证明: 若 A 为正交矩阵, 则对任意正整数 k, A−k 亦为正交矩阵, 其中 A−k = (Ak)−1.

证明: 若 A 为正交矩阵, 则对任意正整数 k, Ak 为正交矩阵, 从而 (Ak)−1 为正交矩阵, 即 A−k 亦为

正交矩阵.

5. 证明: 若 A 为正交矩阵, 则 A∗ 亦为正交矩阵.

证明: 若 A 为正交矩阵, 则 A−1 为正交矩阵, −A−1 为正交矩阵, 且 |A| = 1 或 −1. 而由 AA∗ =

|A|E 知, A∗ = A−1 或 −A−1, 所以, A∗ 亦为正交矩阵.

6. 试举例说明正交矩阵的特征值未必都是实数.

解: 例如 A =

[
0 −1
1 0

]
是正交矩阵, 但 ψ(λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣ λ 1
−1 λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1, 特征值

为 λ1 = i, λ2 = −i, 不是实数.

7. 设 λ 是正交矩阵 A 的特征值, 证明 |λ| = 1 (|λ| 表示复数 λ 的模).

证明: 设 α 是 A 对应于特征值 λ 的特征向量, 则 Aα = λα, 两边转置再共轭得到 αTAT = λ̄αT,

注意 A 是实矩阵, AT = AT, 所以, αTAT = λ̄αT, 进而 αTATAα = λ̄αTλα, 而 A 是正交矩阵, 所以,

有 αTα = λ̄λαTα = |λ|2αTα, 即 (|λ|2 − 1)αTα = 0, 而由于 α 是特征向量, α 是非零向量, 所以 αTα > 0,

由此推出 |λ|2 = 1, 故 |λ| = 1.

8. 证明: 若 λ 是正交矩阵 A 的特征值, 则 1
λ 也是 A 的特征值.

证明: 若 λ 是正交矩阵 A 的特征值, 则 |λ| = 1, 所以 λ ̸= 0, 或者由正交矩阵是可逆矩阵, 同样

推出 λ ̸= 0. 此时 1
λ 是 A−1 的特征值, 而由 A 是正交矩阵知, A−1 = AT, 所以 1

λ 是 AT 的特征值,

而 A 与 AT 具有完全相同的特征值, 所以, 1
λ 也是 A 的特征值.

9. 证明: 若 A 为 H 矩阵, 则 A∗ 也是 H 矩阵.

证明: 要证明 A∗ 是 H 矩阵, 即证明 (A∗)H = A∗. 左边矩阵的 (i, j) 元即是 A∗ 的 (j, i) 元的共轭, 也
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即是 A 的代数余子式 Aij 的共轭, 即

Aij = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

而 A 为 H 矩阵, 所以 AH = A, 即 aji = aij (i, j = 1, 2, · · · , n), 所以

Aij = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · aj−1,1 aj+1,1 · · · an1
...

...
...

...
a1,i−1 · · · aj−1,i−1 aj+1,i−1 · · · an,i−1

a1,i+1 · · · aj−1,i+1 aj+1,i+1 · · · an,i+1

...
...

...
...

a1n · · · aj−1,n aj+1,n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,i−1 a1,i+1 · · · an1
...

...
...

...
aj−1,1 · · · aj−1,i−1 aj−1,i+1 · · · aj−1,n

aj+1,1 · · · aj+1,i−1 aj+1,i+1 · · · aJ+1,n

...
...

...
...

an1 · · · an,i−1 an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)j+iMji = Aji,

而 Aji 即是右边矩阵 A∗ 的 (i, j) 元, 所以 (A∗)H = A∗, A∗ 也是 H 矩阵.

10. 证明: 若可逆矩阵 A 为 H 矩阵, 则 A−1 也是 H 矩阵.

证明: 由于 A 为可逆 H 矩阵, 则 AH = A. 由此推出, (A−1)H = (A−1)T = (AT)−1 = (AT)−1 =

(AH)−1 = A−1, 所以 A−1 也是 H 矩阵.

11. 证明: 若 A 为酉矩阵, 则 |A| 的值是模为 1 的复数.

证明: 由于 A 为酉矩阵, 则 AHA = E, 进而 |AH||A| = |E| = 1, 即 |AT||A| = 1, 继而, |AT||A| = 1,

因此, |A||A| = 1, 即 ||A||2 = 1, 所以 ||A|| = 1, 即 |A| 的值是模为 1 的复数.

5.5 习习习题题题5.5

习习习题题题5.5(A)

1. 对下列实对称矩阵 A, 求正交矩阵 Q 及对角矩阵 Λ, 使 Q−1AQ = Λ:
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1) A =

 2 2 −2
2 5 −4

−2 −4 5

; 2) A =

 2 −2 0
−2 1 −2
0 −2 0

;
3) A =

 1 2 4
2 −2 2
4 2 1

; 4) A =


4 1 0 −1
1 4 −1 0
0 −1 4 1

−1 0 1 4

.
解: 1) 由特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
−2 λ− 5 4
2 4 λ− 5

∣∣∣∣∣∣ r3+r2====

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
0 λ− 1 λ− 1
2 4 λ− 5

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
0 1 1
2 4 λ− 5

∣∣∣∣∣∣ −c2+c3====

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 4
0 1 0
2 4 λ− 9

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)(λ2 − 11λ+ 18− 8) = (λ− 1)2(λ− 10),

得到特征值 λ1 = 1(二重), λ2 = 10.

对于特征值 λ1 = 1, 解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 −1 −2 2
−2 −4 4
2 4 −4

 −2r1+r2
2r1+r3
−−−→
r1×(−1)

 1 2 −2
0 0 0
0 0 0

 ,
取自由未知量

[
x1
x2

]
为

[
2
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得 x3 = 1, x3 = 1, 得到特征向量 α1 = (2, 0, 1)T,

α2 = (0, 1, 1)T. 将 α1, α2 单位正交化, 为此令 β1 = α1, (β1, β1) = 5, ||β1|| =
√
5. 再令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2,

其中 k
(2)
1 = − (α2,β1)

(β1,β1)
= − 1

5 , 所以, β2 = − 1
5β1 + α2 = (−2

5 , 1,
4
5 )

T, ||β2|| = 3
√
5

5 . 再令 γ1 = β1

||β1|| =

( 2
√
5

5 , 0,
√
5
5 )T, γ2 = β2

||β2|| = (− 2
√
5

15 ,
√
5
3 ,

4
√
5

15 )T.

对于特征值 λ2 = 10, 解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 8 −2 2
−2 5 4
2 4 5

 −4r3+r1
r3+r2
−−−→
2r2+r1

 0 0 0
0 9 9
2 4 5

 r1↔r3
r2× 1

9

−−−→
−4r2+r1

 2 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,
取自由未知量 x3 = −2, 解得 x1 = 1, x2 = 2, 得到特征向量 α3 = (1, 2,−2)T, ||α3|| = 3. 令 γ3 = α3

||α3|| =

( 13 ,
2
3 ,−

2
3 )

T.

由此得到正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3) =

 2
√
5

5 −2
√
5

15
1
3

0
√
5
3

2
3√

5
5

4
√
5

15 −2
3

 , Q−1AQ =

 1
1

10

 .
2) 由特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 2 0
2 λ− 1 2
0 2 λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)(λ2 − λ− 4)− 2 · 2λ = λ3 − 3λ2 − 6λ+ 8

= (λ− 1)(λ2 − 2λ− 8) = (λ+ 2)(λ− 1)(λ− 4),

得到特征值 λ1 = −2, λ2 = 1, λ3 = 4.
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对于特征值 λ1 = −2, 解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 −4 2 0
2 −3 2
0 2 −2

 2r2+r1
2r3+r1
−−−→
r3+r2

 0 0 0
2 −1 0
0 2 −2

 r1↔r2
r2↔r3
−−−→
r2× 1

2

 2 −1 0
0 1 −1
0 0 0

 ,
取自由未知量 x2 = 2, 解得 x1 = 1, x3 = 2, 得到特征向量 α1 = (1, 2, 2)T, ||α1|| = 3. 令 γ1 = α1

||α1|| =

( 13 ,
2
3 ,

2
3 )

T.

对于特征值 λ2 = 1, 解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 −1 2 0
2 0 2
0 2 1

 2r1+r2
−r3+r1
−−−→
−2r3+r2

 −1 0 −1
0 0 0
0 2 1

 r2↔r3
−−−→
r1×(−1)

 1 0 1
0 2 1
0 0 0

 ,
取自由未知量 x3 = −2, 解得 x1 = 2, x2 = 1, 得到特征向量 α2 = (2, 1,−2)T, ||α2|| = 3. 令 γ2 = α2

||α2|| =

( 23 ,
1
3 ,−

2
3 )

T.

对于特征值 λ3 = 4, 解齐次线性方程组 (λ3E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 2 2 0
2 3 2
0 2 4

 −r1+r2
−2r2+r3
−−−→
r1× 1

2

 1 1 0
0 1 2
0 0 0

 ,
取自由未知量 x2 = −2, 解得 x1 = 2, x3 = 1, 得到特征向量 α3 = (2,−2, 1)T, ||α3|| = 3. 令 γ3 = α3

||α3|| =

( 23 ,−
2
3 ,

1
3 )

T.

由此得到正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3) =

 1
3

2
3

2
3

2
3

1
3 −2

3
2
3 − 2

3
1
3

 , Q−1AQ =

 −2
1

4

 .
3) 由特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −4
−2 λ+ 2 −2
−4 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ −2r2+r3====

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −4
−2 λ+ 2 −2
0 −2(λ+ 3) λ+ 3

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 3)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −4
−2 λ+ 2 −2
0 −2 1

∣∣∣∣∣∣ 2c3+c2==== (λ+ 3)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −10 −4
−2 λ− 2 −2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 3)(λ2 − 3λ+ 2− 20) = (λ− 6)(λ+ 3)2,

得到特征值 λ1 = 6, λ2 = −3(二重).

对于特征值 λ1 = 6, 解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 5 −2 −4
−2 8 −2
−4 −2 5

 r3+r1
2r1+r2
−−−→
4r1+r3

 1 −4 1
0 0 0
0 −18 9

 r2↔r3
r2×(− 1

9 )

−−−→
2r2+r1

 1 0 −1
0 2 −1
0 0 0

 ,
取自由未知量 x3 = 2, 解得 x1 = 2, x2 = 1, 得到特征向量 α1 = (2, 1, 2)T, ||α1|| = 3. 令 γ1 = α1

||α1|| =

( 23 ,
1
3 ,

2
3 )

T.

对于特征值 λ2 = −3, 解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 −4 −2 −4
−2 −1 −2
−4 −2 −4

 −2r2+r1
−−−→
−2r2+r3

 0 0 0
−2 −1 −2
0 0 0

 r1↔r2
−−−→
r2×(−1)

 2 1 2
0 0 0
0 0 0

 ,



87

取自由未知量

[
x2
x3

]
为

[
−2
0

]
,

[
0

−1

]
, 分别解得 x1 = 1, x1 = 1, 得到特征向量 α2 = (1,−2, 0)T,

α3 = (1, 0,−1)T. 将 α2, α3 单位正交化,为此令 β1 = α2, (β1, β1) = 5, ||β1|| =
√
5. 再令 β2 = k

(2)
1 β1+α3,

其中 k
(2)
1 = − (α3,β1)

(β1,β1)
= − 1

5 , 所以, β2 = − 1
5β1 + α3 = ( 45 ,

2
5 ,−1)T, ||β2|| = 3

√
5

5 . 再令 γ2 = β1

||β1|| =

(
√
5
5 ,−

2
√
5

5 , 0)T, γ3 = β2

||β2|| = ( 4
√
5

15 ,
2
√
5

15 ,−
√
5
3 )T.

由此得到正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3) =

 2
3

√
5
5

4
√
5

15
1
3 −2

√
5

5
2
√
5

15
2
3 0 −

√
5
3

 , Q−1AQ =

 6
−3

−3

 .
4) 由特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 4 −1 0 1
−1 λ− 4 1 0
0 1 λ− 4 −1
1 0 −1 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
r4+r2====
r3+r1

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 4 0 λ− 4 0
0 λ− 4 0 λ− 4
0 1 λ− 4 −1
1 0 −1 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 4)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 0 1
0 1 λ− 4 −1
1 0 −1 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1+r4====
−r2+r3

(λ− 4)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 λ− 4 −2
0 0 −2 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 4)2(λ2 − 8λ+ 16− 4) = (λ− 4)2(λ− 2)(λ− 6),

得到特征值 λ1 = 4(二重), λ2 = 2, λ3 = 6.

对于特征值 λ1 = 4, 解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵
0 −1 0 1

−1 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0

 r4+r2
−−−→
r3+r1


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0

 r1↔r4
−−−→
r2↔r3


1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
取自由未知量

[
x3
x4

]
为

[
1
0

]
,

[
0
1

]
,分别解得

[
x1
x2

]
=

[
1
0

]
,

[
0
1

]
,得到特征向量 α1 = (1, 0, 1, 0)T,

α2 = (0, 1, 0, 1)T. 显然, α1, α2 是正交的. 将 α1, α2 单位化, (α1, α1) = 2, ||α1|| =
√
2, (α2, α2) = 2,

||α2|| =
√
2, 令 γ1 = α1

||α1|| =
1
2 (
√
2, 0,

√
2, 0)T, γ2 = α2

||α2|| =
1
2 (0,

√
2, 0,

√
2)T.

对于特征值 λ2 = 2, 解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵
−2 −1 0 1
−1 −2 1 0
0 1 −2 −1
1 0 −1 −2


r3+r1
2r4+r1
−−−→
2r3+r2
r4+r2


0 0 −4 −4
0 0 −4 −4
0 1 −2 −1
1 0 −1 −2


−r2+r1
r2×(− 1

4 )

2r2+r3
−−−→
r2+r4
r1↔r4
r2↔r3


1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 ,
取自由未知量 x4 = 1, 解得 x1 = 1, x2 = −1, x3 = −1, 得到特征向量 α3 = (1,−1,−1, 1)T, ||α3|| = 2.

令 γ3 = α3

||α3|| =
1
2 (1,−1,−1, 1)T.

对于特征值 λ3 = 6, 解齐次线性方程组 (λ3E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵
2 −1 0 1

−1 2 1 0
0 1 2 −1
1 0 −1 2


−2r4+r1
r4+r2
−−−→
−2r3+r2
r3+r1


0 0 4 −4
0 0 −4 4
0 1 2 −1
1 0 −1 2


r2+r1

r2×(− 1
4 )

r2+r4
−−−→
−2r2+r3
r1↔r4
r2↔r3


1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1
0 0 0 0

 ,
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取自由未知量 x4 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 1, x3 = −1, 得到特征向量 α4 = (1, 1,−1,−1)T, ||α4|| = 2.

令 γ4 = α4

||α4|| =
1
2 (1, 1,−1,−1)T.

由此得到正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3, γ4) =
1

2


√
2 0 1 1

0
√
2 −1 1√

2 0 −1 −1

0
√
2 1 −1

 , Q−1AQ =


4

4
2

6

 .
2. 已知三阶实对称矩阵 A 的特征值为 λ1 = −2, λ2 = 1, λ3 = 4, α1 = (0,−1, 1)T, α2 =

(1,−1,−1)T 分别是 A 对应于特征值 λ1, λ2 的特征向量. 试求正交矩阵 Q, 使 Q−1AQ 为对角矩阵.

解: 设 A 对应于特征值 λ3 = 4 的特征向量为 α3 = (x1, x2, x3)
T. 由 α1, α2, α3 为正交特征向量组,

得到方程组 {
−x2 + x3 = 0,

x1 − x2 − x3 = 0.

其系数矩阵 [
0 −1 1
1 −1 −1

] −r1+r2
r1↔r2
−−−→
r2×(−1)

[
1 0 −2
0 1 −1

]
,

秩为 2, 基础解系含 3 − 2 = 1 个向量, 取自由未知量 x3 = 1, 解得 x1 = 2, x2 = 1, 故可取 α3 =

(2, 1, 1)T. 将 α1, α2, α3 单位化得到单位正交特征向量组 γ1 = α1

||α1|| = (0,−
√
2
2 ,

√
2
2 )T, γ2 = α2

||α2|| =

(
√
3
3 ,−

√
3
3 ,−

√
3
3 )T, γ3 = α3

||α3|| = (
√
6
3 ,

√
6
6 ,

√
6
6 )T, 由此得到正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3) =

 0
√
3
3

√
6
3

−
√
2
2 −

√
3
3

√
6
6√

2
2 −

√
3
3

√
6
6

 , Q−1AQ =

 −2
1

4

 .
3. 证明: 如果实对称矩阵 A 还是幂零矩阵, 则 A = O.

证明: 由于 A 是幂零矩阵, 其特征值全部是 0, 而 A 又是实对称矩阵, 所以必定存在正交矩

阵 Q, 使 Q−1AQ = Λ, 其中 Λ 为 A 的全部特征值构成的对角矩阵, 所以 Λ = O, 即 Q−1AQ = O, 因

此 A = QOQ−1 = O.

4. 设实对称矩阵 A 满足 A2 = A, 证明必有正交矩阵 Q, 使

Q−1AQ =



1
1

. . .

1
0

0
. . .

0


,

其中“1”的个数 r 恰是 A 的秩.

证明: 由于 A 是幂等矩阵, 其特征值只能是 1 或 0. 而 A 又是实对称矩阵, 所以必定存在正交

矩阵 Q, 使 Q−1AQ = Λ, 其中 Λ 为 A 的全部特征值构成的对角矩阵且 Λ 等于题目中右边的矩阵,
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Λ 中 “1” 的个数为特征值 1 的重数, 此时, R(Λ) 等于 “1” 的个数. 由于相似变换不改变矩阵的秩, 因此,

R(A) = R(Λ) = “1” 的个数.

5. 设 A,B 都是 n 阶实对称矩阵, 并且 A 和 B 的特征值完全相同(包括重根的重数), 证明 A ∼ B.

证明: 由于 A,B 都是 n 阶实对称矩阵, 并且 A 和 B 的特征值完全相同(包括重根的重数), 所以分别

存在正交矩阵 Q1, Q2 使得 Q−1
1 AQ1 = Λ, Q−1

2 BQ2 = Λ, 其中 Λ 为 A (或者说 B) 的全部特征值构成的

对角矩阵, 因此, A ∼ Λ, B ∼ Λ, 由相似关系的对称性和传递性知, A ∼ B.

习习习题题题5.5(B)

1. 已知实对称矩阵 A 与对角矩阵 Λ 相似, 其中

A =

 1 a 1
a 2 b
1 b 1

 , Λ =

 0
2

2

 .
试求 a, b 并求正交矩阵 Q, 使 Q−1AQ = Λ.

解: 令 ψ(λ) = |λE − A|. 注意到 λ1 = 0, λ2 = 2(二重) 是 Λ 的特征值, 由于 A 与 Λ 相似, 所以,

0, 2(二重) 也是 A 的特征值, 所以 ψ(0) = 0, ψ(2) = 0. 故

0 = ψ(0) = |0E −A| = | −A| =

∣∣∣∣∣∣
−1 −a −1
−a −2 −b
−1 −b −1

∣∣∣∣∣∣ −br1+r2====
−r1+r3

∣∣∣∣∣∣
−1 −a −1
b− a ab− 2 0
0 a− b 0

∣∣∣∣∣∣
= (−1)(−1)1+3(−(a− b)2) = (a− b)2,

即 a− b = 0, 而

0 = ψ(2) = |2E −A| = | −A| =

∣∣∣∣∣∣
1 −a −1

−a 0 −b
−1 −b 1

∣∣∣∣∣∣ −br1+r2====
−r1+r3

∣∣∣∣∣∣
1 −a −1

−a− b ab 0
0 −a− b 0

∣∣∣∣∣∣
= (−1)(−1)1+3((a+ b)2) = −(a+ b)2,

即 a+ b = 0, 由此解得 a = b = 0.

对于特征值 λ1 = 0, 解齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 −1 0 −1
0 −2 0

−1 0 −1

 −r1+r2
r1×(−1)
−−−→
r2×(− 1

2 )

 1 0 1
0 1 0
0 0 0

 ,
取自由未知量 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 0, 得到特征向量 α1 = (1, 0,−1)T.

对于特征值 λ2 = 2, 解齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0. 此时, 系数矩阵 1 0 −1
0 0 0

−1 0 1

 r1+r2
−−−→

 1 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ,
取自由未知量

[
x2
x3

]
为

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得 x1 = 0, x1 = 1, 得到特征向量 α2 = (0, 1, 0)T,

α3 = (1, 0, 1)T. 显然, α2 与 α3 正交.

α1, α2, α3 是正交特征向量组. 由于 ||α1|| =
√
2, ||α2|| = 1, ||α3|| =

√
2, 令 γ1 = α1

||α1|| =
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(
√
2
2 , 0,−

√
2
2 )T, γ2 = α2

||α2|| = (0, 1, 0)T, γ3 = α3

||α3|| = (
√
2
2 , 0,

√
2
2 )T. 则得到正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3) =


√
2
2 0

√
2
2

0 1 0

−
√
2
2 0

√
2
2

 ,
使得 Q−1AQ = Λ.

2. 证明: 对于实对称矩阵 A, 必有实对称矩阵 B, 使 A = B3.

证明: 对于实对称矩阵 A, 存在正交矩阵 Q, 使 Q−1AQ = Λ = diag(λ1, λ2, · · · , λn), 其中 λ1, λ2, · · · ,

λn 为 A 的全部特征值, 都是实数. 因此, Λ = (diag( 3
√
λ1,

3
√
λ2, · · · , 3

√
λn))

3 =: C3. 因此, A = QC3Q−1 =

(QCQ−1)3. 令 B = QCQ−1, B 是实矩阵, 由于BT = (QCQ−1)T = (QCQT)T = QCTQT = QCQT =

QCQ−1 = B, 所以 B 是实对称矩阵, 同时, A = B3.

3. 证明: 不存在实对称矩阵 A, 使 A2 + E = O.

证明: 反证法. 假定存在实对称矩阵 A, 使 A2 + E = O, 则 A2 = −E, 故 A2 的特征值全部是 −1.

设 λ 是 A 的特征值, 则 λ2 是 A2 的特征值. 因此, λ2 = −1, 继而, λ = ±i, 但 A 是实对称矩阵, 其特征值

为实数, 矛盾. 故不存在实对称矩阵 A, 使 A2 + E = O.

5.6 习习习题题题5.6

习习习题题题5.6(A)

1. 指出下列各题在把多项式矩阵经初等变换化为对角矩阵的过程中哪些步骤的做法是错误的:

1)

[
λ 0
−1 λ

] 1
λ r1+r2
−−−→

[
λ 0
0 λ

]
;

2)

[
λ+ 1 −1
−2 λ

]
r2+r1
−−−→

[
λ− 1 λ− 1
−2 λ

]
r1× 1

λ−1

−−−→
[

1 1
−2 λ

]
−c1+c2
−−−→

[
1 0
−2 λ+ 2

]
2r1+r2
−−−→

[
1 0
0 λ+ 2

]
;

3)

[
λ −1
−1 λ

]
r2×λ
−−−→

[
λ −1
−λ λ2

]
r1+r2
−−−→

[
λ −1
0 λ2 − 1

] 1
λ c1+c2
−−−→

[
λ 0
0 λ2 − 1

]
.

解: 1) 消法变换 1
λr1 + r2, 只能乘以多项式, 乘以分式 1

λ 是错误的.

2) 第二步倍法变换 r1 × 1
λ−1 , 只能乘以非零常数, 乘以分式 1

λ−1 是错误的.

3) 第一步倍法变换 r1 × λ, 只能乘以非零常数, 乘以非常数多项式 λ 是错误的. 第三步消法变

换 1
λc1 + c2, 只能乘以多项式, 乘以分式 1

λ 也是错误的.

2. 已知三阶矩阵 A 的初等因子组为 λ+ 1, (λ+ 1)2, 问 A 的特征多项式为何?

解: 因为特征多项式等于初等因子组全体初等因子的乘积, 所以 A 的特征多项式为 ψ(λ) = (λ+ 1)3.

3. 已知四阶矩阵 A 的特征多项式为 ψ(λ) = (λ − 1)2(λ + 2)2, 由此是否可断定 A 的初等因子组

为 (λ− 1)2, (λ+ 2)2? 若不是, 请指出初等因子组的各种可能性.
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解: 不能断定. 初等因子组有以下 4 种可能: (i) λ− 1, λ− 1, λ+ 2, λ+ 2; (ii) λ− 1, λ− 1, (λ+ 2)2;

(iii) (λ− 1)2, λ+ 2, λ+ 2; (iv) (λ− 1)2, (λ+ 2)2.

4. 求下列矩阵的 Jordan 标准形:

1)

 1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

; 2)

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

; 3)

 1 −2 2
1 3 −2
1 1 0

; 4)

 2 −1 2
5 −3 3

−1 0 −2

;
5)

 2 −1 −1
2 −1 −2

−1 1 2

; 6)

 5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5

; 7)


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

; 8)


1 0 0 0

−1 −1 −1 0
1 1 1 0
2 2 2 0

.
解: 1) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 1 −1 1
3 λ+ 3 −3
2 2 λ− 2

 c1↔c3
−−−→

 1 −1 λ− 1
−3 λ+ 3 3
λ− 2 2 2


c1+c2
−−−→

−(λ−1)c1+c3

 1 0 0
−3 λ 3λ
λ− 2 λ 3λ− λ2

 3r1+r2
−−−→

−(λ−2)r1+r3

 1 0 0
0 λ 3λ
0 λ 3λ− λ2


−3c2+c3
−−−→
−r2+r3

 1 0 0
0 λ 0
0 0 −λ2

 r3×(−1)
−−−→

 1 0 0
0 λ 0
0 0 λ2

 .
A 的初等因子组为 λ2, λ. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 0 1
0

0

 .
2) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ −1 0
4 λ− 4 0
2 −1 λ− 2

 c1↔c3
−−−→

 −1 λ 0
λ− 4 4 0
−1 2 λ− 2


λc1+c2
−−−→

 −1 0 0
λ− 4 (λ− 2)2 0
−1 2− λ λ− 2

 (λ−4)r1+r2
−−−→
−r1+r3

 −1 0 0
0 (λ− 2)2 0
0 2− λ λ− 2


r1×(−1)
−−−→
c3+c2

 1 0 0
0 (λ− 2)2 0
0 0 λ− 2

 .
所以, A 的初等因子组为 λ− 2, (λ− 2)2. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 2
2 1

2

 .
3) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 1 2 −2
−1 λ− 3 2
−1 −1 λ

 r1↔r2
−−−→

 −1 λ− 3 2
λ− 1 2 −2
−1 −1 λ


(λ−3)c1+c2
−−−→
2c1+c3

 −1 0 0
λ− 1 λ2 − 4λ+ 5 2(λ− 2)
−1 2− λ λ− 2

 (λ−1)r1+r2
−−−→
−r1+r3

 −1 0 0
0 λ2 − 4λ+ 5 2(λ− 2)
0 2− λ λ− 2


c3+c2
−−−→
r1×(−1)

 1 0 0
0 (λ− 1)2 2(λ− 2)
0 0 λ− 2

 −2r3+r2
−−−→

 1 0 0
0 (λ− 1)2 0
0 0 λ− 2

 .



92

A 的初等因子组为 (λ− 1)2, λ− 2. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 1 1
1

2

 .
4) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 2 1 −2
−5 λ+ 3 −3
1 0 λ+ 2

 r1↔r3
−−−→

 1 0 λ+ 2
−5 λ+ 3 −3
λ− 2 1 −2


−(λ+2)c1+c3

−−−→

 1 0 0
−5 λ+ 3 5λ+ 7
λ− 2 1 2− λ2

 5r1+r2
−−−→

−(λ−2)r1+r3

 1 0 0
0 λ+ 3 5λ+ 7
0 1 2− λ2


r2↔r3
−−−→

 1 0 0
0 1 2− λ2

0 λ+ 3 5λ+ 7

 (λ2−2)c2+c3
−−−→

−(λ+3)r2+r2

 1 0 0
0 1 0
0 0 (λ+ 1)3

 .
所以, A 的初等因子组为 (λ+ 1)3. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 −1 1
−1 1

−1

 .
5) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 2 1 1
−2 λ+ 1 2
1 −1 λ− 2

 r1↔r3
−−−→

 1 −1 λ− 2
−2 λ+ 1 2
λ− 2 1 1


c1+c2
−−−→

−(λ−2)c1+c3

 1 0 0
−2 λ− 1 2(λ− 1)
λ− 2 λ− 1 −λ2 + 4λ− 3

 2r1+r2
−−−→

−(λ−2)r1+r3

 1 0 0
0 λ− 1 2(λ− 1)
0 λ− 1 −λ2 + 4λ− 3


−2c2+c3
−−−→
−r2+r3

 1 0 0
0 λ− 1 0
0 0 −(λ− 1)2

 r3×(−1)
−−−→

 1 0 0
0 λ− 1 0
0 0 (λ− 1)2

 .
A 的初等因子组为 λ− 1, (λ− 1)2. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 1
1 1

1

 .
6) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 5 3 −2
−6 λ+ 4 −4
−4 4 λ− 5

 c3+c2
−−−→

 λ− 5 1 −2
−6 λ −4
−4 λ− 1 λ− 5


c1↔c2
−−−→

 1 λ− 5 −2
λ −6 −4

λ− 1 −4 λ− 5

 −(λ−5)c1+c2
−−−→
2c1+c3

 1 0 0
λ −λ2 + 5λ− 6 2λ− 4

λ− 1 −λ2 + 6λ− 9 3λ− 7


−λr1+r2
−−−→

−(λ−1)r1+r3

 1 0 0
0 −λ2 + 5λ− 6 2λ− 4
0 −λ2 + 6λ− 9 3λ− 7

 −r2+r3
−−−→

 1 0 0
0 −λ2 + 5λ− 6 2λ− 4
0 λ− 3 λ− 3


−2r3+r2
−−−→
c2↔c3

 1 0 0
0 2 −λ2 + 3λ
0 λ− 3 λ− 3

 λr3+r2
−−−→
−c3+c2

 1 0 0
0 (λ− 1)(λ− 2) 0
0 0 λ− 3

 .
所以, A 的初等因子组为 λ− 1, λ− 2, λ− 3. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 1
2

3

 .
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7) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =


λ− 3 1 0 0
−1 λ− 1 0 0
−3 0 λ− 5 3
−4 1 −3 λ+ 1

 c1↔c2
−−−→


1 λ− 3 0 0

λ− 1 −1 0 0
0 −3 λ− 5 3
1 −4 −3 λ+ 1


−(λ−3)c1+c2

−−−→


1 0 0 0

λ− 1 −(λ− 2)2 0 0
0 −3 λ− 5 3
1 −(λ+ 1) −3 λ+ 1

−(λ−1)r1+r2
−−−→
−r1+r4


1 0 0 0
0 −(λ− 2)2 0 0
0 −3 λ− 5 3
0 −(λ+ 1) −3 λ+ 1


c4+c2
−−−→
r2×(−1)


1 0 0 0
0 (λ− 2)2 0 0
0 0 λ− 5 3
0 0 −3 λ+ 1

 c4+c3
−−−→
−r3+r4


1 0 0 0
0 (λ− 2)2 0 0
0 0 λ− 2 3
0 0 0 λ− 2


c3↔c4
−−−→


1 0 0 0
0 (λ− 2)2 0 0
0 0 3 λ− 2
0 0 λ− 2 0

 r3× 1
3

−−−→
c4×3


1 0 0 0
0 (λ− 2)2 0 0
0 0 1 λ− 2
0 0 λ− 2 0


−(λ−2)r3+r4

−−−→
−(λ−2)c3+c4


1 0 0 0
0 (λ− 2)2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −(λ− 2)2

 c4×(−1)
−−−→


1 0 0 0
0 (λ− 2)2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 (λ− 2)2

 .
A 的初等因子组为 (λ− 2)2, (λ− 2)2. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =


2 1

2
2 1

2

 .
8) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =


λ− 1 0 0 0
1 λ+ 1 1 0
−1 −1 λ− 1 0
−2 −2 −2 λ

 r1↔r2
−−−→


1 λ+ 1 1 0

λ− 1 0 0 0
−1 −1 λ− 1 0
−2 −2 −2 λ


−(λ+1)c1+c2

−−−→
−c1+c3


1 0 0 0

λ− 1 1− λ2 1− λ 0
−1 λ λ 0
−2 2λ 0 λ


−(λ−1)r1+r2

r1+r3
−−−→
2r1+r4


1 0 0 0
0 1− λ2 1− λ 0
0 λ λ 0
0 2λ 0 λ


r3+r2
−−−→
c2↔c3


1 0 0 0
0 1 1 + λ− λ2 0
0 λ λ 0
0 0 2λ λ

 −λr2+r3
−−−→

(λ2−λ−1)c2+c3


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 λ2(λ− 1) 0
0 0 2λ λ


−2c4+c3
−−−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 λ2(λ− 1) 0
0 0 0 λ

 .
A 的初等因子组为 λ, λ2, λ− 1. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =


0

0 1
0

1

 .
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5. 设 m 阶矩阵 A1 的 Jordan 标准形为 J1, n 阶矩阵 A2 的 Jordan 标准形为 J2, 并设

A =

[
A1

A2

]
, J =

[
J1

J2

]
,

试证 J 是 A 的 Jordan 标准形.

证明: 方法一. 设 λEm −A1
∼= G1(λ)(对角阵), λEn −A2

∼= G2(λ)(对角阵). 则

λE −A =

[
λEm −A1

λEn −A2

]
∼=

[
G1(λ)

G2(λ)

]
=: G(λ),

所以 A 的初等因子组是由 A1 的初等因子组与 A2 的初等因子组合成, 进而 A 的 Jordan 标准形

由 A1, A2 的 Jordan 标准形合成, 即 J 是 A 的 Jordan 标准形.

方法二. 由 A1 ∼ J1, 存在 m 阶可逆矩阵 P1 使得 P−1
1 A1P1 = J1; 由 A2 ∼ J2, 存在 n 阶可逆矩

阵 P2 使得 P−1
2 A2P2 = J2. 令 P =

[
P1

P2

]
. 则 P 可逆且 P−1 =

[
P−1
1

P−1
2

]
,

P−1AP =

[
P−1
1 A1P1

P−1
2 A2P2

]
=

[
J1

J2

]
= J,

而 J1, J2 是 Jordan 标准形, 均是由 Jordan 块构成的分块对角矩阵, 所以 J 也是由 Jordan 块构成的分块

对角矩阵, 因此 J 是 A 的 Jordan 标准形.

6. 按上题思路, 求矩阵

A =


1 −1
0 2

−1 1 0
−4 3 0
1 0 2


的 Jordan 标准形.

解: 对特征矩阵 λE1 −A1, λE2 −A2 分别进行初等变换化成对角矩阵,

λE1 −A1 =

[
λ− 1 1
0 λ− 2

]
c1↔c2
−−−→

[
1 λ− 1

λ− 2 0

]
−(λ−1)c1+c2

−−−→
[

1 0
λ− 2 −(λ− 1)(λ− 2)

]
−(λ−2)r1+r2

−−−→
r2×(−1)

[
1 0
0 (λ− 1)(λ− 2)

]
,

λE2 −A2 =

 λ+ 1 −1 0
4 λ− 3 0
−1 0 λ− 2

 c1↔c2
−−−→

 −1 λ+ 1 0
λ− 3 4 0
0 −1 λ− 2


(λ+1)c1+c2
−−−→

 −1 0 0
λ− 3 (λ− 1)2 0
0 −1 λ− 2

 (λ−3)r1+r2
−−−→
r1×(−1)

 1 0 0
0 (λ− 1)2 0
0 −1 λ− 2


r2↔r3
−−−→

 1 0 0
0 −1 λ− 2
0 (λ− 1)2 0

 (λ−2)c2+c3
−−−→

(λ−1)2r2+r3

 1 0 0
0 −1 0
0 0 (λ− 2)(λ− 1)2


r2×(−1)
−−−→

 1 0 0
0 1 0
0 0 (λ− 2)(λ− 1)2

 .
A1 的初等因子组为 λ − 1, λ − 2. 于是可得 A1 的 Jordan 标准形 J1 =

[
1

2

]
. A2 的初等因子组
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为 λ− 2, (λ− 1)2. 于是可得 A2 的 Jordan 标准形 J2 =

 2
1 1

1

. 因此, A 的 Jordan 标准形

J =


1

2
2

1 1
1

 .
7. 设 A 为幂零矩阵, 试证 |A+ E| = 1.

证明: 设 A 的 Jordan 标准形为 J . 则存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = J . 又由 A 为幂零矩阵, 存在

正整数 k, Ak = O, 进而 O = P−1AkP = (P−1AP )k = Jk. 而由 J 是 A 的 Jordan 标准形, 则

J =



λ1 ∗
λ2 ∗

. . .
. . .

. . . ∗
λn

 ,
其中 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的全部特征值, 因此

Jk =



λk1 ∗ ∗ · · · ∗
λk2 ∗ · · · ∗

. . .
. . .

...
. . . ∗

λkn

 = O,

所以, λk1 = λk2 = · · · = λkn = 0, 进而 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 即 J 是主对角线元素全为零的上三角形矩

阵. 故 J +E 是主对角线元素全为 1 的上三角形矩阵, 因此, |J +E| = 1. 而由 A ∼ J 知 A+E ∼ J +E,

故 |A+ E| = |J + E| = 1.

习习习题题题5.6(B)

1. 求下列矩阵的 Jordan 标准形:

1)

 3 −1 0
6 −3 2
8 −6 5

; 2)

 4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

.
解: 1) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 3 1 0
−6 λ+ 3 −2
−8 6 λ− 5

 c1↔c2
−−−→

 1 λ− 3 0
λ+ 3 −6 −2
6 10− 6λ λ− 5


−(λ−3)c1+c2

−−−→

 1 0 0
λ+ 3 3− λ2 −2
6 10− 6λ λ− 5

 −(λ+3)r1+r2
−−−→
−6r1+r3

 1 0 0
0 3− λ2 −2
0 10− 6λ λ− 5


c2↔c3
−−−→

 1 0 0
0 −2 3− λ2

0 λ− 5 10− 6λ

 r2×(− 1
2 )

−−−→
c3×2

 1 0 0
0 1 λ2 − 3
0 λ− 5 20− 12λ


−(λ−5)r2+r3

−−−→
−(λ2−3)c2+c3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −(λ3 − 5λ2 + 9λ− 5)

 r3×(−1)
−−−→

 1 0 0
0 1 0
0 0 λ3 − 5λ2 + 9λ− 5

 .
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由于 g(λ) = λ3−5λ2+9λ−5 = (λ−1)(λ−2−i)(λ−2+i),所以, A的初等因子组为 λ−1, λ−2−i, λ−2+i.

于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 1
2 + i

2− i

 .
2) 对特征矩阵进行初等变换化成对角矩阵,

λE −A =

 λ− 4 5 −2
−5 λ+ 7 −3
−6 9 λ− 4

 −r3+r2
−−−→

 λ− 4 5 −2
1 λ− 2 1− λ
−6 9 λ− 4


r1↔r2
−−−→

 1 λ− 2 1− λ
λ− 4 5 −2
−6 9 λ− 4

 −(λ−2)c1+c2
−−−→

(λ−1)c1+c3

 1 0 0
λ− 4 −λ2 + 6λ− 3 λ2 − 5λ+ 2
−6 6λ− 3 2− 5λ


−(λ−4)r1+r2

−−−→
6r1+r3

 1 0 0
0 −λ2 + 6λ− 3 λ2 − 5λ+ 2
0 6λ− 3 2− 5λ

 −r3+r2
−−−→

 1 0 0
0 −λ2 λ2

0 6λ− 3 2− 5λ


c2+c3
−−−→
−6c3+c2

 1 0 0
0 −λ2 0
0 3 λ− 1

 r3× 1
3

−−−→
c3×3

 1 0 0
0 −λ2 0
0 1 λ− 1

 r2↔r3
−−−→

 1 0 0
0 1 λ− 1
0 −λ2 0


λ2r2+r3
−−−→

−(λ−1)c2+c3

 1 0 0
0 1 0
0 0 λ2(λ− 1)

 .
所以, A 的初等因子组为 λ2, λ− 1. 于是可得 A 的 Jordan 标准形

J =

 0 1
0

1

 .
2. 设四阶矩阵 A 的特征多项式为 ψ(λ) = λ(λ + 1)(λ − 2)2, 并已知 A 不能相似对角化, 试

求 A 的 Jordan 标准形.

证明: 由于 A 不能相似对角化, 所以 A 的初等因子组为 λ, λ + 1, (λ − 2)2, 对应的 Jordan 块

为 J1 = (0), J2 = (−1), J3 =

[
2 1

2

]
, 进而 A 的 Jordan 标准形为

J =


0

−1
2 1

2

 .
3. 证明: 矩阵 A 为幂零矩阵的充分必要条件是 A 的特征值全为零.

证明: 设矩阵 A 为幂零矩阵. 令 A 的 Jordan 标准形为 J . 则存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP =

J . 又由 A 为幂零矩阵, 存在正整数 k, Ak = O, 进而 O = P−1AkP = (P−1AP )k = Jk. 而

由 J 是 A 的 Jordan 标准形, 则

J =



λ1 ∗
λ2 ∗

. . .
. . .

. . . ∗
λn

 ,
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其中 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的全部特征值, 因此

Jk =



λk1 ∗ ∗ · · · ∗
λk2 ∗ · · · ∗

. . .
. . .

...
. . . ∗

λkn

 = O,

所以, λk1 = λk2 = · · · = λkn = 0, 进而 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 即 A 的特征值全为零.

设 A 的特征值全为零. 令 A 的 Jordan 标准形为 J . 则

J =


J1

J2
. . .

Js

 ,
其中每个 Jordan 块都是如下形式:

Ji =



0 1
0 1

. . .
. . .

. . . 1
0


mi

,

mi 是 Ji 的阶数. 注意到 Jmi
i = O, 所以对于任意 m ≥ mi, J

m
i = O. 令 m = max1≤i≤smi,

则 Jm
i = O(i = 1, 2, · · · , s), 进而 Jm = O. 又由于存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = J , 进而 P−1AmP =

(P−1AP )m = Jm = O, 因此, Am = POP−1 = O, 所以 A 为幂零矩阵.

4. 设 A 为 n 阶幂等矩阵, 试证

A ∼ Λ =



1
1

. . .

1
0

0
. . .

0


,

其中“1”的个数 r 恰是 A 的秩.

证明: 由于 A 为幂等矩阵, 所以 A 的特征值只能是 1 或 0. 设 A 的 Jordan 标准形为

J =


J1

J2
. . .

Js

 .
故存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP = J . 则 J2 = (P−1AP )2 = P−1A2P = P−1AP = J , 从而 J2

i =

Ji(i = 1, 2, · · · , s). 而形为 Ji 的矩阵可以改写成 λE + N , 其中 E,N 与 Ji 同阶. 此时J2
i − Ji =

(λ2 − λ)E + (2λ − 1)N + N2, 故 J2
i = Ji 当且仅当 Ji = (1) 或 Ji = (0) (i = 1, 2, · · · , s). 因此,

所有 Jordan 块为 1 阶矩阵, 即 Jordan 标准形 J 为对角矩阵 Λ, 因此 A ∼ Λ, 相似矩阵秩相同,

R(A) = R(Λ) = “1”的个数 r.
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6 第第第六六六章章章

6.1 习习习题题题6.1

习习习题题题6.1(A)

1. 写出下列二次型的矩阵:

1) f(x1, x2, x3) = 3x22−x23+4x1x2−x1x3+2x2x3; 2) f(x, y, z) = x2−2xy+y2−4xz−7z2−4yz;

3) f(x1, x2, x3, x4) = −x1x2 + 2ix1x3 − 3ix2x4.

解:

1) A =

 0 2 − 1
2

2 3 1
− 1

2 1 −1

 ; 2) A =

 1 −1 −2
−1 1 −2
−2 −2 −7

 ; 3) A =


0 − 1

2 i 0
−1

2 0 0 − 3
2 i

i 0 0 0
0 −3

2 i 0 0

 .
2. 叙述并证明方阵合同关系的反身性、对称性与传递性.

证明: i) 反身性: A ≃ A. 因为 ETAE = A, E 显然是可逆矩阵, 所以 A ≃ A.

ii)对称性: 若 A ≃ B,则 B ≃ A. 因为此时存在可逆矩阵 P 使得 PTAP = B,则 A = (PT)−1BP−1,

进而, (P−1)TB(P−1) = A, 显然 P−1 可逆, 所以, B ≃ A.

传递性: 若 A ≃ B, B ≃ C 则 A ≃ C. 因为此时存在可逆矩阵 P,Q 使得 PTAP = B, QTBQ = C,

则 QTPTAPQ = C, 进而, (PQ)TA(PQ) = C, 显然 PQ 可逆, 所以, A ≃ C.

3. 验证下面的矩阵 A,B 合同但不相似:

A =

[
1 0
0 1

]
, B =

[
1 0
0 4

]
.

证明: 取合同因子 P =

[
1 0
0 2

]
, 因为 |P | = 2 ̸= 0, P 可逆. 同时 PTAP = B, 所以 A,B 合同. 因

为相似矩阵具有完全相同特征值, 而 A 的特征值是 1 (二重), B 的特征值是 1, 4, 所以 A,B 不相似.

4. 验证下面的矩阵 A,B 相似但不合同:

A =

[
2 2
1 3

]
, B =

[
1 0
0 4

]
.

证明: A 的特征多项式

ψ(λ) = |λE −A| =
∣∣∣∣ λ− 2 −2

−1 λ− 3

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ+ 6− 2 = (λ− 1)(λ− 4),

故 A 的特征值为 1, 4, 都是单重特征值, 因此 A 可以相似对角化为 B, 即 A,B 相似. 因为合同矩阵保持

对称性, 而 B 是对称矩阵, A 非对称, 所以 A,B 不合同.

5. 证明: 对实对称矩阵 A,B, 如果 A ∼ B, 则 A ≃ B.

证明: 若 A ∼ B, 则 A,B 具有完全相同特征值. 又由于是实对称矩阵, 存在正交矩阵 Q1, Q2 使

得 Q−1
1 AQ1 = diag(λ1, λ2, · · · , λn) =: Λ, Q−1

2 BQ2 = Λ, 其中 λ1, λ2, · · · , λn 为 A 的全部特征值.
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而 Q−1
1 = QT

1 , Q
−1
2 = QT

2 , 所以, QT
1AQ1 = Λ, QT

2BQ2 = Λ, 即 A ≃ Λ, B ≃ Λ, 由合同矩阵的对称性和

传递性知, A ≃ B.

6. 设 A 是可逆的对称矩阵, 证明 A−1 ≃ A.

证明: 因为 A−1A = E 及 A 是对称矩阵,, 所以, ATA−1A = AT = A, 又 A 是可逆矩阵, 所以,

A−1 ≃ A.

习习习题题题6.1(B)

1. 试说明对任何矩阵 A = (aij) 及 x = (x1, x2, · · · , xn)T, f(x) = xTAx 是一个 n 元二次型.

以 n = 2 为例, 具体给出相应二次型的一般表示式.

解: 因为此时 f(x) = xTAx =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj =

∑n
i=1 aiix

2
i +

∑
1≤i<j≤n(aij + aji)xixj , 是 n 个

变量 x1, x2, · · · , xn 的一个二次齐次多项式, 故为 n 元二次型. 在 n = 2 时, f(x1, x2) = a11x
2
1 + (a12 +

a21)x1x2 + a22x
2
2. 注意 A 没有要求对称性, 因此与二次型不会一一对应.

2. 设 A,B 均为 n 阶对称矩阵, 如果对任何 n 维列向量 x, 总有 xTAx = xTBx, 证明 A = B.

证明: 取 x = ei, 此时 eTi Aei = eTi Bei 即 aii = bii(i = 1, 2, · · · , n). 再取 x = ei + ej(i ̸= j) 代

入 xTAx = xTBx, 得到 aii + ajj + aij + aji = bii + bjj + bij + bji, 再由 aii = bii, ajj = bjj 及 A,B 均为

对称矩阵得出 aij = bij(i ̸= j). 因此 A = B.

3. 设 A 为 n 阶对称矩阵, 如果对任何 n 维列向量 x, 总有 xTAx = 0, 证明 A = O.

证明: 方法一. 此时 A,O 均为 n 阶对称矩阵, 对任何 n 维列向量 x, 总有 xTAx = 0 = xTOx, 由前

一题的结论知, A = O.

方法二. 取 x = ei, 此时 eTi Aei = 0 即 aii = 0(i = 1, 2, · · · , n). 再取 x = ei + ej(i ̸= j) 代

入 xTAx = 0, 得到 aii + ajj + aij + aji = 0, 再由 aii = ajj = 0 及 A 为对称矩阵得出 aij = 0(i ̸= j). 因

此 A = O.

6.2 习习习题题题6.2

1. 用正交变换化下列实二次型为标准型, 并求出所用的正交变换:

1) f(x1, x2, x3) = x21 + 4x22 + x23 − 4x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3;

2) f(x1, x2, x3) = 2x21 + 5x22 + 5x23 + 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3;

3) f(x1, x2, x3, x4) = x21 + x22 + x23 + x24 + 2x1x2 − 2x1x4 − 2x2x3 + 2x3x4.

解: 1) 实二次型 f 的矩阵为

A =

 1 −2 −4
−2 4 −2
−4 −2 1

 ,
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其特征行列式为

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 4
2 λ− 4 2
4 2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ −r1+r3====

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 4
2 λ− 4 2

5− λ 0 λ− 5

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 5)

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 2 4
2 λ− 4 2
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ c3+c1==== (λ− 5)

∣∣∣∣∣∣
λ+ 3 2 4
4 λ− 4 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 5)(λ2 − λ− 12− 8) = (λ− 5)2(λ+ 4),

A 的特征值为 λ1 = 5(二重), λ2 = −4.

对于特征值 λ1 = 5, 由齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0 的系数矩阵

λ1E −A =

 4 2 4
2 1 2
4 2 4

 −r1+r3
−2r2+r1
−−−→
r1↔r2

 2 1 2
0 0 0
0 0 0

 ,
取自由未知量

[
x2
x3

]
为

[
0
−1

]
,

[
−2
0

]
, 分别解得 x1 = 1, x1 = 1, 即得到特征向量的基础解

系 α1 = (1, 0,−1)T, α2 = (1,−2, 0)T. 将其用 Schmidt 方法正交单位化, 令 β1 = α1, 则 (β1, β1) = 2,

||β1|| =
√
2. 再令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2, 其中 k

(2)
1 = − (α2,β1)

(β1,β1)
= −1

2 , 故 β2 = − 1
2β1 + α2 = ( 12 ,−2, 12 )

T,

(β2, β2) =
9
2 , ||β1|| =

3
√
2

2 . 再令 γ1 = β1

||β1|| = (
√
2
2 , 0,−

√
2
2 )T, γ2 = β2

||β2|| = (
√
2
6 ,−

2
√
2

3 ,
√
2
6 )T.

对于特征值 λ2 = −4, 由齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0 的系数矩阵

λ2E −A =

 −5 2 4
2 −8 2
4 2 −5

 r3+r1
2r1+r2
−−−→
4r1+r3

 −1 4 −1
0 0 0
0 18 −9

 r1×(−1)

r3× 1
9

−−−→
r2↔r3
2r2+r1

 1 0 −1
0 2 −1
0 0 0

 ,
取自由未知量 x3 = 2, 解得 x1 = 2, x2 = 1, 即得到特征向量的基础解系 α3 = (2, 1, 2)T, (α3, α3) = 9,

||α3|| = 3. 令 γ3 = α3

||α3|| = ( 23 ,
1
3 ,

2
3 )

T.

由此得到正交矩阵 Q = (γ1, γ2, γ3), 即

Q =


√
2
2

√
2
6

2
3

0 −2
√
2

3
1
3

−
√
2
2

√
2
6

2
3

 ,
使得

Q−1AQ = QTAQ =

 5
5

−4

 .
于是正交变换 x = Qy 即 

x1 =
√
2
2 y1 +

√
2
6 y2 +

2
3y3,

x2 = −2
√
2

3 y2 +
1
3y3,

x3 = −
√
2
2 y1 +

√
2
6 y2 +

2
3y3

便可将二次型 f 化为标准形 5y21 + 5y22 − 4y23 .

2) 实二次型 f 的矩阵为

A =

 2 2 −2
2 5 −4

−2 −4 5

 ,
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其特征行列式为

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
−2 λ− 5 4
2 4 λ− 5

∣∣∣∣∣∣ r2+r3====

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
−2 λ− 5 4
0 λ− 1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
−2 λ− 5 4
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ −c3+c2==== (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −4 2
−2 λ− 9 4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)(λ2 − 11λ+ 18− 8) = (λ− 10)(λ− 1)2,

A 的特征值为 λ1 = 10, λ2 = 1(二重).

对于特征值 λ1 = 10, 由齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0 的系数矩阵

λ1E −A =

 8 −2 2
−2 5 4
2 4 5

 −r1+r3
r3+r2
−−−→
2r2+r1

 0 0 0
0 9 9
2 4 5

 r1↔r3
r2× 1

9

−−−→
−4r2+r1

 2 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,
取自由未知量 x3 = −2, 解得 x1 = 1, x2 = 2, 即得到特征向量的基础解系 α1 = (1, 2,−2)T, (α1, α1) = 9,

||α1|| = 3. 令 γ1 = α1

||α1|| = ( 13 ,
2
3 ,−

2
3 )

T.

对于特征值 λ2 = 1, 由齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0 的系数矩阵

λ2E −A =

 −1 −2 2
−2 −4 4
2 4 −4

 r2+r3
−2r1+r2
−−−→

r1+×(−1)

 1 2 −2
0 0 0
0 0 0

 ,
取自由未知量

[
x2
x3

]
为

[
1
2

]
,

[
2
1

]
, 分别解得 x1 = 2, x1 = −2, 即得到特征向量的基础解

系 α2 = (2, 1, 2)T, α3 = (−2, 2, 1)T. 由于 (α2, α3) = 0, 所以只需将其单位化. 令 γ2 = α2

||α2|| = ( 23 ,
1
3 ,

2
3 )

T,

γ3 = α3

||α3|| = (− 2
3 ,

2
3 ,

1
3 )

T.

由此得到正交矩阵 Q = (γ1, γ2, γ3), 即

Q =

 1
3

2
3 − 2

3
2
3

1
3

2
3

− 2
3

2
3

1
3

 ,
使得

Q−1AQ = QTAQ =

 10
1

1

 .
于是正交变换 x = Qy 即 

x1 = 1
3y1 +

2
3y2 −

2
3y3,

x2 = 2
3y1 +

1
3y2 +

2
3y3,

x3 = − 2
3y1 +

2
3y2 +

1
3y3

便可将二次型 f 化为标准形 10y21 + y22 + y23 .

3) 实二次型 f 的矩阵为

A =


1 1 0 −1
1 1 −1 0
0 −1 1 1

−1 0 1 1

 ,
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其特征行列式为

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 0 1
−1 λ− 1 1 0
0 1 λ− 1 −1
1 0 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
r3+r1====
r4+r2

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 λ− 1 0
0 λ− 1 0 λ− 1
0 1 λ− 1 −1
1 0 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 0 1
0 1 λ− 1 −1
1 0 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−c1+c3====
−c2+c4

(λ− 1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 λ− 1 −2
1 0 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)2(λ2 − 2λ+ 1− 4) = (λ+ 1)(λ− 3)(λ− 1)2,

A 的特征值为 λ1 = −1, λ2 = 3, λ3 = 1(二重).

对于特征值 λ1 = −1, 由齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0 的系数矩阵

λ1E −A =


−2 −1 0 1
−1 −2 1 0
0 1 −2 −1
1 0 −1 −2


2r4+r1
r4+r2
r3+r1
−−−→
2r3+r2
−r2+r1
r2×(− 1

4 )


0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 −2 −1
1 0 −1 −2

 r1↔r4
r2↔r3
−−−→
r3+r1
2r3+r2


1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 ,
取自由未知量 x4 = 1, 解得 x1 = 1, x2 = −1, x3 = −1, 即得到特征向量的基础解系 α1 = (1,−1,−1, 1)T,

(α1, α1) = 4, ||α1|| = 2. 令 γ1 = α1

||α1|| = ( 12 ,−
1
2 ,−

1
2 ,

1
2 )

T.

对于特征值 λ2 = 3, 由齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0 的系数矩阵

λ2E −A =


2 −1 0 1

−1 2 1 0
0 1 2 −1
1 0 −1 2


−2r4+r1
r4+r2
r3+r1
−−−→
−2r3+r2
r2+r1

r2×(− 1
4 )


0 0 0 0
0 0 1 −1
0 1 2 −1
1 0 −1 2

 r1↔r4
r2↔r3
−−−→
r3+r1

−2r3+r2


1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1
0 0 0 0

 ,
取自由未知量 x4 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 1, x3 = −1, 即得到特征向量的基础解系 α2 = (1, 1,−1,−1)T,

(α2, α2) = 4, ||α2|| = 2. 令 γ2 = α2

||α2|| = ( 12 ,
1
2 ,−

1
2 ,−

1
2 )

T.

对于特征值 λ3 = 1, 由齐次线性方程组 (λ3E −A)x = 0 的系数矩阵

λ3E −A =


0 −1 0 1

−1 0 1 0
0 1 0 −1
1 0 −1 0


r4+r2
r3+r1
−−−→
r1↔r4
r2↔r3


1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
取自由未知量

[
x3
x4

]
为

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得

[
x1
x2

]
=

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 即得到特征向量的基础

解系 α3 = (1, 0, 1, 0)T, α4 = (0, 1, 0, 1)T. 由于 (α3, α4) = 0, 所以只需将其单位化. 令 γ3 = α3

||α3|| =

(
√
2
2 , 0,

√
2
2 , 0)

T, γ4 = α4

||α4|| = (0,
√
2
2 , 0,

√
2
2 )T.

由此得到正交矩阵 Q = (γ1, γ2, γ3, γ4), 即

Q =


1
2

1
2

√
2
2 0

−1
2

1
2 0

√
2
2

−1
2 −1

2

√
2
2 0

1
2 −1

2 0
√
2
2

 ,
使得

Q−1AQ = QTAQ =


−1

3
1

1

 .



103

于是正交变换 x = Qy 即 
x1 = 1

2y1 +
1
2y2 +

√
2
2 y3,

x2 = −1
2y1 +

1
2y2 +

√
2
2 y4,

x3 = −1
2y1 −

1
2y2 +

√
2
2 y3,

x4 = 1
2y1 −

1
2y2 +

√
2
2 y4

便可将二次型 f 化为标准形 −y21 + 3y22 + y23 + y24 .

2. 用配方法把把下列二次型化为标准型, 并求出所用的可逆线性变换:

1) f(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + 2x1x2 − 2x1x3; 2) f(x1, x2, x3) = x21 + 4x23 − x2x3 + 4x1x3;

3) f(x1, x2, x3) = 2x21 + x22 − 4x1x2 − 4x2x3.

解: 1) 由于

f = x21 + 2x1(x2 − x3) + (x2 − x3)
2 − (x2 − x3)

2 + 2x22

= (x1 + x2 − x3)
2 + x22 + 2x2x3 − x23

= (x1 + x2 − x3)
2 + (x2 + x3)

2 − 2x23,

令 
y1 = x1 + x2 − x3,

y2 = x2 + x3,

y3 = x3,

亦即 
x1 = y1 − y2 + 2y3,

x2 = y2 − y3,

x3 = y3,

这一可逆线性变换便可将二次型 f 化为标准形 y21 + y22 − 2y23 .

2) 由于 f = (x1 + 2x3)
2 − x2x3, 先做可逆线性变换

x1 = y1,

x2 = y2 + y3,

x3 = y2 − y3,

即  x1
x2
x3

 =

 1 0 0
0 1 1
0 1 −1

 y1
y2
y3

 ,
可得

f = (y1 + 2y2 − 2y3)
2 − (y22 − y23) = (y1 + 2y2 − 2y3)

2 − y22 + y23 ,

令 
z1 = y1 + 2y2 − 2y3,

z2 = y2,

z3 = y3,
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亦即  y1
y2
y3

 =

 1 −2 2
0 1 0
0 0 1

 z1
z2
z3

 ,
则 f 化为标准形 z21 − z22 + z23 . 所用的可逆线性变换为 x1

x2
x3

 =

 1 0 0
0 1 1
0 1 −1

 1 −2 2
0 1 0
0 0 1

 z1
z2
z3

 =

 1 −2 2
0 1 1
0 1 −1

 z1
z2
z3

 .
3) 由于

f = 2(x1 − x2)
2 − (x2 + 2x3)

2 + 4x23,

令 
y1 = x1 − x2,

y2 = x2 + 2x3,

y3 = x3,

亦即 
x1 = y1 + y2 − 2y3,

x2 = y2 − 2y3,

x3 = y3,

这一可逆线性变换便可将二次型 f 化为标准形 2y21 − y22 + 4y23 .

6.3 习习习题题题6.3

习习习题题题6.3(A)

1. 用合同变换(经过若干次初等合同变换实现)把下列实对称矩阵化为对角矩阵, 并求出相应的合同

变换矩阵:

1) A =

 0 1
2 2

1
2 0 1

2
2 1

2 0

 ; 2) A =


−1 2 0 −2
2 −3 0 1
0 0 0 0

−2 1 0 2

 .
解: 1) 对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
=


0 1

2 2
1
2 0 1

2
2 1

2 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


c2+c1
−−−→
r2+r1


1 1

2
5
2

1
2 0 1

2
5
2

1
2 0

1 0 0
1 1 0
0 0 1


− 1

2 c1+c2

− 5
2 c1+c3
−−−→

− 1
2 r1+r2

− 5
2 r1+r3


1 0 0
0 − 1

4 −3
4

0 − 3
4 − 25

4
1 − 1

2 −5
2

1 1
2 −5

2
0 0 1


−3c2+c3
−−−→
−3r2+r3


1 0 0
0 −1

4 0
0 0 −4
1 −1

2 −1
1 1

2 −4
0 0 1

 ,
因此,

PTAP =

 1
− 1

4
−4

 , P =

 1 − 1
2 −1

1 1
2 −4

0 0 1

 .
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2) 对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
=



−1 2 0 −2
2 −3 0 1
0 0 0 0

−2 1 0 2
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


2c1+c2
−2c1+c4
−−−→
2r1+r2
−2r1+r4



−1 0 0 0
0 1 0 −3
0 0 0 0
0 −3 0 6
1 2 0 −2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


3c2+c4
−−−→
3r2+r4



−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −3
1 2 0 4
0 1 0 3
0 0 1 0
0 0 0 1


,

因此,

PTAP =


−1

1
0

−3

 , P =


1 2 0 4
0 1 0 3
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
2. 用合同变换求下列实二次型的规范形, 并求出相应的可逆线性变换:

1) f(x1, x2, x3) = x21 − x22 + 2x23 − 2x1x2 + 4x1x3; 2) f(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3;

3) f(x1, x2, x3, x4) = 4x21 + 2x22 + x23 − 2x24 + 4x1x2 + 4x1x3 − 4x1x4 + 4x2x3 − 4x2x4 − 8x3x4.

解: 1) 二次型 f 的矩阵为

A =

 1 −1 2
−1 −1 0
2 0 2

 .
对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
=


1 −1 2

−1 −1 0
2 0 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1


c1+c2

−2c1+c3
−−−→
r1+r2

−2r1+r3


1 0 0
0 −2 2
0 2 −2
1 1 −2
0 1 0
0 0 1


c2+c3
c2× 1√

2

−−−→
r2+r3
r2× 1√

2



1 0 0
0 −1 0
0 0 0
1 1√

2
−1

0 1√
2

1

0 0 1

 ,

因此,

PTAP =

 1
−1

0

 , P =

 1 1√
2

−1

0 1√
2

1

0 0 1

 .
于是, 可逆线性变换 x = Py 即 

x1 = y1 +
1√
2
y2 − y3,

x2 = 1√
2
y2 + y3,

x3 = y3

便可将实二次型化为实规范形 y21 − y22 .

2) 二次型 f 的矩阵为

A =

 0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

 .
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对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
=


0 1

2
1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1


c2+c1
−−−→
r2+r1


1 1

2 1
1
2 0 1

2
1 1

2 0
1 0 0
1 1 0
0 0 1


− 1

2 c1+c2
−c1+c3
−−−→

− 1
2 r1+r2

−r1+r3


1 0 0
0 − 1

4 0
0 0 −1
1 − 1

2 −1
1 1

2 −1
0 0 1


c2×2
−−−→
r2×2


1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1

 ,
因此,

PTAP =

 1
−1

−1

 , P =

 1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1

 .
于是, 可逆线性变换 x = Py 即 

x1 = y1 − y2 − y3,

x2 = y1 + y2 − y3,

x3 = y3

便可将实二次型化为实规范形 y21 − y22 − y23 .

3) 二次型 f 的矩阵为

A =


4 2 2 −2
2 2 2 −2
2 2 1 −4

−2 −2 −4 −2

 .
对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
=



4 2 2 −2
2 2 2 −2
2 2 1 −4

−2 −2 −4 −2
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



− 1
2 c1+c2

− 1
2 c1+c3

1
2 c1+c4
−−−→

− 1
2 r1+r2

− 1
2 r1+r3

1
2 r1+r4



4 0 0 0
0 1 1 −1
0 1 0 −3
0 −1 −3 −3
1 − 1

2 −1
2

1
2

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



−c2+c3
c2+c4
−−−→
−r2+r3
r2+r4



4 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 −2
0 0 −2 −4
1 −1

2 0 0
0 1 −1 1
0 0 1 0
0 0 0 1


−2c3+c4
c1× 1

2

−−−→
−2r3+r4
r1× 1

2



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0
1
2 −1

2 0 0
0 1 −1 3
0 0 1 −2
0 0 0 1


,

因此,

PTAP =


1

1
−1

0

 , P =


1
2 − 1

2 0 0
0 1 −1 3
0 0 1 −2
0 0 0 1

 .
于是, 可逆线性变换 x = Py 即 

x1 = 1
2y1 −

1
2y2,

x2 = y2 − y3 + 3y4,

x3 = y3 − 2y4,

x4 = y4
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便可将实二次型化为实规范形 y21 + y22 − y23 .

3. 设四阶实对称矩阵 A 的特征值为 −2, 3, 3, 0, 试给出实二次型 f(x) = xTAx 的实规范形.

解: 由于 A ≃ diag(3, 3,−2, 0) ≃ diag(1, 1,−1, 0), 所以实二次型 f(x) = xTAx 的实规范形为

y21 + y22 − y23 .

习习习题题题6.3(B)

1. 在实数域上, 两个秩数相等的矩阵是否一定合同?

解: 不一定. 例如, A =

[
1 0
0 1

]
, B =

[
1 2
3 1

]
, R(A) = R(B) = 2, 但因为 A 对称, B 不对称, 而

合同的矩阵保持对称性, 所以 A 与 B 不合同.

2. 证明: 两个 n 阶实对称矩阵合同的充分必要条件是它们的秩相同且正惯性指数也相同.

证明: 必要性. 假定实对称矩阵 A,B 合同, 则存在可逆矩阵 P 使得 PTAP = B, 故 R(A) = R(B).

又设 A 合同于实规范形 Λ, 由合同关系的传递性和对称性知, B 也合同于实规范形 Λ, 故 A,B 的正惯性

指数也相同.

充分性. 假定实对称矩阵 A,B 的秩相同且正惯性指数也相同, 则负惯性指数也相同, 因此 A,B 合同

于同一个实规范形 Λ, 由合同关系的传递性和对称性知, A,B 合同.

3. 证明: 两个 n 阶复对称矩阵合同的充分必要条件是它们的秩相同.

证明: 必要性. 假定复对称矩阵 A,B 合同, 则存在可逆矩阵 P 使得 PTAP = B, 故 R(A) = R(B).

充分性. 假定复对称矩阵 A,B 的秩相同, 则 A,B 合同于同一个复规范形 Λ, 由合同关系的传递性和

对称性知, A,B 合同.

4. 对本节习题(A)中第 2 题各二次型, 求出它们的复规范形, 并求出相应的可逆线性变换.

解: 1) 继续对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
→



1 0 0
0 −1 0
0 0 0
1 1√

2
−1

0 1√
2

1

0 0 1


c2×i
−−−→
r2×i



1 0 0
0 1 0
0 0 0
1 i√

2
−1

0 i√
2

1

0 0 1

 ,
因此,

PTAP =

 1
1

0

 , P =

 1 i√
2

−1

0 i√
2

1

0 0 1

 .
于是, 可逆线性变换 x = Pz 即 

x1 = z1 +
i√
2
z2 − z3,

x2 = i√
2
z2 + z3,

x3 = z3

便可将复二次型化为复规范形 z21 + z22 .



108

2) 继续对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
→


1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
1 −1 −1
1 1 −1
0 0 1


c2×i
c3×i
−−−→
r2×i
r3×i


1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 −i −i
1 i −i
0 0 i

 ,
因此,

PTAP =

 1
1

1

 , P =

 1 −i −i
1 i −i
0 0 i

 .
于是, 可逆线性变换 x = Pz 即 

x1 = z1 − iz2 − iz3,

x2 = z1 + iz2 − iz3,

x3 = iz3

便可将复二次型化为复规范形 z21 + z22 + z23 .

3) 继续对下列矩阵施行初等变换:

[
A
E

]
→



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0
1
2 −1

2 0 0
0 1 −1 3
0 0 1 −2
0 0 0 1


c3×i
−−−→
r3×i



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
1
2 − 1

2 0 0
0 1 −i 3
0 0 i −2
0 0 0 1


,

因此,

PTAP =


1

1
1

0

 , P =


1
2 −1

2 0 0
0 1 −i 3
0 0 i −2
0 0 0 1

 .
于是, 可逆线性变换 x = Pz 即 

x1 = 1
2z1 −

1
2z2,

x2 = z2 − iz3 + 3z4,

x3 = iz3 − 2z4,

x4 = z4

便可将复二次型化为复规范形 z21 + z22 + z23 .

6.4 习习习题题题6.4

习习习题题题6.4(A)

1. 利用定义证明: 若实二次型 f(x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj 正定, 则 aii > 0(i = 1, 2, · · · , n).

证明: 取 x = ei, 则 f(x) = aii, 由 f 正定知 aii > 0(i = 1, 2, · · · , n).

2. 判别下列实二次型是否正定:

1) f(x1, x2, x3) = x21+2x22−3x23+4x1x2+2x2x3; 2) f(x1, x2, x3) = 5x21+3x22+x
2
3−4x1x2−2x2x3;
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3) f(x1, x2, x3) = 3x21 + 4x22 + 5x23 + 4x1x2 − 4x2x3;

4) f(x1, x2, x3, x4) = x21 + x22 + x23 + x24 + 2x1x2 − 2x1x4 − 2x2x3 + 2x3x4.

解: 1) 非正定, 因为 a33 = −3 < 0, 或者因为其矩阵

A =

 1 2 0
2 2 1
0 1 −3


的二阶顺序主子式 |A2| =

∣∣∣∣ 1 2
2 2

∣∣∣∣ = −2 < 0.

2) 正定, 因为其矩阵

A =

 5 −2 0
−2 3 −1
0 −1 1


的各阶顺序主子式 |A1| = 5 > 0, |A2| =

∣∣∣∣ 5 −2
−2 3

∣∣∣∣ = 11 > 0,

|A3| = |A| r3+r2====

∣∣∣∣∣∣
5 −2 0

−2 2 0
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 10− 4 = 6 > 0.

3) 正定, 因为其矩阵

A =

 3 2 0
2 4 −2
0 −2 5


的各阶顺序主子式 |A1| = 3 > 0, |A2| =

∣∣∣∣ 3 2
2 4

∣∣∣∣ = 8 > 0,

|A3| = |A| −2r1+r2====
r1+r3

∣∣∣∣∣∣
3 2 0

−4 0 −2
3 0 5

∣∣∣∣∣∣ = 2(−1)1+2(−14) = 28 > 0.

4) 非正定, 因为其矩阵

A =


1 1 0 −1
1 1 −1 0
0 −1 1 1

−1 0 1 1


的二阶顺序主子式 |A2| =

∣∣∣∣ 1 1
1 1

∣∣∣∣ = 0.

3. 设有二次型 f(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + 8x23 + ax1x2 + 4x2x3, 试确定实数 a 的取值范围, 使相应的

二次型 f 正定.

解: 二次型 f 正定当且仅当其矩阵

A =

 1 a
2 0

a
2 2 2
0 2 8


的各阶顺序主子式 |A1| = 1 > 0, |A2| =

∣∣∣∣ 1 a
2

a
2 2

∣∣∣∣ = 2− a2

4 > 0(即 a2 < 8),

|A3| = |A| = 2

∣∣∣∣∣∣
1 a

2 0
a
2 2 2
0 1 4

∣∣∣∣∣∣ − 1
2 r3+r2
==== 2

∣∣∣∣∣∣
1 a

2 0
a
2

3
2 0

0 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 2 · 4(3
2
− a2

4
) = 12− 2a2 > 0 (即 a2 < 6),

即等价于 a2 < 6, 也即当且仅当 a 取值于 (−
√
6,
√
6) 时, 相应的二次型 f 正定.
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4. 证明: 实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是: 有可逆矩阵 P , 使 A = PTP .

证明: 实对称矩阵 A 正定当且仅当 A ≃ E, 即存在可逆矩阵 Q 使得 QTAQ = E, 也即存在可逆矩

阵 Q 使得 A = (QT)−1Q−1 = (Q−1)T(Q−1), 故当且仅当存在可逆矩阵 P 使得 A = PTP (P = Q−1).

5. 设 A 是 n 阶正定矩阵, 试证: 对于任意正实数 a, aA 为正定矩阵.

证明: 方法一. 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的全部特征值. 则 aλ1, aλ2, · · · , aλn 是 aA 的全部特征值. 由

于 A 是正定矩阵, 所以 λ1 > 0, λ2 > 0, · · · , λn > 0. 又由 a > 0 知, aλ1 > 0, aλ2 > 0, · · · , aλn > 0, 所以,

aA 为正定矩阵.

方法二. 由于 A 是正定矩阵, A 的各阶顺序主子式 |A1| > 0, |A2| > 0, · · · , |An| > 0, 则 aA 的各阶

顺序主子式 |(aA)1| = a|A1| > 0, |(aA)2| = a2|A2| > 0, · · · , |(aA)n| = an|An| > 0, 所以, aA 为正定矩阵.

方法三. 由于 A 是正定矩阵, 对于任意非零实向量 x, 实二次型 xTAx > 0, 所以实二次

型 xT(aA)x = a(xTAx) > 0, 所以, aA 为正定矩阵.

6. 证明: 如果 A 是正定矩阵, 则 A−1, A∗ 也是正定矩阵.

证明: 1) 方法一. 利用第 4 题的结论, 由于实对称矩阵 A 正定, 存在可逆矩阵 P , 使 A = PTP ,

则 A−1 = P−1(PT)−1 = ((P−1)T)T((P−1)T). 所以, A−1 也是正定矩阵.

方法二. 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的全部特征值. 由于 A 是正定矩阵, 所以 λ1 > 0, λ2 > 0, · · · , λn > 0.

又由于 A 与 A−1 的特征值互为倒数, 则 λ−1
1 > 0, λ−1

2 > 0, · · · , λ−1
n > 0 是 A−1 的全部特征值, 所以,

A−1 也是正定矩阵.

2)由于 A是正定矩阵, 则 A−1 是正定矩阵且 |A| > 0. 而 A∗ = |A|A−1, 利用第 5题的结论知, A∗ 也

是正定矩阵.

7. 证明: n 元实二次型 f(x) 半正定的充分必要条件是其标准形中 n 个平方项的系数全大于或等于

零.

证明: 设 n 元实二次型 f(x) 经过可逆线性变换化成标准形 g(y) = b1y
2
1 + b2y

2
2 + · · ·+ bny

2
n. 而可逆

线性变换保持实二次型的半正定性. 故只需证明 g(y) 半正定当且仅当 b1 ≥ 0, b2 ≥ 0, · · · , bn ≥ 0.

若 b1 ≥ 0, b2 ≥ 0, · · · , bn ≥ 0, 显然对于任何 n 维实向量, g(y) ≥ 0, 即 g(y) 半正定. 若 g(y) 半正定,

则对于任何 n 维实向量, g(y) ≥ 0. 取 y = ei, 则 g(y) = bi ≥ 0(i = 1, 2, · · · , n).

8. 证明: 实二次型 f(x) = xTAx 半正定的充分必要条件是 A 的特征值全大于或等于零.

证明: 设 n 元实二次型 f(x) 经过正交变换化成标准形 g(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · · + λny

2
n, 其

中 λ1, λ2, · · · , λn 为 A 的全部特征值.

若 λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, · · · , λn ≥ 0, 显然对于任何 n 维实向量, g(y) ≥ 0, 即 g(y) 半正定, 而正交变换保

持实二次型的半正定性, 所以 f(x) 半正定. 若 f(x) 半正定, 则其标准形中 n 个平方项的系数全大于或等
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于零, 所以 λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, · · · , λn ≥ 0.

9. 证明: n 元实二次型 f(x) 半负定的充分必要条件是其标准形中 n 个平方项的系数全小于或等于

零.

证明: 由定义知, n 元实二次型 f(x) 半负定当且仅当 −f(x) = xT(−A)x 半正定, 等价于 −f(x) 的

标准形中 n 个平方项的系数全大于或等于零, 也即 f(x) 的标准形中 n 个平方项的系数全小于或等于零.

10. 证明: 实二次型 f(x) = xTAx 半负定的充分必要条件是 A 的特征值全小于或等于零.

证明: 由定义知, n 元实二次型 f(x) 半负定当且仅当 −f(x) = xT(−A)x 半正定, 等价于 −A 的特征

值全大于或等于零, 也即 A 的特征值全小于或等于零.

11. 设有实二次型 f(x) = xTAx. 如果 A 有两个特征根 λ1, λ2, 使 λ1 < 0 且 λ2 > 0, 证明: f(x) 必

是不定二次型.

证明: 设 n 元实二次型 f(x) 经过正交变换化成标准形 g(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · · + λny

2
n, 其

中 λ1, λ2, · · · , λn 为 A 的全部特征值. 取 y = e1, g(e1) = λ1 < 0. 取 y = e2, g(e2) = λ2 > 0. 因此,

g(y) 是不定二次型. 而正交变换保持实二次型的不定性, 所以, f(x) 是不定二次型.

习习习题题题6.4(B)

1. 设 A 是 n 阶正定矩阵, B 是 n 阶半正定矩阵. 证明 A+B 是 n 阶正定矩阵.

证明: 由于 A 是 n 阶正定矩阵, B 是 n 阶半正定矩阵, 所以对于任何 n 维非零实向量, 实二次

型 xTAx > 0, xTBx ≥ 0, 则实二次型 xT(A+B)x = xTAx+ xTBx > 0, 所以 A+B 是 n 阶正定矩阵.

2. 设 A 是正定矩阵, 证明: |A+ E| > 1.

证明: 设 λ1, λ2, · · · , λn 是 A 的全部特征值. 因为 A 是正定矩阵, 则 λ1 > 0, λ2 > 0, · · · , λn > 0,

且存在正交矩阵 Q 使得 QTAQ = diag(λ1, λ2, · · · , λn) := Λ. 此时 Q−1(A + E)Q = Q−1AQ + E =

QTAQ+ E = Λ+ E, 因此, |A+ E| = |Λ + E| = (λ1 + 1)(λ2 + 1) · · · (λn + 1) > 1.

3. 设 A,B 分别是 m 阶与 n 阶的正定矩阵. 证明 C =

[
A

B

]
是 m+ n 阶的正定矩阵.

证明: 对于 m + n 维实向量 x = (x1, x2, · · · , xm, xm+1, · · · , xm+n)
T, 记 y = (x1, x2, · · · , xm)T,

z = (xm+1, xm+2, · · · , xm+n)
T. 则 m+ n 元实二次型

f(x) = xTCx = (yT, zT)

[
A

B

] [
y
z

]
= yTAy + zTBz.

对于任何非零 m + n 维实向量 x, 此时 y, z 中至少有一个为非零实向量, 又由于 A,B 分别是 m 阶

与 n 阶的正定矩阵, 所以实二次型 yTAy, zTBz 中至少有一个大于零, 另一个大于或等于零, 因此, 由上

式知 f(x) > 0, 所以 C 是 m+ n 阶的正定矩阵.

4. 已知 n 阶实对称矩阵 A = (aij) 是正定的, b1, b2, · · · , bn 是任意 n 个非零实数, 证明矩

阵 B = (aijbibj) 也是正定的.
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证明: 方法一.由于 A是正定的,所以 A的各阶顺序主子式 |Ak| > 0(k = 1, 2, · · · , n). 考虑 B 的 k阶

顺序主子式

|Bk| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11b1b1 a12b1b2 · · · a1kb1bk
a21b2b1 a22b2b2 · · · a2kb2bk

...
...

...
ak1bkb1 ak2bkb2 · · · akkbkbk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = b1b2 · · · bk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11b1 a12b2 · · · a1kbk
a21b1 a22b2 · · · a2kbk

...
...

...
ak1b1 ak2b2 · · · akkbk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= b21b

2
2 · · · b2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1k
a21 a22 · · · a2k

...
...

...
ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = b21b
2
2 · · · b2k|Ak|,

由于 b1, b2, · · · , bn 是非零实数, 所以, |Bk| > 0(k = 1, 2, · · · , n), 因此, B 也是正定的.

方法二. 由于 B = CAC, 其中 C = diag(b1, b2, · · · , bn), 而 A 是正定的, 所以存在可逆矩阵 P 使

得 A = PTP . 由于 b1, b2, · · · , bn 是非零实数, 所以 |C| = b1b2 · · · bn ̸= 0, C 是可逆矩阵, 进而 PC 可逆.

则 B = CPTPC = CTPTPC = (PC)T(PC), 因此, B 也是正定的.

5. 利用定理 4.5 证明: n 元实二次型 f(x) = xTAx 正定的充分必要条件是 A 的所有主子式的值全

大于零.

证明: 充分性. 若 A 的所有主子式的值全大于零, 则 A 的所有顺序主子式的值全大于零, 由定

理 4.5 知, 实二次型 f(x) = xTAx 正定.

必要性. 假定实二次型 f(x) = xTAx 正定.则 A 正定.

方法一. 任意给定 A 的一主子式, 它一定是某个对 A 经过有限次换法初等合同变换化成的与 A 合同

的矩阵 B 的顺序主子式, 由于合同变换保持实对称矩阵的正定性, 所以 B 正定, 其顺序主子式的值大于

零, 进而 A 的该主子式的值大于零. 由任意性知, A 的所有主子式的值全大于零.

方法二. 任意给定 A 的一 k 阶主子式, 记为

|Bk| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1,i1 ai1,i2 · · · ai1,ik
ai2,i1 ai2,i2 · · · ai2,ik

...
...

...
aik,i1 aik,i2 · · · aik,ik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n),

则 k 元二次型 g(xi1 , xi2 , · · · , xik) = f(0, · · · , 0, xi1 , 0, · · · , 0, xi2 , 0, · · · , 0, xik , 0, · · · , 0) 是以 Bk 为对称矩

阵的正定二次型, Bk 正定, |Bk| > 0.
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7 第第第七七七章章章

7.1 习习习题题题7.1

习习习题题题7.1(A)

1. 判断下列集合对于指明的数域和指定的运算是否构成线性空间:

1) 集合: n 阶实矩阵的全体; 数域: 实数域; 运算: 矩阵的加法及数乘.

2) 集合: 3 阶实对称矩阵的全体; 数域: 实数域; 运算: 矩阵的加法及数乘.

3) 集合: n 阶可逆实矩阵的全体; 数域: 实数域; 运算: 矩阵的加法及数乘.

4) 集合: 实数域上的所有 5 次多项式; 数域: 实数域; 运算: 多项式的加法及数乘.

5) 集合: 常数项为零并且次数低于 5 次的实系数多项式的全体; 数域: 实数域; 运算: 多项式的加法及

数乘.

6) 集合: 全体整数; 数域: 实数域; 运算: 数的加法及数乘.

7) 集合: [a, b] 上实函数的全体; 数域: 实数域; 运算: 函数的加法及数与函数的乘法.

8) 集合: n 阶复矩阵 A 对应于某一特征值 λ 的特征向量的全体; 数域: 复数域; 运算: 数组向量的加

法及数乘.

9) 集合: n 维零列(数组)向量以及 n 阶复矩阵 A 对应于某一特征值 λ 的特征向量全体所成的集合;

数域: 复数域; 运算: 数组向量的加法及数乘.

10) 集合: n 维零列(数组)向量以及 n 阶复矩阵 A 的特征向量的全体所成的集合; 数域: 复数域; 运

算: 数组向量的加法及数乘.

11) 集合: 数域 F 上的 n 维列(数组)向量全体所成集合 Fn; 数域: F ; 运算: n 维数组向量加法及如

下的数乘运算 kα = 0, k ∈ F, α ∈ Fn.

12) 集合、数域及加法运算同上题, 数乘运算定义为 kα = α, k ∈ F, α ∈ Fn.

解: 1) 是; 2) 是; 3) 不是, 因为加法运算不封闭, 数乘运算不封闭, 没有零元素; 4) 不是, 因为加法运

算不封闭, 数乘运算不封闭, 没有零元素; 5) 是; 6) 不是, 因为数乘运算不封闭; 7) 是; 8) 不是, 因为数乘

运算不封闭, 没有零元素; 9)是; 10) 当矩阵 A 只有一个特征值(n 重)时, 是线性空间; 否则, 不是, 因为加

法运算不封闭(对应于不同特征值的特征向量, 基于它们的线性无关性, 其和一定不是特征向量, 也不是零

元素); 11) 不是, 当 α ̸= 0 时, 不满足 1α = α; 12) 不是, 当 α ̸= 0 时, 不满足 (k + ℓ)α = kα+ ℓα.

2. 检验下列各题中线性空间 V 的子集 V1 是否构成 V 的子空间:

1) V = C3, V1 = {(a1, a2, a3) | a1 + a2 = 0};

2) V = R3, V1 = {(a1, a2, a3) | a21 = a2};
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3) V = R[x]n, V1 是 V 中所有常数项为零的多项式的集合;

4) V = R[x]5, V1 = R[x]3;

5) V = F 2×2, V1 是 V 中右上角元素为 1 的二阶矩阵全体的集合;

6) V = Fn×n, V1 是 V 中主对角元素全为 0 的矩阵全体的集合;

7) V = Rn, V1 是 V 中所有第一个分量大于或等于第二个分量的向量所成的集合.

解: 1) 当 (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) ∈ V1, k ∈ C 时, 因为 a1 + a2 = 0, b1 + b2 = 0, 所以, (a1 +

b1) + (a2 + b2) = 0, ka1 + ka2 = 0, 因此, (a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) ∈ V1,

k(a1, a2, a3) = (ka1, ka2, ka3) ∈ V1, 即 V1 对加法和数乘运算封闭, 所以是线性子空间.

2) 当 (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) ∈ V1 时, 因为 a21 = a2, b
2
1 = b2, 所以, (a1 + b1)

2 = a2 + b2 当且仅

当 a1b1 = 0, 因此, V1 对加法运算不封闭, 所以不是线性子空间.

3) 当 f, g ∈ V1, k ∈ R 时, 因为 f, g 是常数项为零的多项式, 所以, f + g, kf 也是常数项为零的多项

式, 即 f + g, kf ∈ V1, V1 对加法和数乘运算封闭, 所以是线性子空间.

4) 当 f, g ∈ V1, k ∈ R 时, 因为 f, g 是次数小于 3 的实系数多项式, 所以, f + g, kf 也是次数小

于 3 的实系数多项式, 即 f + g, kf ∈ V1, V1 对加法和数乘运算封闭, 所以是线性子空间.

5) 当 A,B ∈ V1 时, 因为 A+ B 是右上角元素为 2 的二阶矩阵, V1 对加法运算不封闭, 所以不是线

性子空间.

6) 当 A,B ∈ V1, k ∈ F 时, 因为 A,B 是主对角元素全为 0 的矩阵, 所以 A+B, kA 也是主对角元素

全为 0 的矩阵, 即 A+B, kA ∈ V1, V1 对加法和数乘运算封闭, 所以是线性子空间.

7) 当 (a1, a2, a3)
T ∈ V1, k ∈ R 时, 因为 a1 ≥ a2, 所以, ka1 ≥ ka2 当且仅当 k ≥ 0, 因此, V1 对数乘

运算不封闭, 所以不是线性子空间.

3. 证明: 实数域上齐次线性方程组 Ax = 0 的所有解向量的集合 V , 对于通常的向量加法及数乘运

算构成实数域 R 上的线性空间(称为线性方程组 Ax = 0 的解空间); 并且, V 是线性空间 Rn 的子空间.

证明: 显然, 0 是齐次线性方程组 Ax = 0 的解, 所以 0 ∈ V , V 非空. 对于 α, β ∈ V, k ∈ R, 因

为 α, β 是齐次线性方程组 Ax = 0 的解, 所以, α + β, kα 也是 是齐次线性方程组 Ax = 0 的解,

故 α+ β, kα ∈ V , 即 V 对加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性空间 Rn 的子空间.

4. 利用子空间判别定理证明下列集合对于指明的数域和指定的运算构成线性空间.

1) 集合: n 阶实反称矩阵的全体; 数域: 实数域; 运算: 矩阵的加法及数乘.

2) 集合: {(a, 0, b) | a, b ∈ R}; 数域: 实数域 R; 运算: 数组向量的加法及数乘.

3) 集合: 迹为零的 3 阶实矩阵的全体; 数域: 实数域; 运算: 矩阵的加法及数乘.

4)集合: {(a1, a2, a3)T | a1+a2+a3 = 0, a1, a2, a3 ∈ R}; 数域:实数域;运算:数组向量的加法及数乘.
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5) 集合: [a, b] 上连续函数的全体; 数域: 实数域; 运算: 函数的加法及数与函数的乘法.

解: 1) 注意到 Rn×n 是实数域上的线性空间. 显然, O ∈ V , 所以 V 非空. 对于 A,B ∈ V, k ∈ R, 因

为 AT = −A,BT = −B, 所以 (A+ B)T = AT + BT = −A− B = −(A+ B), (kA)T = kAT = k(−A) =

−(kA), 故 A+B, kA ∈ V , 即 V 对加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性空间 Rn×n 的子空间, 所以是线

性空间.

2) 注意到 R3 是实数域上的线性空间. 显然, (0, 0, 0) ∈ V , 所以 V 非空. 对于 (a1, 0, b1), (a2, 0, b2) ∈

V, k ∈ R, 因为 (a1, 0, b1) + (a2, 0, b2) = (a1 + a2, 0, b1 + b2), k(a1, 0, a2) = (ka1, 0, ka2), a1 + a2, b1 +

b2, ka1, ka2 ∈ R, 所以 (a1, 0, b1) + (a2, 0, b2), k(a1, 0, b1) ∈ V , 即 V 对加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线

性空间 R3 的子空间, 所以是线性空间.

3) 注意到 R3×3 是实数域上的线性空间. 显然, O ∈ V , 所以 V 非空. 对于 A,B ∈ V, k ∈ R, 因

为 trA = 0, trB = 0, 所以 tr(A+B) = trA+ trB = 0, tr(kA) = ktrA = 0, 故 A+B, kA ∈ V , 即 V 对加

法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性空间 R3×3 的子空间, 所以是线性空间.

4) 注意到 R3 是实数域上的线性空间. 显然, 0 ∈ V , 所以 V 非空. 对于 α = (a1, a2, a3)
T,

β = (b1, b2, b3)
T ∈ V , k ∈ R,因为 a1+a2+a3 = 0, b1+b2+b3 = 0,所以 (a1+b1)+(a2+b2)+(a3+b3) = 0,

ka1+ka2+ka3 = 0, a1+b1, a2+b2, a3+b3, ka1, ka2, ka3 ∈ R,故 α+β = (a1+b1, a2+b2, a3+b3)
T, kα =

(ka1, ka2, ka3)
T ∈ V , 即 V 对加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性空间 R3 的子空间, 所以是线性空间.

5) 注意到 [a, b] 上实函数全体 H 是实数域上的线性空间. 显然, 0 ∈ V , 所以 V 非空. 对于 f , g ∈ V ,

k ∈ R, 因为 f, g 是 [a, b] 上连续函数, 所以 f + g, kf 也是 [a, b] 上连续函数, 故 f + g, kf ∈ V , 即 V 对

加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性空间 H 的子空间, 所以是线性空间.

5. 设线性空间 V 中向量组 α1, α2, · · · , αs 可以由向量组 β1, β2, · · · , βt 线性表示. 试证

L(α1, α2, · · · , αs) ⊆ L(β1, β2, · · · , βt).

证明: 对于任意 α ∈ L(α1, α2, · · · , αs), 存在 k1, k2, · · · , ks ∈ F , 使得 α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs,

即 α 可由 α1, α2, · · · , αs 线性表示, 而向量组 α1, α2, · · · , αs 可以由向量组 β1, β2, · · · , βt 线性表示,

所以 α 可由 β1, β2, · · · , βt 线性表示, 则 α ∈ L(β1, β2, · · · , βt), 由 α 的任意性知, L(α1, α2, · · · , αs) ⊆

L(β1, β2, · · · , βt).

习习习题题题7.1(B)

1. 判断下列集合对于指明的数域和指定的运算是否构成线性空间:

1) 集合: 3 行 2 列复矩阵的全体; 数域: 实数域; 运算: 矩阵的加法及矩阵的数乘.

2) 集合: {a+ b
√
7 | a, b ∈ Q}; 数域: 有理数域 Q; 运算: 数的加法及乘法.

解: 1) 注意到 C3×2 是复数域 C 上的线性空间, 而实数域 R ⊂ C, 显然, C3×2 是实数域 R 上的线
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性空间.

2) 注意到 R 是有理数域上的线性空间. 显然, 0 ∈ V , 所以 V 非空. 对于 a1 + b1
√
7, a2 + b2

√
7 ∈

V, k ∈ Q, 因为 a1, b1, a2, b2, k ∈ Q, 所以 a1 + a2, b1 + b2, ka1, ka2 ∈ Q, 故 (a1 + b1
√
7) + (a2 + b2

√
7) =

(a1 + a2) + (b1 + b2)
√
7, k(a1 + b1

√
7) = ka1 + kb1

√
7 ∈ V , 即 V 对加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性

空间 R 的子空间, 所以是线性空间.

2. 判明下列集合 V 是不是线性空间 R[x]3 的子空间:

1) V = {ax2 + 3 | a ∈ R}; 2) V = {ax2 + b+ 3 | a, b ∈ R}.

解: 1) 不是, 因为对加法运算不封闭, 而且 0 /∈ V .

2) 是. 显然 V 非空. 对于 a1x
2 + b1 + 3, a2x

2 + b2 + 3 ∈ V, k ∈ R, 因为 a1 + a2, b1 + b2 +

3, ka1, kb1 + 3k − 3 ∈ R, 所以 (a1x
2 + b1 + 3) + (a2x

2 + b2 + 3) = (a1 + a2)x
2 + (b1 + b2 + 3) + 3 ∈ V ,

k(a1x
2 + b1 + 3) = (ka1)x

2 + (kb1 + 3k − 3) + 3 ∈ V , 即 V 对加法和数乘运算封闭, 因此, V 是线性空

间 R[x]3 的子空间.

3. 设线性空间 V 中向量组 α1, α2, · · · , αs 与向量组 β1, β2, · · · , βt 等价. 试证:

L(α1, α2, · · · , αs) = L(β1, β2, · · · , βt).

证明: 向量组 α1, α2, · · · , αs 可以由向量组 β1, β2, · · · , βt 线性表示, 故由 (A) 的第 5 题知,

L(α1, α2, · · · , αs) ⊆ L(β1, β2, · · · , βt). 而向量组 β1, β2, · · · , βt 也可以由向量组 α1, α2, · · · , αs 线

性表示, 同样由 (A) 的第 5 题知, L(α1, α2, · · · , αs) ⊇ L(β1, β2, · · · , βt). 所以, L(α1, α2, · · · , αs) =

L(β1, β2, · · · , βt).

4. 设 α1, α2, · · · , αs;β1, β2, · · · , βt 都是线性空间 V 中向量, 试证

L(α1, α2, · · · , αs) + L(β1, β2, · · · , βt) = L(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt).

证明: 对于任意 α ∈ L(α1, α2, · · · , αs) + L(β1, β2, · · · , βt), 存在 β ∈ L(α1, α2, · · · , αs), γ ∈

L(β1, β2, · · · , βt), 使得 α = β + γ, 而由 β ∈ L(α1, α2, · · · , αs), 存在 k1, k2, · · · , ks ∈ F 使得 β =

k1α1+k2α2+ · · ·+ksαs,由 γ ∈ L(β1, β2, · · · , βt),存在 ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt ∈ F 使得 γ = ℓ1β1+ℓ2β2+ · · ·+ℓtβt,

所以,

α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs + ℓ1β1 + ℓ2β2 + · · ·+ ℓtβt ∈ L(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt),

因此, 由 α 的任意性知, L(α1, α2, · · · , αs) + L(β1, β2, · · · , βt) ⊆ L(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt).

对于任意 α ∈ L(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt), 存在 k1, k2, · · · , ks, ℓ1, ℓ2, · · · , ℓt ∈ F 使得 α =

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs + ℓ1β1 + ℓ2β2 + · · ·+ ℓtβt, 而 β := k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs ∈ L(α1, α2, · · · , αs),

γ := ℓ1β1 + ℓ2β2 + · · ·+ ℓtβt ∈ L(β1, β2, · · · , βt), 所以, α = β+ γ ∈ L(α1, α2, · · · , αs)+L(β1, β2, · · · , βt),

由 α 的任意性知, L(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt) ⊆ L(α1, α2, · · · , αs) + L(β1, β2, · · · , βt).
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因此, L(α1, α2, · · · , αs) + L(β1, β2, · · · , βt) = L(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βt).

7.2 习习习题题题7.2

习习习题题题7.2(A)

1. 设 V 是数域 F 上的线性空间, ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基. 证明:

1)对数域 F 中任意非零的数 k,向量组 kε1, kε2, · · · , kεn 是 V 的一个基; 2) ε1, 2ε2, · · · , nεn 是 V 的

一个基; 3) 对于 F 中任何一组全不为零的数 k1, k2, · · · , kn, 向量组 k1ε1, k2ε2, · · · , knεn 是 V 的一个基.

证明: 1) 若存在数域 F 上的一组数 λ1, λ2, · · · , λn 使得 λ1(kε1) + λ2(kε2) + · · · + λn(kεn) = 0,

即 (λ1k)ε1 + (λ2k)ε2 + · · · + (λnk)εn = 0, 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 是线性无关的, 因此,

λ1k = λ2k = · · · = λnk = 0, 再由 k ̸= 0, 推出 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 因此, kε1, kε2, · · · , kεn 是线性无

关的.

对于 V 中任意向量 α, 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 所以存在数域 F 上的一组数 λ1, λ2, · · · ,

λn 使得 α = λ1ε1 + λ2ε2 + · · · + λnεn, 立即有 α = λ1

k (kε1) +
λ2

k (kε2) + · · · + λn

k (kεn), 即 α 可以

由 kε1, kε2, · · · , kεn 线性表示. 综合以上知, kε1, kε2, · · · , kεn 是 V 的一个基.

2) 若存在数域 F 上的一组数 λ1, λ2, · · · , λn 使得 λ1ε1 + λ2(2ε2) + · · · + λn(nεn) = 0, 即 λ1ε1 +

(2λ2)ε2 + · · · + (nλn)εn = 0, 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 是线性无关的, 因此, λ1 = 2λ2 = · · · =

nλn = 0, 推出 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 因此, ε1, 2ε2, · · · , nεn 是线性无关的.

对于 V 中任意向量 α, 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 所以存在数域 F 上的一组数 λ1, λ2, · · · ,

λn 使得 α = λ1ε1 + λ2ε2 + · · · + λnεn, 立即有 α = λ1ε1 + λ2

2 (2ε2) + · · · + λn

n (nεn), 即 α 可以

由 kε1, 2ε2, · · · , nεn 线性表示. 综合以上知, ε1, 2ε2, · · · , nεn 是 V 的一个基.

3) 若存在数域 F 上的一组数 λ1, λ2, · · · , λn 使得 λ1(k1ε1) + λ2(k2ε2) + · · · + λn(knεn) = 0,

即 (λ1k1)ε1 + (λ2k2)ε2 + · · · + (λnkn)εn = 0, 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 是线性无关的, 因此,

λ1k1 = λ2k2 = · · · = λnkn = 0, 再由 k1, k2, · · · , kn 全不为零, 推出 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 因此,

kε1, kε2, · · · , kεn 是线性无关的.

对于 V 中任意向量 α, 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 所以存在数域 F 上的一组数 λ1, λ2, · · · ,

λn 使得 α = λ1ε1 + λ2ε2 + · · · + λnεn, 立即有 α = λ1

k1
(k1ε1) +

λ2

k2
(k2ε2) + · · · + λn

kn
(knεn), 即 α 可以

由 k1ε1, k2ε2, · · · , knεn 线性表示. 综合以上知, k1ε1, k2ε2, · · · , knεn 是 V 的一个基.

2. 对于习题 7.1(A) 第 1 题中 2), 5) 9) 各线性空间, 求出维数和一个基.

解: 2) V 中向量的一般表达式为 a b c
b d e
c e f

 , a, b, c, d, e, f ∈ R.
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有 6 个自由度, 故在 V 中取

E1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , E2 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , E3 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,
E4 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , E5 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , E6 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,
满足 i) E1, E2, E3, E4, E5, E6 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =

 a b c
b d e
c e f

 , 有 A = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 + eE5 + fE6.

可见, E1, E2, E3, E4, E5, E6 是 V 的一个基, dimV = 6.

5) V 中向量的一般表达式为 ax + bx2 + cx3 + dx4, a, b, c, d ∈ R. 有 6 个自由度, 故在 V 中

取 f1(x) = x, f2(x) = x2, f3(x) = x3, f4(x) = x4, 满足 i) f1, f2, f3, f4 线性无关; ii) 对于 V 中任一向量

f(x) = ax+ bx2 + cx3 + dx4, 有 f(x) = af1(x) + bf2(x) + cf3(x) + df4(x).

可见, f1, f2, f3, f4 是 V 的一个基, dimV = 4.

9) V 中向量即是齐次线性方程组 (λE −A)x = 0 的解向量, 也即 V 即是该方程组的解空间, 该方程

组的基础解系即是 V 的一个基, 所以, V 的维数等于 n− r, 其中 r 为 λE −A 的秩.

3. 求出下列线性空间的维数并给出两个基, 要求两基中不含有相同向量:

1) 数域 F 上所有 3 阶上三角形矩阵的集合, 对于通常的矩阵加法及数乘运算所成的数域 F 上的线

性空间; 2) 数域 F 上所有 n 阶对角矩阵的集合, 对于通常的矩阵加法及数乘运算所成的数域 F 上的线

性空间; 3) 集合 V = {(a, 0, b) | a, b ∈ F} 对于通常的数组向量加法及数乘运算所成的数域 F 上的线性空

间.

解: 1) V 中向量的一般表达式为 a b c
0 d e
0 0 f

 , a, b, c, d, e, f ∈ R.

有 6 个自由度, 故在 V 中取

E1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , E2 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , E3 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,
E4 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , E5 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , E6 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,
满足 i) E1, E2, E3, E4, E5, E6 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =

 a b c
0 d e
0 0 f

 , 有 A = aE1 + bE2 + cE3 + dE4 + eE5 + fE6.

可见, E1, E2, E3, E4, E5, E6 是 V 的一个基, dimV = 6. 由第 1 题, 另一个基可取为 2E1, 2E2, 2E3, 2E4,

2E5, 2E6.
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2) V 中向量的一般表达式为
a1

a2
. . .

an

 , a1, a2, · · · , an ∈ F.

有 n 个自由度, 故在 V 中取

E1 =


1

0
. . .

0

 , E2 =


0

1
. . .

0

 , · · · En =


0

0
. . .

1

 ,
满足 i) E1, E2, · · · , En 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =


a1

a2
. . .

an

 , 有 A = a1E1 + a2E2 + · · ·+ anEn.

可见, E1, E2, · · · , En 是 V 的一个基, dimV = n. 由第 1 题, 另一个基可取为 2E1, 3E2, · · · , (n+ 1)En.

3) V 中向量的一般表达式为 (a, 0, b), a, b ∈ F . 有 2 个自由度, 故在 V 中取 ε1 = (1, 0, 0), ε2 =

(0, 0, 1),满足 i) ε1, ε2 线性无关; ii)对于 V 中任一向量 α = (a, 0, b),有 α = aε1+bε2,可见, ε1, ε2 是 V 的

一个基, dimV = 2. 另一个基可取为 (1, 0, 2), (0, 0, 2).

4. 求出下列线性空间的维数和一个基:

1) 所有 2 阶实反称矩阵的集合 V 对于通常的矩阵加法与数乘运算所成的实数域 R 上的线性空间;

2) 数域 F 上所有 n 阶上三角形矩阵的集合 V 对于通常的矩阵加法与数乘运算所成的数域 F 上的线性

空间; 3) 数域 F 上所有 n 阶对角矩阵的集合对于通常的矩阵加法与数乘运算所成的数域 F 上的线性空

间; 4) 集合

V =

{[
a b
b 0

] ∣∣∣∣ a, b ∈ R

}
对于通常的矩阵加法与数乘运算所成的实数域 R 上的线性空间.

解: 1) V 中向量的一般表达式为 [
0 a

−a 0

]
, a ∈ R.

有 1 个自由度, 故在 V 中取

E1 =

[
0 1

−1 0

]
,

满足 i) E1 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =

[
0 a

−a 0

]
, 有 A = aE1.

可见, E1 是 V 的一个基, dimV = 1.
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2) V 中向量的一般表达式为
a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
. . .

...
ann

 , aij ∈ F (1 ≤ i ≤ j ≤ n).

有 1
2n(n+ 1) 个自由度, 故在 V 中取

E11 =


1 0 · · · 0

0 · · · 0
. . .

...
0

 , E12 =


0 1 · · · 0

0 · · · 0
. . .

...
0

 , · · · Enn =


0 0 · · · 0

0 · · · 0
. . .

...
1

 ,
满足 i) E11, E12, · · · , Enn 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
. . .

...
ann

 , 有 A = a11E11 + a12E12 + · · ·+ annEnn.

可见, E11, E12, · · · , Enn 是 V 的一个基, dimV = 1
2n(n+ 1).

3) V 中向量的一般表达式为
a1

a2
. . .

an

 , a1, a2, · · · , an ∈ F.

有 n 个自由度, 故在 V 中取

E1 =


1

0
. . .

0

 , E2 =


0

1
. . .

0

 , · · · En =


0

0
. . .

1

 ,
满足 i) E1, E2, · · · , En 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =


a1

a2
. . .

an

 , 有 A = a1E1 + a2E2 + · · ·+ anEn.

可见, E1, E2, · · · , En 是 V 的一个基, dimV = n.

4) V 中向量的一般表达式为 [
a b
b 0

]
a, b ∈ R.

有 2 个自由度, 故在 V 中取

E1 =

[
1 0
0 0

]
, E2 =

[
0 1
1 0

]
,

满足 i) E1, E2 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =

[
a b
b 0

]
, 有 A = aE1 + bE2.

可见, E1, E2 是 V 的一个基, dimV = 2.
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5. 设 V 是一个线性空间, V1 是由 V 中向量 α1, α2, · · · , αs 生成的子空间, 证明: 1) α1, α2, · · · , αs 的

极大无关组是 V1 的基; 2) V1 的维数等于向量组 α1, α2, · · · , αs 的秩.

证明: 设 αi1 , αi2 , · · · , αir 是 α1, α2, · · · , αs 的一个极大无关组. 则 α1, α2, · · · , αs 与 αi1 , αi2 , · · · ,

αir 等价. 由于 V1 = L(α1, α2, · · · , αs), 则对于 V1 中任意向量 α, 都可以由 α1, α2, · · · , αs 线性表

示, 而 α1, α2, · · · , αs 可以由 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性表示, 所以, α 可以由 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性表示,

而 αi1 , αi2 , · · · , αir 是线性无关的, 所以 αi1 , αi2 , · · · , αir 是 V1 的一个基.

2) V1 的维数等于基的向量个数, 也就等于α1, α2, · · · , αs 的极大无关组向量个数, 即等于向量

组 α1, α2, · · · , αs 的秩.

6. 求 R4 中由向量组

α1 =


2
0
1
2

 , α2 =


−1
1
0
3

 , α3 =


0
2
1
8

 , α4 =


5

−1
2
1


生成的子空间的维数和一个基.

解: 对 (α1, α2, α3, α4) 施行初等行变换
2 −1 0 5
0 1 2 −1
1 0 1 2
2 3 8 1

r1↔r3
−−−→


1 0 1 2
0 1 2 −1
2 −1 0 5
2 3 8 1

−2r1+r3
−−−→
−2r1+r4


1 0 1 2
0 1 2 −1
0 −1 −2 1
0 3 6 −3

 r2+r3
−−−→
−3r2+r4


1 0 1 2
0 1 2 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
从上式可以看出, 向量组 α1, α2, α3, α4 的秩为 2, α1, α2, α3, α4 中任意两个都是向量组的极大无关组, 由

第 5 题知, 任意两个都是 L(α1, α2, α3, α4) 的基, dimL(α1, α2, α3, α4) = 2.

习习习题题题7.2(B)

1. 求出下列线性空间的维数和一个基:

1) 复数域 C 上所有 3 维行向量的集合 V = {(a1, a2, a3) | a1, a2, a3 ∈ C} 对于通常的数组向量加法

与数乘运算所成的实数域 R 上的线性空间; 2) 实数域上所有迹为 0 的三阶对角矩阵的集合, 对于通常的

矩阵加法与数乘运算所成的实数域上的线性空间.

解: 1) V 中向量的一般表达式为

(b1 + c1i, b2 + c2i, b3 + c3i), b1, c1, b2, c2, b3, c3 ∈ R.

有 6 个自由度, 故在 V 中取

ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (i, 0, 0), ε3 = (0, 1, 0), ε4 = (0, i, 0), ε5 = (0, 0, 1), ε6 = (0, 0, i),

满足 i) ε1, ε2, · · · , ε6 线性无关; ii) 对于 V 中任一向量

α = (b1 + c1i, b2 + c2i, b3 + c3i), 有 α = b1ε1 + c1ε2 + b2ε3 + c2ε4 + b3ε5 + c3ε6.

可见, ε1, ε2, · · · , ε6 是 V 的一个基, dimV = 6.
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2) V 中向量的一般表达式为  a
b

−a− b

 a, b ∈ R.

有 2 个自由度, 故在 V 中取

E1 =

 1
0

−1

 , E2 =

 0
1

−1

 ,
满足 i) E1, E2 线性无关; ii) 对于 V 中任一矩阵

A =

 a
b

−a− b

 , 有 A = aE1 + bE2.

可见, E1, E2 是 V 的一个基, dimV = 2.

2. 设 α1, α2, · · · , αn 是 n 维线性空间 V 中 n 个向量. 如果 V 中任何向量都可由 α1, α2, · · · , αn 线

性表示, 证明 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基.

证明: 只需证明 α1, α2, · · · , αn 线性无关.

方法一. 反证法. 假设 α1, α2, · · · , αn 线性相关. 设 αi1 , αi2 , · · · , αir 是 α1, α2, · · · , αn 的一个极大无

关组(r < n). 因为 αi1 , αi2 , · · · , αir 与 α1, α2, · · · , αn 等价, 则 V 中任何向量都可由 αi1 , αi2 , · · · , αir 线

性表示, 而 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性无关, 故是 V 的一个基, V 的维数为 r < n, 与 V 为 n 维线性空间矛盾.

所以, α1, α2, · · · , αn 线性无关.

方法二. 设 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 则 α1, α2, · · · , αn 可以由 ε1, ε2, · · · , εn 线性表示,

又 ε1, ε2, · · · , εn 可由 α1, α2, · · · , αn 线性表示, 所以二者等价, 等价向量组的秩相同, 所以, 向量

组 α1, α2, · · · , αn 的秩为 n, 因此, α1, α2, · · · , αn 线性无关.

故 α1, α2, · · · , αn 是 V 的一个基.

3. 设 V 是 n 维线性空间, ε1, ε2, · · · , εr(1 ≤ r < n) 是 V 中一组线性无关的向量. 证明必有 V 中向

量 εr+1, · · · , εn, 使 ε1, ε2, · · · , εn 成为 V 的一个基.

证明: 首先证明当 r < n 时, 必存在 εr+1 ∈ V , 使得 ε1, ε2, · · · , εr, εr+1 线性无关. 若不成立, 即任

意 α ∈ V , 都有 ε1, ε2, · · · , εr, α 线性相关, 而 ε1, ε2, · · · , εr 线性无关, 故 α 可以由 ε1, ε2, · · · , εr 线性表

示, 再由 ε1, ε2, · · · , εr 线性无关, 得出 ε1, ε2, · · · , εr 是 V 的一个基, V 的维数为 r < n, 与 V 为 n 维线

性空间矛盾. 因此, 存在 εr+1 ∈ V , 使得 ε1, ε2, · · · , εr, εr+1 线性无关. 若 r + 1 < n. 同理存在 εr+2 ∈ V ,

使得 ε1, ε2, · · · , εr+1, εr+2 线性无关. 如此继续下去, 必有 V 中向量 εr+1, · · · , εn, 使 ε1, ε2, · · · , εn 线性

无关, 故成为 V 的一个基.

4. 设 ε1, ε2, · · · , εn 是 n 维线性空间 V 的一个基. 对任何 m(1 ≤ m < n), 若令

V1 = L(ε1, ε2, · · · , εm), V2 = L(εm+1, εm+2, · · · , εn),

证明 V = V1
⊕
V2.
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证明: 先证明 V = V1 + V2. 显然, V ⊇ V1 + V2. 对任意 α ∈ V , 由于 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一

个基, 所以存在一组数 k1, k2, · · · , kn, 使得 α = k1ε1 + k2ε2 + · · · + kmεm + km+1εm+1 + · · · + knεn,

而 β = k1ε1 + k2ε2 + · · · + kmεm ∈ V1, γ = km+1εm+1 + · · · + knεn ∈ V2, 所以, α = β + γ ∈ V1 + V2.

由 α 的任意性推出, V ⊆ V1 + V2. 因此, V = V1 + V2.

对于零向量, 假定存在 β ∈ V1, γ ∈ V2, 使得 0 = β + γ, 则存在数 k1, k2, · · · , km, 使得 β =

k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ kmεm, 存在数 km+1, km+2, · · · , kn, 使得 γ = km+1εm+1 + km+2εm+2 + · · ·+ knεn, 因

此, 0 = k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ kmεm + km+1εm+1 + km+2εm+2 + · · ·+ knεn, 而 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个

基, 是线性无关的, 所以推出 k1 = k2 = · · · = kn = 0, 因而 β = 0, γ = 0. 因此零向量的表示法唯一, 和为

直和, 即 V = V1
⊕
V2.

5. 设 V1 是线性空间 R4 的一个子空间, 它是由 (1, 0, 1, 0)T, (1, 2, 0, 1)T, (0, 2,−1, 1)T 生成的子空间.

试求出 R4 的另一子空间 V2 的一个基, 使 V1 + V2 = R4.

解: 对下列矩阵 (α1, α2, α3) 施行初等行变换
1 1 0
0 2 2
1 0 −1
0 1 1

 −r1+r3
−−−→
r2× 1

2


1 1 0
0 1 1
0 −1 −1
0 1 1

 r2+r3
−−−→
−r2+r4


1 1 0
0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ,
因此矩阵和向量组的秩为 2, 向量组 α1, α2, α3 的极大无关组取为 α1, α2, 是 V1 的一个基, 此时,

V1 = L(α1, α2, α3) = L(α1, α2). 令

α̃3 =


0
0
1
0

 , α̃4 =


0
0
0
1

 .
则 α1, α2, α̃3, α̃4 线性无关, 成为 R4 的一个基. 此时, 取 R4 的另一子空间 V2 = L(α̃3, α̃4), 由于 α̃3, α̃4 线

性无关, 故是 V2 的一个基, 而且由上一题知, V1
⊕
V2 = R4.

7.3 习习习题题题7.3

习习习题题题7.3(A)

1. 设 ε1, ε2, · · · , εn 是线性空间 V 的基, ε′1, ε
′
2, · · · , ε′n 是 V 中向量, 且

(ε′1, ε
′
2, · · · , ε′n) = (ε1, ε2, · · · , εn)A,

证明: ε′1, ε
′
2, · · · , ε′n 为基的充分必要条件是矩阵 A 可逆.

证明: 注意到矩阵 A 中的列向量依次是 ε′1, ε
′
2, · · · , ε′n 在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标. ε′1, ε

′
2, · · · , ε′n 为

基当且仅当 ε′1, ε
′
2, · · · , ε′n 线性无关, 也就等价于 ε′1, ε

′
2, · · · , ε′n 在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标线性无关,

即 A 的列向量组线性无关, 因此等价于 R(A) = n, 也即 A 可逆.
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2. 已知线性空间 R3 的两个基 ε1, ε2, ε3 及 ε′1, ε
′
2, ε

′
3 如下:

ε1 =

 1
0
0

 , ε2 =

 0
1
0

 , ε3 =

 0
0
1

 ; ε′1 =

 1
0
0

 , ε′2 =

 1
1
0

 , ε′3 =

 1
1
1

 .
分别求 R3 中向量 α = (a1, a2, a3)

T 在这两个基下的坐标.

解: 由于 α = a1ε1+a2ε2+a3ε3,所以 α在基 ε1, ε2, ε3 的坐标为 (a1, a2, a3)
T. 设 α在基 ε′1, ε

′
2, ε

′
3 的

坐标为 (x1, x2, x3)
T. 则 α = x1ε

′
1 + x2ε

′
2 + x3ε

′
3, 即 x1 + x2 + x3

x2 + x3
x3

 =

 a1
a2
a3

 , 解得

 x1
x2
x3

 =

 a1 − a2
a2 − a3
a3

 .
3. 试求线性空间 R3 中由基

α1 =

 −3
1

−2

 , α2 =

 1
−1
1

 , α3 =

 2
3

−1

 到基 β1 =

 1
1
1

 , β2 =

 1
2
3

 , β3 =

 2
0
1


的过渡矩阵(变换矩阵). 提示; 利用基本向量组所成的基.

解: 线性空间 R3 中基本向量组所成的基为

ε1 =

 1
0
0

 , ε2 =

 0
1
0

 , ε3 =

 0
0
1

 .
则

(α1, α2, α3) = (ε1, ε2, ε3)A, (β1, β2, β3) = (ε1, ε2, ε3)B,

其中

A =

 −3 1 2
1 −1 3

−2 1 −1

 , B =

 1 1 2
1 2 0
1 3 1

 .
所以

(β1, β2, β3) = (α1, α2, α3)(A
−1B) =: (α1, α2, α3)C.

为求 A−1, 进行如下计算

(A,E) =

 −3 1 2 1 0 0
1 −1 3 0 1 0

−2 1 −1 0 0 1

 r1↔r2
−−−→

 1 −1 3 0 1 0
−3 1 2 1 0 0
−2 1 −1 0 0 1


3r1+r2
−−−→
2r1+r3

 1 −1 3 0 1 0
0 −2 11 1 3 0
0 −1 5 0 2 1

 −r3+r1
−−−→
−2r3+r2

 1 0 −2 0 −1 −1
0 0 1 1 −1 −2
0 −1 5 0 2 1


2r2+r1
−−−→
−5r2+r3

 1 0 0 2 −3 −5
0 0 1 1 −1 −2
0 −1 0 −5 7 11

 r3×(−1)
−−−→
r2↔r3

 1 0 0 2 −3 −5
0 1 0 5 −7 −11
0 0 1 1 −1 −2

 ,
则得

A−1 =

 2 −3 −5
5 −7 −11
1 −1 −2

 ,
因此, 由基 α1, α2, α3 到基 β1, β2, β3 的过渡矩阵为

C = A−1B =

 2 −3 −5
5 −7 −11
1 −1 −2

 1 1 2
1 2 0
1 3 1

 =

 −6 −19 −1
−13 −42 −1
−2 −7 0

 .
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4. 在线性空间 R2×2 中, 证明

A1 =

[
1 1
1 1

]
, A2 =

[
1 1

−1 −1

]
, A3 =

[
1 −1
1 −1

]
, A4 =

[
−1 1
1 −1

]
构成基. 并求 B =

[
1 2
3 4

]
在该基下的坐标.

解: 已知下列矩阵构成 R2×2 的一个基

E1 =

[
1 0
0 0

]
, E2 =

[
0 1
0 0

]
, E3 =

[
0 0
1 0

]
, E4 =

[
0 0
0 1

]
.

而且

(A1, A2, A3, A4) = (E1, E2, E3, E4)A,

其中

A =


1 1 1 −1
1 1 −1 1
1 −1 1 1
1 −1 −1 −1

 .
则

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 −1
1 1 −1 1
1 −1 1 1
1 −1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
r1+r2
r1+r3====
r1+r4

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 −1
2 2 0 0
2 0 2 0
2 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 −1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r4+r1==== 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −8

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 1 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ −r3+r1==== −8

∣∣∣∣∣∣
−1 1 0
1 1 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −8(−2) = 16 ̸= 0,

所以, A 可逆, 因此, A1, A2, A3, A4 构成一个基. 为求 A−1,

(A,E) =


1 1 1 −1 1 0 0 0
1 1 −1 1 0 1 0 0
1 −1 1 1 0 0 1 0
1 −1 −1 −1 0 0 0 1


−r1+r2
−r1+r3
−−−→
−r1+r4


1 1 1 −1 1 0 0 0
0 0 −2 2 −1 1 0 0
0 −2 0 2 −1 0 1 0
0 −2 −2 0 −1 0 0 1


r2↔r4
−−−→
−r2+r3


1 1 1 −1 1 0 0 0
0 −2 −2 0 −1 0 0 1
0 0 2 2 0 0 1 −1
0 0 −2 2 −1 1 0 0

 r3+r2
−−−→
r3+r4


1 1 1 −1 1 0 0 0
0 −2 0 2 −1 0 1 0
0 0 2 2 0 0 1 −1
0 0 0 4 −1 1 1 −1


r2×(− 1

2 )

r3× 1
2

−−−→
r4× 1

4


1 1 1 −1 1 0 0 0
0 1 0 −1 1

2 0 −1
2 0

0 0 1 1 0 0 1
2 − 1

2
0 0 0 1 −1

4
1
4

1
4 − 1

4


r4+r1
−r4+r2
−−−→
r4+r3


1 1 1 0 3

4
1
4

1
4 −1

4
0 1 0 0 1

4
1
4 − 1

4 −1
4

0 0 1 0 1
4 −1

4
1
4 −1

4
0 0 0 1 −1

4
1
4

1
4 −1

4


−r2+r1
−−−→
−r3+r1


1 0 0 0 1

4
1
4

1
4

1
4

0 1 0 0 1
4

1
4 −1

4 −1
4

0 0 1 0 1
4 − 1

4
1
4 −1

4
0 0 0 1 −1

4
1
4

1
4 −1

4

 ,
则得

A−1 =


1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4 − 1

4 −1
4

1
4 − 1

4
1
4 −1

4
−1

4
1
4

1
4 −1

4

 ,
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B 在基 E1, E2, E3, E4 下的坐标为 (1, 2, 3, 4)T, 因此, B 在基 A1, A2, A3, A4 下的坐标为
x1
x2
x3
x4

 = A−1


1
2
3
4

 =


1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4 − 1

4 − 1
4

1
4 −1

4
1
4 − 1

4
− 1

4
1
4

1
4 − 1

4




1
2
3
4

 =


5
2

−1
− 1

2
0

 .
5. 设 F 为某数域. 对于线性空间 F 2×2 中, 证明

A1 =

[
1 0
0 0

]
, A2 =

[
0 0
0 1

]
, A3 =

[
0 1
1 1

]
, A4 =

[
0 1

−1 0

]
是一个基, 并求 B =

[
b11 b12
b21 b22

]
在该基下的坐标.

解: 已知下列矩阵构成 R2×2 的一个基

E1 =

[
1 0
0 0

]
, E2 =

[
0 1
0 0

]
, E3 =

[
0 0
1 0

]
, E4 =

[
0 0
0 1

]
.

而且

(A1, A2, A3, A4) = (E1, E2, E3, E4)A,

其中

A =


1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1
0 1 1 0

 .
则

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1
0 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 1 1
0 1 −1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0,

所以, A 可逆, 因此, A1, A2, A3, A4 构成一个基. 为求 A−1,

(A,E) =


1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 −1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1

 −r3+r2
−−−→
−r3+r4


1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 1 −1 0
0 0 1 −1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 −1 1


r2↔r4
−−−→
r4× 1

2


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 −1 1
0 0 1 −1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1

2 −1
2 0

 −r4+r2
−−−→
r4+r3


1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 − 1

2 −1
2 1

0 0 1 0 0 1
2

1
2 0

0 0 0 1 0 1
2 −1

2 0

 ,
则得

A−1 =


1 0 0 0
0 − 1

2 − 1
2 1

0 1
2

1
2 0

0 1
2 − 1

2 0

 ,
B 在基 E1, E2, E3, E4 下的坐标为 (b11, b12, b21, b22)

T, 因此, B 在基 A1, A2, A3, A4 下的坐标为
x1
x2
x3
x4

 = A−1


b11
b12
b21
b22

 =


1 0 0 0
0 −1

2 −1
2 1

0 1
2

1
2 0

0 1
2 −1

2 0



b11
b12
b21
b22

 =


b11

−1
2b12 −

1
2b21 + b22

1
2b12 +

1
2b21

1
2b12 −

1
2b21

 .
6. 对于线性空间 R[x]3, 1) 证明: 1, 1 + x, (1 + x)2 是一个基; 2) 求由基 1, 1 + x, (1 + x)2 到

基 1, x, x2 的过渡矩阵; 3) 求 a2x
2 + a1x+ a0 在基 1, 1 + x, (1 + x)2 下的坐标.
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解: 1) 已知 R[x]3 的一个基为 1, x, x2, 而且

(1, 1 + x, (1 + x)2) = (1, x, x2)A,

其中

A =

 1 1 1
0 1 2
0 0 1

 .
由于 |A| = 1 ̸= 0, 所以, 1, 1 + x, (1 + x)2 线性无关, 因此是 3 维线性空间 R[x]3 的一个基.

2) 同时, 由于

(1, x, x2) = (1, 1 + x, (1 + x)2)A−1,

所以, 由基 1, 1 + x, (1 + x)2 到基 1, x, x2 的过渡矩阵为 A−1, 为求 A−1,

(A,E) =

 1 1 1 1 0 0
0 1 2 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 −r3+r1
−2r3+r2
−−−→
−r2+r1

 1 0 0 1 −1 1
0 1 0 0 1 −2
0 0 1 0 0 1

 ,
则得由基 1, 1 + x, (1 + x)2 到基 1, x, x2 的过渡矩阵

A−1 =

 1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

 .
3) a2x

2+a1x+a0 在基 1, x, x2 下的坐标为 (a0, a1, a2)
T,因此, a2x

2+a1x+a0 在基 1, 1+x, (1+x)2 下

的坐标为  x1
x2
x3

 = A−1

 a0
a1
a2

 =

 1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

 a0
a1
a2

 =

 a0 − a1 + a2
a1 − 2a2

a2

 .
习习习题题题7.3(B)

1. 设 V 是数域 F 上的线性空间, α1, α2, · · · , αm 是 V 中向量, Am×s, Bs×t 均为数域 F 上的矩阵,

证明 [(α1, α2, · · · , αm)A]B = (α1, α2, · · · , αm)(AB).

证明: 记 (α1, α2, · · · , αm)A = (β1, β2, · · · , βs), (β1, β2, · · · , βs)B = (γ1, γ2, · · · , γt), Cm×t = AB,

(α1, α2, · · · , αm)C = (γ̃1, γ̃2, · · · , γ̃t). 则对于 1 ≤ i ≤ t, 有

γi =

s∑
k=1

bkiβk =

s∑
k=1

bki

m∑
j=1

ajkαj =

m∑
j=1

( s∑
k=1

ajkbki

)
αj =

m∑
j=1

cjiαj = γ̃i,

所以, [(α1, α2, · · · , αm)A]B = (α1, α2, · · · , αm)(AB).

2. 设 ε1, ε2, · · · , εn 是数域 F 上的线性空间 V 的基, α1, α2, · · · , αs ∈ V , 且有

(α1, α2, · · · , αs) = (ε1, ε2, · · · , εn)A,

其中 A 是数域 F 上的 n× s 矩阵, 证明: 向量组 α1, α2, · · · , αs 的秩等于矩阵 A 的秩.

证明: 注意到矩阵 A 中的列向量依次是 α1, α2, · · · , αs 在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标 α̂1, α̂2, · · · , α̂s.

设向量组 α1, α2, · · · , αs 的秩为 r, 其一个极大无关组为 αi1 , αi2 , · · · , αir , 此时, 坐标组的相应部分

组 α̂i1 , α̂i2 , · · · , α̂ir 也线性无关, 而且由于向量组 α1, α2, · · · , αs 可以由 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性表示, 即对
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于任意 1 ≤ j ≤ s, 存在数域 F 上的数 k1, k2, · · · , kr 使得 αj = k1αi1 + k2αi2 + · · ·+ krαir , 此时, 相应的

坐标也有 α̂j = k1α̂i1 + k2α̂i2 + · · ·+ krα̂ir , 即坐标组可以由坐标组的线性无关部分组 α̂i1 , α̂i2 , · · · , α̂ir 线

性表示, 因此, α̂i1 , α̂i2 , · · · , α̂ir 是坐标组的极大无关组, 也即 A 的列向量组的极大无关组, 所以 A 的列秩

为 r, 因此矩阵 A 的秩为 r, 即向量组 α1, α2, · · · , αs 的秩等于矩阵 A 的秩.
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8 第第第八八八章章章

8.1 习习习题题题8.1

习习习题题题8.1(A)

本习题各题中的 F 均为数域.

1. 判明下述规则 σ, τ 是否成为各自线性空间 V 的变换:

1) V = F 2×2, 对于任意的 A ∈ V , 若 A =

[
a b
c d

]
, 则 σ(A) =

[
a b
c 0

]
, τ(A) =

[
a
c

]
;

2) V = R[x]3, 对于任意的 f(x) ∈ V , 若 f(x) = a0 + a1x + a2x
2, 则 σ[f(x)] = d

dxf(x), τ [f(x)] =

xf(x);

3) V = R2, 对于任意的 α ∈ V , 若 α = (a, b)T, 则 σ(α) = (a+ 1, b+ 1)T, τ(α) = (ia, ib)T.

解: 1) σ是 V 的变换,而 τ 不是,因为 τ(A) /∈ V ; 2) σ是 V 的变换,而 τ 不是,因为对有些 f(x) ∈ V ,

τ [f(x)] 可以不在 V 中; 3) σ 是 V 的变换, 而 τ 不是, 因为 τ(α) /∈ V .

2. 设数域 F 上线性空间 F 3的变换 σ, τ 为: 对 α = (a1, a2, a3)
T ∈ F 3, 有

σ(α) =

 a1
a2

a1 + a2

 , τ(α) =

 a1 + a2 − a3
0

a3 − a1 − a2

 ,
试求 σ + τ, στ .

解: 对任意 α = (a1, a2, a3)
T ∈ F 3, 有

(σ + τ)(α) = σ(α) + τ(α) =

 a1
a2

a1 + a2

+

 a1 + a2 − a3
0

a3 − a1 − a2

 =

 2a1 + a2 − a3
a2
a3

 ,
(στ)(α) = σ(τ(α)) = σ

 a1 + a2 − a3
0

a3 − a1 − a2

 =

 a1 + a2 − a3
0

a1 + a2 − a3

 .
3. 设线性空间 V = R2. 定义 V 的变换 σ, τ : 对于 V 的向量 α = (x, y),规定 σ(α) = (2y,−x), τ(α) =

(−y, x2 ). 试验证变换 σ 可逆且变换 τ 是 σ 的逆变换.

解: 对于 V 的任意向量 α = (x, y), 有

(στ)(α) = σ(τ(α)) = σ((−y, x
2
)) = (2 · x

2
,−(−y)) = (x, y) = α = 1∗(α);

(τσ)(α) = τ(σ(α)) = τ((2y,−x)) = (−(−x), 2y
2
) = (x, y) = α = 1∗(α).

所以, στ = τσ = 1∗, 因此, 变换 σ 可逆且变换 τ 是 σ 的逆变换.

4. 设 V 是数域 F 上的线性空间, σ 是 V 的变换. 证明: σ 为线性变换的充分必要条件是对任意

的 α, β ∈ V 及任意的 k, ℓ ∈ F , 总有 σ(kα+ ℓβ) = kσ(α) + ℓσ(β).

证明: 必要性. 若 σ 为线性变换, 则对任意的 α, β ∈ V 及任意的 k, ℓ ∈ F , 有 σ(kα + ℓβ) =

σ(kα) + σ(ℓβ) = kσ(α) + ℓσ(β).
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充分性. 若对任意的 α, β ∈ V 及任意的 k, ℓ ∈ F , 总有 σ(kα + ℓβ) = kσ(α) + ℓσ(β). 则对任意

的 α, β ∈ V , 取 k = ℓ = 1, 有 σ(α+β) = σ(1α+1β) = 1σ(α)+1σ(β) = σ(α)+σ(β); 对任意的 α ∈ V 及

任意的 k ∈ F , 取 ℓ = 0, 有 σ(kα) = σ(kα+ 0) = σ(kα+ 0β) = kσ(α) + 0σ(β) = kσ(α) + 0 = kσ(α). 因

此, σ 为线性变换.

5. 判断下面变换中哪些是线性变换:

1) 在线性空间 R3 上, 定义变换 σ: 对 α =

 a1
a2
a3

 ∈ R3, σ(α) =

 a1
a2
0

;
2) 在线性空间 F 3 上, 定义变换 σ: 对 α =

 a1
a2
a3

 ∈ F 3, σ(α) =

 a21
a2 + a3
a3

;
3) 在线性空间 F 4 上, 定义变换 σ: 对 α =


a1
a2
a3
a4

 ∈ F 4, σ(α) =


a1 + a2
a2 + a3
a3 + a4
a4

;
4) 在线性空间 V 上, 定义变换 σ: σ(α) = α0, α ∈ V , 其中 α0 为 V 中一个固定的向量;

5) 在线性空间 Rn×n 上, 合同变换 σ: σ(A) = PTAP, A ∈ Rn×n, 其中 P 为一个固定的 n 阶实可逆

矩阵;

6) 在线性空间 R[x]n 上, 定义变换 σ: σ[f(x)] = f(x) + 1, f(x) ∈ R[x]n;

7) 在线性空间 Rn×n 上, 定义变换 σ: σ(A) = AT, A ∈ Rn×n.

解: 1) 对于任意的 α =

 a1
a2
a3

 , β =

 b1
b2
b3

 ∈ R3, k ∈ R, 则

σ(α+ β) = σ

 a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3

 =

 a1 + b1
a2 + b2

0

 =

 a1
a2
0

+

 b1
b2
0

 = σ(α) + σ(β),

σ(kα) = σ

 ka1
ka2
ka3

 =

 ka1
ka2
0

 = k

 a1
a2
0

 = kσ(α).

因此, σ 是线性变换.

2) σ 不是线性变换, 因为 σ(α+ β) ̸= σ(α) + σ(β), σ(kα) ̸= kσ(α).

3) 对于任意的 α =


a1
a2
a3
a4

 , β =


b1
b2
b3
b4

 ∈ F 4, k ∈ R, 则

σ(α+ β) = σ



a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3
a4 + b4


 =


a1 + b1 + a2 + b2
a2 + b2 + a3 + b3
a3 + b3 + a4 + b4

a4 + b4

 =


a1 + a2
a2 + a3
a3 + a4
a4

+


b1 + b2
b2 + b3
b3 + b4
b4

 = σ(α) + σ(β),

σ(kα) = σ



ka1
ka2
ka3
ka4


 =


ka1 + ka2
ka2 + ka3
ka3 + ka4

ka4

 = k


a1 + a2
a2 + a3
a3 + a4
a4

 = kσ(α).

因此, σ 是线性变换.
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4) 当 α0 ̸= 0 时, 因为 σ(α+ β) ̸= σ(α) + σ(β), σ(kα) ̸= kσ(α)(k ̸= 1). 当 α0 = 0 时, σ 是线性变换.

因为对于任意的 α, β ∈ V , k ∈ F , 有 σ(α+ β) = 0 = 0+ 0 = σ(α) + σ(β), σ(kα) = 0 = k0 = kσ(α).

5)对于任意的 A,B ∈ Rn×n, k ∈ R,则 σ(A+B) = PT(A+B)P = PTAP +PTBP = σ(A)+σ(B),

σ(kA) = PT(kA)P = kPTAP = kσ(A). 因此, σ 是线性变换.

6) σ 不是线性变换, 因为 σ[f(x) + g(x)] = f(x)+ g(x) + 1 ̸= σ[f(x)] + σ[g(x)] = f(x) + 1+ g(x) + 1,

σ[kf(x)] = kf(x) + 1 ̸= kσ[f(x)] = kf(x) + k(k ̸= 1).

7) 对于任意的 A,B ∈ Rn×n, k ∈ R, 则 σ(A + B) = (A + B)T = AT + BT = σ(A) + σ(B),

σ(kA) = (kA)T = kAT = kσ(A). 因此, σ 是线性变换.

6. 设 σ 是线性空间 V 的线性变换, 证明: 若 α1, α2, · · · , αs 与 β1, β2, · · · , βt 是 V 中等价的向量组,

则 σ(α1), σ(α2), · · · , σ(αs) 与 σ(β1), σ(β2), · · · , σ(βt) 也是等价的向量组.

证明: 由于 α1, α2, · · · , αs 与 β1, β2, · · · , βt 是 V 中等价的向量组,即可以相互线性表示,故存在 F 中

的数 kmi(m = 1, 2, · · · , t; i = 1, 2, · · · , s), ℓnj(n = 1, 2, · · · , s; j = 1, 2, · · · , t) 使得

αi = k1iβ1 + k2iβ2 + · · ·+ ktiβt, i = 1, 2, · · · , s;

βj = ℓ1jα1 + ℓ2jα2 + · · ·+ ℓsjαs, j = 1, 2, · · · , t.

由于 σ 是线性空间 V 的线性变换, 故

σ(αi) = k1iσ(β1) + k2iσ(β2) + · · ·+ ktiσ(βt), i = 1, 2, · · · , s;

σ(βj) = ℓ1jσ(α1) + ℓ2jσ(α2) + · · ·+ ℓsjσ(αs), j = 1, 2, · · · , t.

因此, σ(α1), σ(α2), · · · , σ(αs) 与 σ(β1), σ(β2), · · · , σ(βt) 也可以相互线性表示, 即也是等价的向量组.

习习习题题题8.1(B)

1. 设 V 是数域 F 上的线性空间. 证明 V 的变换具有以下各运算规律: 若 σ, τ, ρ 是 V 的变换,

k, ℓ 是 F 中的数, 则

1) σ + τ = τ + σ; 2) (σ + τ) + ρ = σ + (τ + ρ); 3) (στ)ρ = σ(τρ); 4) (σ + τ)ρ = σρ+ τρ;

5) (kℓ)σ = k(ℓσ); 6) (k + ℓ)σ = kσ + ℓσ; 7) k(σ + τ) = kσ + kτ ; 8) 1∗σ = σ1∗ = σ.

证明: 对于线性空间 V 的任意向量 α, 总有

1) (σ + τ)(α) = σ(α) + τ(α) = τ(α) + σ(α) = (τ + σ)(α), 所以, σ + τ = τ + σ;

2) ((σ + τ) + ρ)(α) = (σ + τ)(α) + ρ(α) = (σ(α) + τ(α)) + ρ(α) = σ(α) + (τ(α) + ρ(α)) = σ(α) +

(τ + ρ)(α) = (σ + (τ + ρ))(α), 所以, (σ + τ) + ρ = σ + (τ + ρ);

3) ((στ)ρ)(α) = (στ)(ρ(α)) = σ(τ(ρ(α))) = σ((τρ)(α)) = (σ(τρ))(α), 所以, (στ)ρ = σ(τρ);

4) ((σ + τ)ρ)(α) = (σ + τ)(ρ(α)) = σ(ρ(α)) + τ(ρ(α)) = (σρ)(α) + (τρ)(α) = (σρ + τρ)(α), 所以,

(σ + τ)ρ = σρ+ τρ;



132

5) ((kℓ)σ)(α) = (kℓ)σ(α) = k(ℓσ(α)) = k(ℓσ)(α) = (k(ℓσ))(α), 所以, (kℓ)σ = k(ℓσ);

6) ((k + ℓ)σ)(α) = (k + ℓ)σ(α) = kσ(α) + ℓσ(α) = (kσ)(α) + (ℓσ)(α) = (kσ + ℓσ)(α), 所以,

(k + ℓ)σ = kσ + ℓσ;

7) (k(σ+τ))(α) = k(σ+τ)(α) = k(σ(α)+τ(α)) = kσ(α)+kτ(α) = (kσ)(α)+(kτ)(α) = (kσ+kτ)(α),

所以, k(σ + τ) = kσ + kτ ;

8) (1∗σ)(α) = 1∗(σ(α)) = σ(α), (σ1∗)(α) = σ(1∗(α)) = σ(α), 所以, 1∗σ = σ1∗ = σ.

2. 设 σ 是线性空间 V 的可逆(线性)变换, 证明 σ 的逆变换唯一.

证明: 设 στ1 = τ1σ = 1∗, στ2 = τ2σ = 1∗. 则对于线性空间 V 的任意向量 α, 总有 τ1(α) =

1∗(τ1(α)) = (τ2σ)(τ1(α)) = τ2(σ(τ1(α))) = τ2(1
∗(α)) = τ2(α), 所以, τ1 = τ2. 故 σ 的逆变换唯一.

2. 设 V 是区间 [a, b] 上全体实连续函数的集合对于函数加法与数乘所成的实数域 R 上的线性空间.

定义变换 σ: 对于 f(x) ∈ V ,

σ(f(x)) =

∫ x

a

f(t) sin tdt.

证明 σ 是 V 的线性变换.

证明: 对于任意 f(x), g(x) ∈ V , k ∈ R, 有

σ(f(x) + g(x)) =

∫ x

a

(f(t) + g(t)) sin tdt =

∫ x

a

f(t) sin tdt+

∫ x

a

g(t) sin tdt = σ(f(x)) + σ(g(x)),

σ(kf(x)) =

∫ x

a

kf(t) sin tdt = k

∫ x

a

f(t) sin tdt = kσ(f(x)),

因此, σ 是 V 的线性变换.

3. 设 σ, τ 都是线性空间 V 的可逆变换. 证明: στ 也是 V 的可逆变换, 并且 (στ)−1 = τ−1σ−1.

证明: 对于线性空间 V 的任意向量 α,总有 ((στ)(τ−1σ−1))(α) = σ(τ(τ−1(σ−1(α)))) = σ(σ−1(α)) =

α = 1∗(α), ((τ−1σ−1)(στ))(α) = τ−1(σ−1(σ(τ(α)))) = τ−1(τ(α)) = α = 1∗(α), 所以, (στ)(τ−1σ−1) =

(τ−1σ−1)(στ) = 1∗, 故 στ 也是 V 的可逆变换, 并且 (στ)−1 = τ−1σ−1.

4. 证明: 对线性空间上任意线性变换 σ, τ, ρ, 总有 σ(τ + ρ) = στ + σρ.

证明: 对于线性空间上任意向量 α, 总有 (σ(τ + ρ))(α) = σ((τ + ρ)(α)) = σ(τ(α) + ρ(α)) =

σ(τ(α)) + σ(ρ(α)) = (στ)(α) + (σρ)(α) = (στ + σρ)(α), 所以, σ(τ + ρ) = στ + σρ.

5. 举例说明线性空间上线性变换的乘法不满足交换律. 即, 对于线性空间 V 的线性变换 σ, τ , 未必总

有 στ = τσ.

解: 在线性空间 R3 上, 定义变换 σ, τ : 对 α =

 a1
a2
a3

 ∈ R3, σ(α) =

 a1
a2
0

, τ(α) =
 a1 + a3

a2
a3

.
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由 (A) 的第 5 题的 1) 知, σ 是线性变换. 对于任意的 α =

 a1
a2
a3

 , β =

 b1
b2
b3

 ∈ R3, k ∈ R, 则

τ(α+ β) = τ

 a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3

 =

 a1 + b1 + a3 + b3
a2 + b2
a3 + b3

 =

 a1 + a3
a2
a3

+

 b1 + b3
b2
b3

 = τ(α) + τ(β),

τ(kα) = τ

 ka1
ka2
ka3

 =

 ka1 + ka3
ka2
ka3

 = k

 a1 + a3
a2
a3

 = kτ(α).

因此, τ 是线性变换. 取 α0 =

 0
0
1

. 则
(στ)(α0) = σ(τ(α0)) = σ

 1
0
1

 =

 1
0
0

 ,
(τσ)(α0) = τ(σ(α0)) = τ

 0
0
0

 =

 0
0
0

 ,
所以, (στ)(α0) ̸= (τσ)(α0), 故 στ ̸= τσ

6. 上题告诉我们, 对于线性空间, 线性变换的乘法不具备交换律. 但是如果有特定的线性变换 σ, τ , 满

足 στ = τσ, 则称 σ, τ 是可换的. 今设 P 是线性空间 Rn×n 中的一个确定矩阵, 定义 Rn×n 的变换如下:

对于 Rn×n 中的任意矩阵 A, σ(A) = PA, τ(A) = AP . 试证: 1) σ, τ 都是线性变换; 2) σ, τ 是可换的.

证明: 1) 对于任意 A,B ∈ Rn×n, k ∈ R, σ(A + B) = P (A + B) = PA + PB = σ(A) + σ(B),

σ(kA) = P (kA) = k(PA) = kσ(A), τ(A+B) = (A+B)P = AP +BP = τ(A)+τ(B), τ(kA) = (kA)P =

k(AP ) = kτ(A), 所以, σ, τ 都是线性变换.

2) 对于任意 A ∈ Rn×n, (στ)(A) = σ(τ(A)) = σ(AP ) = P (AP ) = (PA)P = τ(PA) = τ(σ(A)), 所

以, στ = τσ, 即 σ, τ 是可换的.

7. 证明: 线性空间的可逆线性变换必定把线性无关向量组化为线性无关向量组.

证明: 反证法. 假设 α1, α2, · · · , αs 线性无关, 而 σ(α1), σ(α2), · · · , σ(αs) 线性相关. 注意到 σ−1 也

是线性变换. 则用 σ−1 作用后一向量组, 得出 σ−1(σ(α1)), σ
−1(σ(α2)), · · · , σ−1(σ(αs)) 线性相关,

即 α1, α2, · · · , αs 线性相关, 推出矛盾. 因此, 线性空间的可逆线性变换必定把线性无关向量组化为线性

无关向量组.

8. 设 σ 是线性空间 V 的可逆线性变换, α 是 V 中非零向量, 证明 σ(α) ̸= 0.

证明: 反证法. 假设 σ(α) = 0. 注意到 σ−1 也是线性变换, 两边用 σ−1 作用之, 得到 α = 1∗(α) =

σ−1(σ(α)) = σ−1(0) = 0, 推出矛盾. 所以 σ(α) ̸= 0.

9. 设 V 是数域 F 上线性空间, σ 是 V 的线性变换. 证明: σ 的值域(像集)

σ(V ) = {α|α = σ(α1), α1 ∈ V }
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是 V 的子空间.

证明: 由于 0 ∈ V,0 = σ(0), 0 ∈ σ(V ), 所以 σ(V ) 非空. 对于任意 α, β ∈ σ(V ), 存在 α1, β1 ∈ V , 使

得 α = σ(α1), β = σ(β1), 由于 σ 是线性空间 V 的线性变换, 则 α + β = σ(α1) + σ(β1) = σ(α1 + β1),

α1 + β1 ∈ V , 所以 α+ β ∈ σ(V ); 对于任意 k ∈ F , 则 kα = kσ(α1) = σ(kα1), kα1 ∈ V , 所以 kα ∈ σ(V ).

因此 σ(V ) 对于加法和数乘运算封闭, 所以它是 V 的子空间.

10. 对于数域 F 上线性空间 V 的线性变换 σ, 集合

σ−1{0} = {α|σ(α) = 0, α ∈ V }

称为线性变换 σ 的核. 证明它是 V 的子空间.

证明: 由于 0 ∈ V,0 = σ(0), 0 ∈ σ−1{0}, 所以 σ−1{0} 非空. 对于任意 α, β ∈ σ−1{0}, 由于 σ 是线

性空间 V 的线性变换, 则 σ(α+ β) = σ(α) + σ(β) = 0+ 0 = 0, α + β ∈ V , 所以 α + β ∈ σ−1{0}; 对于

任意 k ∈ F , 则 σ(kα) = kσ(α) = k0 = 0, kα ∈ V , 所以 kα ∈ σ−1{0}. 因此 σ−1{0} 对于加法和数乘运

算封闭, 所以它是 V 的子空间.

8.2 习习习题题题8.2

习习习题题题8.2(A)

本习题各题中的 F 均为数域.

1. 设线性空间 F 3 的线性变换 σ 为: 对于 α = (a1, a2, a3)
T, 则 σ(α) =

 2a1 − a2
a2 − a3
a2 + a3

. 求 σ 在

基 ε1 =

 1
0
0

, ε2 =

 0
1
0

, ε3 =

 0
0
1

 及基 η1 =

 1
1
0

, η2 =

 0
1
1

, η3 =

 0
0
1

 下的矩阵.

解: 由于

σ(ε1) =

 2
0
0

 = 2ε1, σ(ε2) =

 −1
1
1

 = −ε1 + ε2 + ε3, σ(ε3) =

 0
−1
1

 = −ε2 + ε3,

所以, σ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵

A =

 2 −1 0
0 1 −1
0 1 1

 .
由于

σ(η1) =

 1
1
1

 = η1 + η3, σ(η2) =

 −1
0
2

 = −η1 + η2 + η3, σ(η3) =

 0
−1
1

 = −η2 + 2η3,

所以, σ 在基 η1, η2, η3 下的矩阵

B =

 1 −1 0
0 1 −1
1 1 2

 .
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或者, 由于基 ε1, ε2, ε3 到基 η1, η2, η3 的过渡矩阵为

P =

 1 0 0
1 1 0
0 1 1

 ,
为求其逆, 进行下面的计算

(P,E) =

 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 −r1+r2
−−−→
−r2+r3

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −1 1 0
0 0 1 1 −1 1

 ,
可得

P−1 =

 1 0 0
−1 1 0
1 −1 1

 ,
所以, σ 在基 η1, η2, η3 下的矩阵

B = P−1AP =

 1 0 0
−1 1 0
1 −1 1

 2 −1 0
0 1 −1
0 1 1

 1 0 0
1 1 0
0 1 1


=

 2 −1 0
−2 2 −1
2 −1 2

 1 0 0
1 1 0
0 1 1

 =

 1 −1 0
0 1 −1
1 1 2

 .
2. 设线性空间 F 3 的线性变换 τ 为: 对于 α = (a1, a2, a3)

T, 则 τ(α) = (3a1,−a2, 2a3)T. 1) 证

明 τ 为可逆线性变换; 2) 求 τ 在基 η1 =

 −1
0
0

, η2 =

 1
1
0

, η3 =

 0
1
1

 下的矩阵; 3) 求线性变

换 τ3(τ3 = τττ) 在基 ε1 =

 1
0
0

, ε2 =

 0
1
0

, ε3 =

 0
0
1

 下的矩阵.

1) 证明: 由于

τ(ε1) =

 3
0
0

 = 3ε1, τ(ε2) =

 0
−1
0

 = −ε2, τ(ε3) =

 0
0
2

 = 2ε3,

所以, τ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵

A =

 3 0 0
0 −1 0
0 0 2

 ,
显然, |A| = −6 ̸= 0, A 可逆, 所以, τ 为可逆线性变换.

2) 解: 由于基 ε1, ε2, ε3 到基 η1, η2, η3 的过渡矩阵为

P =

 −1 1 0
0 1 1
0 0 1

 ,
为求其逆, 进行下面的计算

(P,E) =

 −1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 −r3+r2
−r2+r1
−−−→
r1×(−1)

 1 0 0 −1 1 −1
0 1 0 0 1 −1
0 0 1 0 0 1

 ,
可得

P−1 =

 −1 1 −1
0 1 −1
0 0 1

 ,
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所以, σ 在基 η1, η2, η3 下的矩阵

B = P−1AP =

 −1 1 −1
0 1 −1
0 0 1

 3 0 0
0 −1 0
0 0 2

 −1 1 0
0 1 1
0 0 1


=

 −3 −1 −2
0 −1 −2
0 0 2

 −1 1 0
0 1 1
0 0 1

 =

 3 −4 −3
0 −1 −3
0 0 2

 .
3) 解: 由于 τ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为 A, 所以 τ3 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为 A3, 即

A3 =

 3 0 0
0 −1 0
0 0 2

3

=

 27 0 0
0 −1 0
0 0 8

 .
3. 对于第 1, 2 题中的线性变换 σ, τ 求 στ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵. 并且对于 F 3 中任意向

量 α = (a1, a2, a3)
T, 求 (στ)(α).

解: 由于 σ, τ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵分别为如下的 A,B:

A =

 2 −1 0
0 1 −1
0 1 1

 , B =

 3 0 0
0 −1 0
0 0 2

 ,
所以, στ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为 C = AB, 即

C = AB =

 2 −1 0
0 1 −1
0 1 1

 3 0 0
0 −1 0
0 0 2

 =

 6 1 0
0 −1 −2
0 −1 2

 .
而 α = (a1, a2, a3)

T 在基 ε1, ε2, ε3 下的坐标为 (a1, a2, a3)
T, 故 (στ)(α) 在基 ε1, ε2, ε3 下的坐标为

C

 a1
a2
a3

 =

 6 1 0
0 −1 −2
0 −1 2

 a1
a2
a3

 =

 6a1 + a2
−a2 − 2a3
−a2 + 2a3

 ,
因此, (στ)(α) = (6a1 + a2,−a2 − 2a3,−a2 + 2a3)

T.

4. 设 V = R2×2, σ 是 V 的线性变换, 对于任意的 M ∈ V , 若 M =

[
a b
c d

]
, 则 σ(M) =[

b a+ b
c c+ d

]
. 1) 证明 σ 是可逆线性变换; 2) 求出 σ−1, 即对上面的矩阵 M , 求出 σ−1(M).

1) 证明: 取基 ε1 = E11, ε2 = E12, ε3 = E21, ε4 = E22. 由于

σ(ε1) =

[
0 1
0 0

]
= ε2, σ(ε2) =

[
1 1
0 0

]
= ε1 + ε2,

σ(ε3) =

[
0 0
1 1

]
= ε3 + ε4, σ(ε4) =

[
0 0
0 1

]
= ε4,

所以, σ 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的矩阵

A =


0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

 ,
显然, |A| = −1 ̸= 0, A 可逆, 所以, σ 为可逆线性变换.

2) 解: σ 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的矩阵为 A, 所以, σ−1 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的矩阵为 A−1. 为求 A−1,

进行下面的计算

(A,E) =


0 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1


−r1+r2
−r3+r4
−−−→
r1↔r2


1 0 0 0 −1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 −1 1

 ,
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可得

A−1 =


−1 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 −1 1

 ,
而 M =

[
a b
c d

]
在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的坐标为 (a, b, c, d)T, 故 σ−1(M) 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的坐标为

A−1


a
b
c
d

 =


−1 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 −1 1



a
b
c
d

 =


−a+ b
a
c

−c+ d

 ,
因此,

σ−1(M) = (−a+ b)ε1 + aε2 + cε3 + (−c+ d)ε4 =

[
−a+ b a
c −c+ d

]
.

习习习题题题8.2(B)

1. 证明: 线性变换 σ 可逆的充要条件是 σ 把基化为基(即若 ε1, ε2, · · · , εn 为基, 则 σ(ε1), σ(ε2), · · · ,

σ(εn) 仍为基).

证明: 由于线性变换 σ 可逆当且仅当 σ 在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的矩阵 A 可逆, 此时我们

有 σ(ε1, ε2, · · · , εn) = (ε1, ε2, · · · , εn)A, 故由线性空间的性质知, A可逆等价于 σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)线

性无关, 即 σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn) 为基, 因此, 线性变换 σ 可逆当且仅当 σ 把基化为基.

2. 设 ε1, ε2, ε3 是实数域 R 上的线性空间 V 的一个基, 线性变换 σ 使 σ(ε1) = ε3, σ(ε2) = ε2,

σ(ε3) = ε1, 求 σ 的所有特征值及全部特征向量.

解: 由条件知, σ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵

A =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .
从而 A 的特征多项式为

ψ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −1
0 λ− 1 0
−1 0 λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ2 − 1) = (λ+ 1)(λ− 1)2.

因此, σ 的所有特征值为 λ1 = −1, λ2 = 1(二重).

对于特征值 λ1 = −1, 求 A 对应于该特征值的全部特征向量, 解齐次线性方程组: (λ1E −A) = 0. 由

于

λ1E −A =

 −1 0 −1
0 −2 0

−1 0 −1

 −r1+r3
r1×(−1)
−−−→
r2×(− 1

2 )

 1 0 1
0 1 0
0 0 0

 ,
所以, R(λ1E − A) = 2, 基础解系含 3 − 2 = 1 个向量, 取 x3 = −1, 解得 x1 = 1, x2 = 0. 解得基础解

系 (1, 0,−1)T. 故 A 对应于特征值 λ1 = −1的全部特征向量为 k1(1, 0,−1)T = (k1, 0,−k1)T, 其中 k1 为

任意非零实数. 进而, σ 对应于特征值 λ1 = −1的全部特征向量为 k1ε1 − k1ε3 = k1(ε1 − ε3), 其中 k1 为

任意非零实数.
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对于特征值 λ2 = 1, 求 A对应于该特征值的全部特征向量, 解齐次线性方程组: (λ2E−A) = 0. 由于

λ2E −A =

 1 0 −1
0 0 0

−1 0 1

 r1+r3
−−−→

 1 0 −1
0 0 0
0 0 0

 ,
所以, R(λ2E − A) = 1, 基础解系含 3 − 1 = 2 个向量, 取

[
x2
x3

]
分别

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得 x1 =

0, x1 = 1. 得到基础解系 (0, 1, 0)T, (1, 0, 1)T. 故 A 对应于特征值 λ2 = 1的全部特征向量为 k2(0, 1, 0)
T +

k3(1, 0, 1)
T = (k3, k2, k3)

T, 其中 k2, k3 为不同时为零的任意实数. 进而, σ 对应于特征值 λ2 = 1的全部特

征向量为 k3ε1 + k2ε2 + k3ε3, 其中 k2, k3 为不同时为零的任意实数.

3. 对上题中的线性变换 σ, 试求 V 的另一个基 η1, η2, η3, 使 σ 在基 η1, η2, η3 下的矩阵为对角矩阵.

解: 设 σ 在基 η1, η2, η3 下的矩阵为对角矩阵 Λ, 从基 ε1, ε2, ε3 到基 η1, η2, η3 的过渡矩阵为 P . 由

于 σ 在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为 A, 则 Λ = P−1AP , 即在相似因子 P 作用下, 矩阵 A 可以相似对角化为

矩阵 Λ. 为此, 取 P 为 3 个线性无关特征向量构成的矩阵:

P =

 1 0 1
0 1 0

−1 0 1

 ,
此时, AP = PΛ, 其中 Λ = diag(−1, 1, 1), 而且

(η1, η2, η3) = (ε1, ε2, ε3)P = (ε1 − ε3, ε2, ε1 + ε3),

故 σ 在基 η1 = ε1 − ε3, η2 = ε2, η3 = ε1 + ε3 下的矩阵为 Λ = diag(−1, 1, 1).

4. 设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间, σ 是 V 的线性变换. 如果有 λ0 ∈ F 及 α ∈ V (α ̸= 0),

使 σ(α) = λ0α, 证明: λ0 为 σ 的特征值, α 是 σ 对应于特征值 λ0 的特征向量.

证明: 任取 V 的一个基 ε1, ε2, · · · , εn. 设线性变换 σ 在该基下的矩阵为 A. 若 λ0 ∈ F 及 α ∈ V (α ̸=

0), 使 σ(α) = λ0α, 记 α 在该基下的坐标为 x, 则 x 不为 n 维零向量(否则, 推出 α = 0, 矛盾). 此时,

σ(α) 在该基下的坐标为 Ax. 又由于 λ0α 在该基下的坐标为 λ0x, 而 σ(α) = λ0α, 所以得出 σ(α) 在该基

下的坐标又为 λ0x, 而一个向量在同一基下坐标唯一, 因此, Ax = λ0x, 故 λ0 是 A 的特征值, x 为 A 对应

于特征值 λ0 的特征向量, 进而, λ0 为 σ 的特征值, α 是 σ 对应于特征值 λ0 的特征向量.

8.3 习习习题题题8.3

1. 证明: 线性空间 V 的任一子空间 V1 都是数乘变换 k∗ 的不变子空间.

证明: 对于任意 α ∈ V1, 由于 V1 是子空间, 所以 kα ∈ V1, 故 k∗(α) = kα ∈ V1, 因此, V1 都是数乘变

换 k∗ 的不变子空间.

2. 设 σ 是线性空间 V 的线性变换, ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基. 证明 σ(V ) = L(σ(ε1), σ(ε2), · · · ,

σ(εn)).

证明: 对于任意 α ∈ σ(V ), 存在 α1 ∈ V 使得 α = σ(α1). 对于 α1 ∈ V , 由 ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一
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个基, 则存在数域中的数 k1, k2, · · · , kn, 使得 α1 = k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ knεn, 进而, 由 σ 是线性空间 V 的

线性变换知, σ(α1) = k1σ(ε1) + k2σ(ε2) + · · · + knσ(εn), 即 α = k1σ(ε1) + k2σ(ε2) + · · · + knσ(εn), 故

有 α ∈ L(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)), 由此及 α 的任意性知, σ(V ) ⊆ L(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)).

对于任意 α ∈ L(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)), 存在数域中的数 k1, k2, · · · , kn, 使得 α = k1σ(ε1) +

k2σ(ε2) + · · · + knσ(εn), 由 σ 是线性空间 V 的线性变换知, α = σ(k1ε1 + k2ε2 + · · · + knεn), 记 α1 =

k1ε1+k2ε2+ · · ·+knεn,则 α1 ∈ V , α = σ(α1) ∈ σ(V ),由此及 α的任意性知, σ(V ) ⊇ L(σ(ε1), σ(ε2), · · · ,

σ(εn)).

由以上两方面的事实得出 σ(V ) = L(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)).

3. 设线性空间 V = R2×2, 线性变换 σ: 对于 A =

[
a b
c d

]
∈ V , 则 σ(A) =

[
a b
c 0

]
, 试求 σ(V ).

提示: 利用上题结果.

解: 取 V = R2×2 的一个基

ε1 =

[
1 0
0 0

]
, ε2 =

[
0 1
0 0

]
, ε3 =

[
0 0
1 0

]
, ε4 =

[
0 0
0 1

]
.

则

σ(ε1) =

[
1 0
0 0

]
= ε1, σ(ε2) =

[
0 1
0 0

]
= ε2, σ(ε3) =

[
0 0
1 0

]
= ε3, σ(ε4) =

[
0 0
0 0

]
= O.

于是 σ(V ) = L(σ(ε1), σ(ε2), σ(ε3), σ(ε4)), 即

σ(V ) = L(ε1, ε2, ε3, O) =

{[
a b
c 0

] ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

}
.

4. 设线性空间 V = R[x]3, 线性变换 σ 即求导变换. 1) 试证 V 的子空间 V1 = R[x]2 是 σ 的不变子

空间, 而子空间 V2 = {ax2 + b | a, b ∈ R} 则不是 σ 的不变子空间; 2) 求出 σ(V ) 及 σ−1{0}.

1) 证明: 对于任意 f(x) = a0 + a1x ∈ V1, σ(f(x)) = f ′(x) = a1 ∈ R[x]2 = V1, 故 V1 是 σ 的不变子

空间. 对于 f(x) = ax2 + b ∈ V2, 当 a ̸= 0 时, σ(f(x)) = f ′(x) = 2ax /∈ V2, 故 V2 不是 σ 的不变子空间.

2) 解: 对于任意 g(x) ∈ σ(V ), 存在 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 ∈ V 使得 g(x) = σ(f(x)), 故 g(x) =

f ′(x) = a1+2a2x ∈ R[x]2 = V1,因此 σ(V ) ⊆ V1. 对于任意 g(x) = a0+a1x ∈ V1,记 f(x) = a0x+
a1

2 x
2 ∈

R[x]3 = V , 则 g(x) = f ′(x) = σ(f(x)) ∈ σ(V ), 所以, V1 ⊆ σ(V ). 由此得出, σ(V ) = V1 = R[x]2.

对于任意 f(x) ∈ σ−1{0}, σ(f(x)) = f ′(x) = 0, 所以 f(x) ≡ c ∈ R, 故 σ−1{0} ⊆ R. 对于任

意 c ∈ R, σ(c) = c′ = 0, 所以 c ∈ σ−1{0}, 因此, σ−1{0} ⊇ R. 由此得出, σ−1{0} = R.

5. 设 σ 是 n 维线性空间 V 的可逆线性变换, 证明: σ(V ) = V, σ−1{0} = {0}.

证明: 显然 σ(V ) ⊆ V . 对于任意 α ∈ V , 因为 σσ−1 = 1∗, 所以, α = 1∗(α) = (σσ−1)(α) =

σ(σ−1(α)), 而由 σ−1 是 V 的线性变换知, σ−1(α) ∈ V , 因此, α ∈ σ(V ), 因而, V ⊆ σ(V ). 故 σ(V ) = V .

对于任意 α ∈ σ−1{0}, σ(α) = 0, 又因为 σ−1σ = 1∗, 所以, α = 1∗(α) = (σ−1σ)(α) = σ−1(σ(α)) =

σ−1(0), 而由 σ−1 是 V 的线性变换知, σ−1(0) = 0, 因此, α = 0, 因而, σ−1{0} = {0}.
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9 第第第九九九章章章

9.1 习习习题题题9.1

习习习题题题9.1(A)

1. 设 V 是实数域 R 上的 n 维线性空间, ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的一个基, 对于 V 中向量 α =

x1ε1 + x2ε2 + · · ·+ xnεn, β = y1ε1 + y2ε2 + · · ·+ ynεn, 定义内积为 (α, β) = x1y1 + 2x2y2 + · · ·+ nxnyn,

证明 V 在此内积下构成一个欧氏空间.

证明: 首先, 对于任意 α, β ∈ V , (α, β) 是由 α, β 确定的一个实数. 其次, 证明内积满足欧氏空间定义

中的四个条件: 对于任意 α, β, γ ∈ V , 任意实数 k, 有

(1) (α, β) = x1y1 + 2x2y2 + · · ·+ nxnyn = y1x1 + 2y2x2 + · · ·+ nynxn = (β, α);

(2) (kα, β) = kx1y1 + 2kx2y2 + · · ·+ nkxnyn = k(x1y1 + 2x2y2 + · · ·+ nxnyn) = k(α, β);

(3) (α + β, γ) = (x1 + y1)z1 + 2(x2 + y2)z2 + · · · + n(xn + yn)zn = x1z1 + 2x2z2 + · · · + nxnzn +

y1z1 + 2y2z2 + · · ·+ nynzn = (α, γ) + (β, γ);

(4) 当 α ̸= 0 时, x1, x2, · · · , xn 不全为零, (α, α) = x21 + 2x22 + · · ·+ nx2n > 0.

于是, V 对于所给出的内积运算构成一个欧氏空间.

2. 设 V 是实数域R上的 n维线性空间, ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的基, A是一个 n阶正定矩阵. 定义 V 的

内积如下: 对于 V 中向量 α, β, 如果它们在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标分别为 x, y, 则 (α, β) = xTAy. 证

明 V 是一个欧氏空间.

证明: 首先, 对于任意 α, β ∈ V , (α, β) 是由 α, β 确定的一个实数. 其次, 证明内积满足欧氏空间定义

中的四个条件: 对于任意 α, β, γ ∈ V , 任意实数 k, 有

(1) (α, β) = xTAy = (xTAy)T = yTATx = yTAx = (β, α);

(2) (kα, β) = (kx)TAy = k(xTAy) = k(α, β);

(3) (α+ β, γ) = (x+ y)TAz = (xT + yT)Az = xTAz + yTAz = (α, γ) + (β, γ);

(4) 由 A 是正定矩阵知 xTAx 是正定二次型. 所以, 当 α ̸= 0 时, x1, x2, · · · , xn 不全为零,

(α, α) = xTAx > 0.

于是, V 对于所给出的内积运算构成一个欧氏空间.

3. 设 V 是区间 [a, b] 上全体连续函数的集合. 证明: 对于任意的 f(x), g(x) ∈ V , 有(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤
(∫ b

a

f2(x)dx

)(∫ b

a

g2(x)dx

)
.

证明: 由于集合 V 对于相应的内积运算构成欧氏空间, 故由 Cauchy-Schwarz 不等式知, 对于任
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意 f, g ∈ V , 有 |(f, g)| ≤ ||f || · ||g||, 即有 (f, g)2 ≤ ||f ||2 · ||g||2 = (f, f)(g, g), 也即下式成立(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤
(∫ b

a

f2(x)dx

)(∫ b

a

g2(x)dx

)
.

4. 证明: 在欧氏空间中, 如果向量 α 与向量 β1, β2, · · · , βs 都正交, 则 α 与 β1, β2, · · · , βs 的任一线

性组合也正交.

证明: 对于任意实数 k1, k2, · · · , ks, (α, k1β1 + k2β2 + · · · + ksβs) = k1(α, β1) + k2(α, β2) + · · · +

ks(α, βs) = 0, 故 α 与 k1β1 + k2β2 + · · ·+ ksβs 正交, 即 α 与 β1, β2, · · · , βs 的任一线性组合正交.

5. 在欧氏空间 R4(内积为实数组向量的通常内积)中, 已知

β1 =


1
1
0
0

 , β2 =


1
1

−1
−1

 , β3 =


1

−1
1

−1

 ,
试求出与 β1, β2, β3 都正交的单位向量.

解: 设与 β1, β2, β3 都正交的向量 α = (x1, x2, x3, x3)
T. 由正交的条件得到齐次方程组 1 1 0 0

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1



x1
x2
x3
x4

 =


0
0
0
0

 .
将其系数矩阵施行初等行变换

A =

 1 1 0 0
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1

 −r1+r2
−r1+r3
−−−→
r2+r3
1
2 r3+r1

 1 0 0 −1
0 0 −1 −1
0 −2 0 −2

 r2×(−1)

r3×(− 1
2 )

−−−→
r2↔r3

 1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1

 ,
所以 R(A) = 3,基础解系含 4−3 = 1个向量,取 x4 = 1,解得 x1 = 1, x2 = −1, x3 = −1;或者取 x4 = −1,

解得 x1 = −1, x2 = 1, x3 = 1. 所以与 β1, β2, β3 都正交的向量 α = (1,−1,−1, 1)T, 或 (−1, 1, 1,−1)T. 将

其单位化, 得到与 β1, β2, β3 都正交的单位向量 ( 12 ,−
1
2 ,−

1
2 ,

1
2 )

T, 或 (−1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,−

1
2 )

T.

6. 求上题中向量 β1, β2, β3 的长度及它们两两之间的夹角.

解: 由于 ||β1|| =
√
2, ||β2|| = ||β3|| = 2, (β1, β2) = 2, (β1, β3) = (β2, β3) = 0, 所以, β1 与 β3 正交, 夹

角为 π
2 ; β2 与 β3 正交, 夹角为 π

2 . β1 与 β2 的夹角为

arccos
(β1, β2)

||β1|| · ||β2||
= arccos

2√
2 · 2

= arccos
1√
2
=
π

4
.

习习习题题题9.1(B)

1. 对于实数域 R上的线性空间 Rm×n,规定内积如下: 对于 Rm×n 中任意元素 A = (aij), B = (bij),

(A,B) = tr(BTA) =
∑n

i=1

∑m
j=1 ajibji, 证明 Rm×n 对此内积构成欧氏空间.

证明: 首先, 对于任意 A,B ∈ Rm×n, (A,B) 是由 A,B 确定的一个实数. 其次, 证明内积满足欧氏空

间定义中的四个条件: 对于任意 A,B,C ∈ Rm×n, 任意实数 k, 有

(1) (A,B) = tr(BTA) = tr((BTA)T) = tr(ATB) = (B,A);

(2) (kA,B) = tr(BT(kA)) = tr(kBTA) = ktr(BTA) = k(B,A);
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(3) (A+B,C) = tr(CT(A+B)) = tr(CTA+ CTB) = tr(CTA) + tr(CTB) = (A,C) + (B,C);

(4)当 A ̸= O 时,元素 aij(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)不全为零, (A,A) = tr(ATA) =
∑n

i=1

∑m
j=1 a

2
ji > 0.

于是, Rm×n 对于所给出的内积运算构成一个欧氏空间.

2. 设 α1, α2, · · · , αn 是 n 维欧氏空间 V 的一个基, 如果 V 中向量 β 使 (β, αi) = 0, i = 1, 2, · · · , n,

证明 β = 0.

证明: 由于 α1, α2, · · · , αn 是 n 维欧氏空间 V 的一个基, β ∈ V , 故 β 可以由 α1, α2, · · · , αn 线性

表示, 即存在实数 k1, k2, · · · , kn 使得 β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn, 则 (β, β) = k1(β, α1) + k2(β, α2) +

· · ·+ kn(β, αn) = 0, 因此, β = 0.

3. 在欧氏空间 V 中, 定义任意两个向量 α, β 的距离为 d{α, β} = ||α − β||, 证明: 对于 V 中任意向

量 α, β, γ, 有 d{α, γ} ≤ d{α, β}+ d{β, γ}.

证明: 由长度的三角不等式得到 d{α, γ} = ||α − γ|| = ||(α − β) + (β − γ)|| ≤ ||α − β||+ ||β − γ|| =

d{α, β}+ d{β, γ}.

9.2 习习习题题题9.2

习习习题题题9.2(A)

1. 设欧氏空间 R4(内积为实数组向量的通常内积)的一个基为

α1 =


1
0
0
0

 , α2 =


1
1
0
0

 , α3 =


1
1
1
0

 , α4 =


1
1
1
1

 ,
求这个基的度量矩阵 A.

解: 由于
a11 = (α1, α1) = 1, a12 = (α1, α2) = 1, a13 = (α1, α3) = 1, a14 = (α1, α4) = 1,

a21 = (α2, α1) = 1, a22 = (α2, α2) = 2, a23 = (α2, α3) = 2, a24 = (α2, α4) = 2,

a31 = (α3, α1) = 1, a32 = (α3, α2) = 2, a13 = (α3, α3) = 3, a34 = (α3, α4) = 3,

a41 = (α4, α1) = 1, a42 = (α4, α2) = 2, a43 = (α4, α3) = 3, a44 = (α4, α4) = 4,

所以, 此基的度量矩阵

A =


1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

 .
2. 已知在线性空间 R4 上定义的内积使 R4 成为欧氏空间, 又知 ε1 = (1, 0, 0, 0)T, ε2 = (0, 1, 0, 0)T,

ε3 = (0, 0, 1, 0)T, ε4 = (0, 0, 0, 1)T 的度量矩阵为

A =


2 1 0 −1
1 2 −1 0
0 −1 2 1

−1 0 1 3

 ,
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1) 求基 α1 = (1,−1, 0, 0)T, α2 = (−1, 2, 0, 0)T, α3 = (0, 1, 2, 1)T, α4 = (1, 0, 1, 1)T 的度量矩阵 B;

2) 求实数 a, 使向量 α = (1, a, 2,−1)T 与向量 β = (1,−1, 2, 0)T 正交.

解: 1) 由基 ε1, ε2, ε3, ε4 到基 α1, α2, α3, α4 的过渡矩阵 P :

(α1, α2, α3, α4) = (ε1, ε2, ε3, ε4)P = (ε1, ε2, ε3, ε4)


1 −1 0 1

−1 2 1 0
0 0 2 1
0 0 1 1

 ,
则基 α1, α2, α3, α4 的度量矩阵为

B = PTAP =


1 −1 0 0

−1 2 0 0
0 1 2 1
1 0 1 1




2 1 0 −1
1 2 −1 0
0 −1 2 1

−1 0 1 3




1 −1 0 1
−1 2 1 0
0 0 2 1
0 0 1 1



=


1 −1 1 −1
0 3 −2 1
0 0 4 5
1 0 3 3




1 −1 0 1
−1 2 1 0
0 0 2 1
0 0 1 1

 =


2 −3 0 1

−3 6 0 −1
0 0 13 9
1 −1 9 7

 .
2) 由于 α, β 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的坐标分别为 (1, a, 2,−1)T, (1,−1, 2, 0)T, 此基的度量矩阵为 A, 所

以

0 = (α, β) = (1, a, 2,−1)A


1

−1
2
0

 = (1, a, 2,−1)


2 1 0 −1
1 2 −1 0
0 −1 2 1

−1 0 1 3




1
−1
2
0



= (3 + a,−1 + 2a, 3− a,−2)


1

−1
2
0

 = 3 + a+ 1− 2a+ 6− 2a = 10− 3a,

所以, a = 10
3 .

3. 设 V 是 3 维欧氏空间, ε1, ε2, ε3 是 V 的标准正交基, 证明

η1 =
1

3
(2ε1 + 2ε2 − ε3), η2 =

1

3
(2ε1 − ε2 + 2ε3), η3 =

1

3
(ε1 − 2ε2 − 2ε3)

也是 V 的标准正交基.

证明: 由于

(η1, η2, η3) = (ε1, ε2, ε3)

 2
3

2
3

1
3

2
3 − 1

3 −2
3

−1
3

2
3 −2

3

 = (ε1, ε2, ε3)P,

显然 P 的列向量组是单位正交组, 即 P 是正交矩阵, 而 P 又是标准正交基 ε1, ε2, ε3 到基 η1, η2, η3 的过

渡矩阵, 所以, 由 P 是正交矩阵知, η1, η2, η3 也是 V 的标准正交基.

4. 设 ε1, ε2, ε3, ε4, ε5 是 5 维欧氏空间 V 的一个标准正交基, α1 = ε1 + ε5, α2 = ε1 − ε2,

α3 = 2ε1 + ε2 + ε3, 求子空间 L(α1, α2, α3) 的一个标准正交基.



144

解: α1, α2, α3 在基 ε1, ε2, ε3, ε4, ε5 下的坐标作为列向量组构成矩阵
1 1 2
0 −1 1
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,
显然有一个 3 阶子式不为零, 故其列秩为 3, 即坐标组线性无关, 因此, α1, α2, α3 线性无关, 是子空

间 L(α1, α2, α3) 的一个基. 下面先将其正交化.

令 β1 = α1 = ε1 + ε5, 则 ||β1||2 = (β1, β1) = (1, 0, 0, 0, 1)(1, 0, 0, 0, 1)T = 2, ||β1|| =
√
2. 令 β2 =

k
(2)
1 β1 + α2, 其中

k
(2)
1 = − (α2, β1)

(β1, β1)
= −1

2
(1,−1, 0, 0, 0)(1, 0, 0, 0, 1)T = −1

2
,

故

β2 = −1

2
β1 + α2 = −1

2
(ε1 + ε5) + (ε1 − ε2) =

1

2
(ε1 − 2ε2 − ε5),

||β2||2 = (β2, β2) = ( 12 ,−1, 0, 0,−1
2 )(

1
2 ,−1, 0, 0,− 1

2 )
T = 3

2 , ||β2|| =
√
6
2 . 再令 β3 = k

(3)
1 β1 + k

(3)
2 β2 + α3,

其中

k
(3)
1 = − (α3, β1)

(β1, β1)
= −1

2
(2, 1, 1, 0, 0)(1, 0, 0, 0, 1)T = −1,

k
(3)
2 = − (α3, β2)

(β2, β2)
= −2

3
(2, 1, 1, 0, 0)(

1

2
,−1, 0, 0,−1

2
)T = 0,

故

β3 = −β1 + α3 = −(ε1 + ε5) + (2ε1 + ε2 + ε3) = ε1 + ε2 + ε3 − ε5,

||β3||2 = (β3, β3) = (1, 1, 1, 0,−1)(1, 1, 1, 0,−1)T = 4, ||β3|| = 2.

将其单位化. 令 η1 = β1

||β1|| =
√
2
2 (ε1 + ε5), η2 = β2

||β2|| =
√
6
3 · 1

2 (ε1 − 2ε2 − ε5) =
√
6
6 (ε1 − 2ε2 − ε5),

η3 = β3

||β3|| =
1
2 (ε1 + ε2 + ε3 − ε5). 则 η1, η2, η3 即为子空间 L(α1, α2, α3) 的一个标准正交基.

5. 已知 3 维欧氏空间 V 的基 α1, α2, α3 的度量矩阵为

A =

 1 1 0
1 2 −1
0 −1 5

 ,
求 V 的一个标准正交基. 提示: 将 α1, α2, α3 正交化, 再单位化.

解: 先将其正交化. 令 β1 = α1, 则 ||β1||2 = (β1, β1) = (α1, α1) = a11 = 1, ||β1|| = 1. 令 β2 =

k
(2)
1 β1 + α2, 其中

k
(2)
1 = − (α2, β1)

(β1, β1)
= −(α2, α1) = −a21 = −1,

故

β2 = −β1 + α2 = −α1 + α2,
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||β2||2 = (β2, β2) = (−α1+α2,−α1+α2) = (α1, α1)−2(α1, α2)+(α2, α2) = a11−2a12+a22 = 1−2+2 = 1,

||β2|| = 1. 再令 β3 = k
(3)
1 β1 + k

(3)
2 β2 + α3, 其中

k
(3)
1 = − (α3, β1)

(β1, β1)
= −(α3, α1) = −a31 = 0,

k
(3)
2 = − (α3, β2)

(β2, β2)
= −(α3,−α1 + α2) = a31 − a32 = 1,

故

β3 = β2 + α3 = −α1 + α2 + α3,

||β3||2 = (β3, β3) = (−α1+α2+α3,−α1+α2+α3) = (α1, α1)+(α2, α2)+(α3, α3)−2(α1, α2)−2(α1, α3)+

2(α2, α3) = a11 + a22 + a33 − 2a12 − 2a13 + 2a23 = 1 + 2 + 5− 2− 0− 2 = 4, ||β3|| = 2.

将其单位化. 令 ε1 = β1

||β1|| = α1, ε2 = β2

||β2|| = −α1 + α2, ε3 = β3

||β3|| = 1
2 (−α1 + α2 + α3).

则 ε1, ε2, ε3 即为 V 的一个标准正交基.

6. 已知线性空间 R[x]4 对于内积 (f(x), g(x)) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx 构成一个线性空间. 从

基 1, x, x2, x3 出发, 经正交单位化求一个标准正交基.

解: 先将其正交化. 令 g1(x) = f1(x) = 1, 则 ||g1||2 = (g1, g1) = (f1, f1) =

∫ 1

−1

12dx = 2, ||β1|| =
√
2.

令 g2 = k
(2)
1 g1 + f2, 其中

k
(2)
1 = − (f2, g1)

(g1, g1)
= −1

2

∫ 1

−1

xdx = 0,

故

g2(x) = f2(x) = x,

||g2||2 = (g2, g2) =

∫ 1

−1

x2dx =
2

3
, ||g2|| =

√
6
3 . 再令 g3 = k

(3)
1 g1 + k

(3)
2 g2 + f3, 其中

k
(3)
1 = − (f3, g1)

(g1, g1)
= −1

2
(f3, g1) = −1

2

∫ 1

−1

x2dx = −1

2
· 2
3
= −1

3
,

k
(3)
2 = − (f3, g2)

(g2, g2)
= −3

2
(f3, g2) = −3

2

∫ 1

−1

x3dx = −3

2
· 0 = 0,

故

g3(x) = −1

3
g1(x) + f3(x) = x2 − 1

3
,

||g3||2 = (g3, g3) =

∫ 1

−1

(x2 − 1

3
)2dx =

∫ 1

−1

(x4 − 2

3
x2 +

1

9
)dx =

2

5
− 4

9
+

2

9
=

8

45
, ||g3|| = 2

15

√
10. 再

令 g4 = k
(4)
1 g1 + k

(4)
2 g2 + k

(4)
3 g3 + f4, 其中

k
(4)
1 = − (f4, g1)

(g1, g1)
= −1

2
(f4, g1) = −1

2

∫ 1

−1

x3dx = −1

2
· 0 = 0,

k
(4)
2 = − (f4, g2)

(g2, g2)
= −3

2
(f4, g2) = −3

2

∫ 1

−1

x4dx = −3

2
· 2
5
= −3

5
,

k
(4)
3 = − (f4, g3)

(g3, g3)
= −45

8
(f4, g3) = −45

8

∫ 1

−1

(x5 − 1

3
x3)dx = −45

8
· 0 = 0,
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故

g4(x) = −3

5
g2(x) + f4(x) = x3 − 3

5
x,

||g4||2 = (g4, g4) =

∫ 1

−1

(x3 − 3

5
x)2dx =

∫ 1

−1

(x6 − 6

5
x4 +

9

25
x2)dx =

2

7
− 12

25
+

18

75
=

8

175
, ||g4|| = 2

35

√
14.

将其单位化. 令 h1(x) = g1(x)
||g1|| =

√
2
2 , h2(x) = g2(x)

||g2|| =
√
6
2 x, h3(x) = g3(x)

||g3|| = 3
√
10
4 (x2 − 1

3 ) =

3
√
10
4 x2−

√
10
4 , h4(x) =

g4(x)
||g4|| =

5
√
14
4 (x3− 3

5x) =
5
√
14
4 x3− 3

√
14
4 x, 则 h1, h2, h3, h4 即为欧氏空间 R[x]4 的

一个标准正交基.

7. 设 ε1, ε2, ε3 是欧氏空间 V 的一个基, 该基的度量矩阵为

A =

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 .
已知 V 的子空间 V1 的一个基为 α1 = ε1 + ε2, α2 = ε1 + ε2 − ε3, 1) 证明 α1, α2 是 V1 的一个正交基; 2)

求 V1 的正交补 V ⊥
1 的一个基.

1) 证明: 因为 α1, α2 在基 ε1, ε2, ε3 下的坐标为 (1, 1, 0)T, (1, 1,−1)T, 所以,

(α1, α2) = (1, 1, 0)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 1
1

−1

 = (0, 1, 1)

 1
1

−1

 = 0.

所以, α1, α2 正交, α1, α2 是 V1 的一个正交基.

2) 只需再找 V 中向量 α3 使得 α1, α2, α3 成为 V 的一个正交基, 则 α3 即为 V ⊥
1 的一个基.

方法一. 设 α3 = x1ε1 + x2ε2 + x3ε3. 由 (α1, α3) = 0, 得到

(1, 1, 0)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 x1
x2
x3

 = (0, 1, 1)

 x1
x2
x3

 = 0;

由 (α2, α3) = 0, 得到

(1, 1,−1)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 x1
x2
x3

 = (−2, 2,−5)

 x1
x2
x3

 = 0.

因此, 得到齐次方程组 [
0 1 1

−2 2 −5

] x1
x2
x3

 =

[
0
0

]
.

系数矩阵施行初等行变换 [
0 1 1

−2 2 −5

]
−2r1+r2
−−−→
r2×(−1)

r1↔r2

[
2 0 7
0 1 1

]
,

秩为 2, 基础解系含 3 − 2 = 1 个向量, 取 x3 = −2, 解得 x1 = 7, x2 = 2, 得到基础解系 x = (7, 2,−2)T,

因此, α3 = 7ε1 + 2ε2 − 2ε3 为 V ⊥
1 的一个基.

方法二. 先将 α1, α2 扩充为 V 的一个基 α1, α2, ξ, 为此取 ξ = ε1, 因为∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 0
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0,
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α1, α2, ξ 在基 ε1, ε2, ε3 下的坐标组线性无关, 所以 α1, α2, ξ 线性无关, 是 V 的一个基. 再将其正交化. 因

为 α1, α2 已经正交, 令 α3 = k
(3)
1 α1 + k

(2)
2 α2 + ξ, 其中

k
(3)
1 = − (ξ, α1)

(α1, α1)
, k

(3)
2 = − (ξ, α2)

(α2, α2)
.

而

(α1, α1) = (1, 1, 0)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 1
1
0

 = (0, 1, 1)

 1
1
0

 = 1,

(ξ, α1) = (1, 0, 0)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 1
1
0

 = (1,−1, 2)

 1
1
0

 = 0,

(α2, α2) = (1, 1,−1)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 1
1

−1

 = (−2, 2,−5)

 1
1

−1

 = 5,

(ξ, α2) = (1, 0, 0)

 1 −1 2
−1 2 −1
2 −1 6

 1
1
0

 = (1,−1, 2)

 1
1

−1

 = −2,

所以, k
(3)
1 = 0, k

(3)
2 = −−2

5 = 2
5 , α3 = 2

5α2 + ξ = 7
5ε1 +

2
5ε2 −

2
5ε3, α3 为 V ⊥

1 的一个基.

习习习题题题9.2(B)

1. 设 V 是 n 维欧氏空间, 由基 ε1, ε2, · · · , εn 到基 η1, η2, · · · , ηn 的变换矩阵为 P , 已知

基 ε1, ε2, · · · , εn 的度量矩阵为 A, 试证基 η1, η2, · · · , ηn 的度量矩阵为 B = PTAP .

证明: 由基 ε1, ε2, · · · , εn 到基 η1, η2, · · · , ηn 的变换矩阵为 P ,即 (η1, η2, · · · , ηn) = (ε1, ε2, · · · , εn)P ,

设 P 按列分快为 P = (p1, p2, · · · , pn), 则 pi 为 ηi 在基 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标. 若记基 η1, η2, · · · , ηn 的

度量矩阵为 B = (bij), 则 bij = (ηi, ηj) = pTi Apj , 所以

B =


pT1Ap1 pT1Ap2 · · · pT1Apn
pT2Ap1 pT2Ap2 · · · pT2Apn

...
...

...
pTnAp1 pTnAp2 · · · pTnApn

 =


pT1A
pT2A
...

pTnA

 (p1, p2, · · · , pn)

=


pT1
pT2
...
pTn

A(p1, p2, · · · , pn) = PTAP.

2. 已知欧氏空间 R4(内积为实数组向量的通常内积)的一个基

α1 = (1, 1, 1, 1)T, α2 = (3, 3, 1, 1)T, α3 = (3, 1, 3, 1)T, α4 = (3,−1, 4, 2)T.

试用 Schmidt 单位正交化方法求 R4 的一个标准正交基.

解: 先将其正交化. 令 β1 = α1, 则 ||β1||2 = (β1, β1) = (α1, α1) = 4, ||β1|| = 2. 令 β2 = k
(2)
1 β1 + α2,

其中

k
(2)
1 = − (α2, β1)

(β1, β1)
= −1

4
(α2, α1) = −8

4
= −2,
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故

β2 = −2β1 + α2 = −2α1 + α2 = (1, 1,−1,−1)T,

||β2||2 = (β2, β2) = 4, ||β2|| = 2. 再令 β3 = k
(3)
1 β1 + k

(3)
2 β2 + α3, 其中

k
(3)
1 = − (α3, β1)

(β1, β1)
= −1

4
· 8 = −2, k

(3)
2 = − (α3, β2)

(β2, β2)
= −1

4
· 0 = 0,

故

β3 = −2β1 + α3 = (1,−1, 1,−1)T,

||β3||2 = (β3, β3) = 4, ||β3|| = 2. 再令 β3 = k
(4)
1 β1 + k

(4)
2 β2 + k

(4)
3 β3 + α4, 其中

k
(4)
1 = − (α4, β1)

(β1, β1)
= −1

4
·8 = −2, k

(4)
2 = − (α4, β2)

(β2, β2)
= −1

4
· (−4) = 1, k

(4)
3 = − (α4, β3)

(β3, β3)
= −1

4
·6 = −3

2
,

故

β4 = −2β1 + β2 −
3

2
β3 + α4 = (

1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2
)T =

1

2
(1,−1,−1, 1)T,

||β4||2 = (β4, β4) = 1, ||β4|| = 1.

将 β1, β2, β3, β4 单位化. 令 ε1 = β1

||β1|| =
1
2 (1, 1, 1, 1)

T, ε2 = β2

||β2|| =
1
2 (1, 1,−1,−1)T, ε3 = β3

||β3|| =

1
2 (1,−1, 1,−1)T, ε4 = β4

||β4|| =
1
2 (1,−1,−1, 1)T, 则 ε1, ε2, ε3, ε4 即为 R4 的一个标准正交基.

9.3 习习习题题题9.3

习习习题题题9.3(A)

1. 设 R2 是所有 2 维实向量对于通常的向量加法、数乘和内积运算所成的欧氏空间. 定义 R2 的

线性变换 σ, τ 如下: 对于 R2 中的任意向量 α = (a1, a2)
T, σ(α) = (a1,−a2)T, τ(α) = (−a1, a2)T. 1) 判

明 σ, τ 是不是正交变换?是不是对称变换? 2) 判明 σ + τ 及 στ 都是怎样的线性变换.

解: 1) 方法一. 由于对于 R2 中的任意向量 α = (a1, a2)
T, β = (b1, b2)

T,

(σ(α), σ(β)) = a1b1 + (−a2)(−b2) = a1b1 + a2b2 = (α, β),

(τ(α), τ(β)) = (−a1)(−b1) + a2b2 = a1b1 + a2b2 = (α, β),

(σ(α), β) = a1b1 + (−a2)b2 = a1b1 + a2(−b2) = (α, σ(β)),

(τ(α), β) = (−a1)b1 + a2b2 = a1(−b1) + a2b2 = (α, τ(β)),

所以 σ, τ 是正交变换, 也是对称变换.

方法二. 取 R2 的标准正交基 ε1 = (1, 0)T, ε2 = (0, 1)T. 则

σ(ε1, ε2) = (ε1, ε2)

[
1 0
0 −1

]
=: (ε1, ε2)A, τ(ε1, ε2) = (ε1, ε2)

[
−1 0
0 1

]
=: (ε1, ε2)B,

σ, τ 在标准正交基 ε1, ε2 下的矩阵 A, B, 既是正交矩阵, 又是对称矩阵, 因此, σ, τ 是正交变换, 也是对称

变换.
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2) 线性变换 σ + τ 在标准正交基 ε1, ε2 下的矩阵为 A+ B = O, 故 σ + τ = 0∗, 即 σ + τ 是零变换,

是对称变换, 不是正交变换; 线性变换 στ 在标准正交基 ε1, ε2 下的矩阵为 AB = −E, 故 σ + τ = (−1)∗,

即 σ + τ 是负变换, 是正交变换, 也是对称变换.

2. 设 V 是 2 维欧氏空间, ε1, ε2 是 V 的标准正交基, η1 = −ε1, η2 = ε1 + 2ε2. 已知 V 的线性变

换 σ 在基 η1, η2 下的矩阵为

A =

[
1 −2
0 −1

]
,

问 σ 是不是对称变换?是不是正交变换?为什么?

解: 由于

(η1, η2) = (ε1, ε2)

[
−1 1
0 2

]
=: (ε1, ε2)P,

所以

P−1 = −1

2

[
2 −1
0 −1

]
=

[
−1 1

2
0 1

2

]
, (ε1, ε2) = (η1, η2)P

−1.

线性变换 σ 在标准正交基 ε1, ε2 下的矩阵为

B = PAP−1 =

[
−1 1
0 2

] [
1 −2
0 −1

] [
−1 1

2
0 1

2

]
=

[
−1 1
0 −2

] [
−1 1

2
0 1

2

]
=

[
1 0
0 −1

]
,

既是正交矩阵, 又是对称矩阵, 因此, σ 是正交变换, 也是对称变换.

3. 设 σ, τ 是 n 维欧氏空间 V 的正交变换, 证明 σ−1 及 στ 都是 V 的正交变换.

证明: 任取 V 的一个标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn, 设 σ, τ 在该基下的矩阵分别为 A, B, 则由 σ, τ 是正

交变换知, A,B 都是正交矩阵. σ−1 及 στ 在标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn 下的矩阵分别为 A−1, AB, 由正

交矩阵的性质知, A−1, AB 均为正交矩阵, 因此, σ−1 及 στ 都是 V 的正交变换.

4. 设 σ 是 n 维欧氏空间 V 的正交变换, τ 是 V 的对称变换, 证明 σ−1τσ 是 V 的对称变换.

证明: 任取 V 的一个标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn, 设 σ, τ 在该基下的矩阵分别为 A, B, 则 A 是正

交矩阵, B 是对称矩阵. 于是 σ−1τσ 在标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn 下的矩阵为 C = A−1BA = ATBA,

由 CT = ATBTA = ATBA = C, C 为实对称矩阵, 所以, σ−1τσ 是 V 的对称变换.

5. 设 V 是 3 维欧氏空间, ε1, ε2, ε3 是 V 的一个标准正交基, 线性变换 σ 使

σ(ε1) = 2ε1 + 2ε2 − 2ε3, σ(ε2) = 2ε1 + 5ε2 − 4ε3, σ(ε3) = −2ε1 − 4ε2 + 5ε3.

求 V 的另一标准正交基 η1, η2, η3, 使 σ 在基 η1, η2, η3 下的矩阵为对角矩阵.

解: 由于

σ(ε1, ε2, ε3) = (ε1, ε2, ε3)

 2 2 −2
2 5 −4

−2 −4 5

 =: (ε1, ε2, ε3)A,
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线性变换 σ 在标准正交基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵 A 为实对称矩阵, σ 是对称变换. 对 A 求其全部特征值. 由

于

ψ(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
−2 λ− 5 4
2 4 λ− 5

∣∣∣∣∣∣ r2+r3====
−2r1+r2

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2

2(1− λ) λ− 1 0
0 λ− 1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)2

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −2 2
−2 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ −c3+c2==== (λ− 1)2

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 −4 2
−2 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 10),

故得到特征值 λ1 = 1(二重), λ2 = 10.

对于特征值 λ1 = 1, 齐次线性方程组 (λ1E −A)x = 0 的系数矩阵施行初等行变换 −1 −2 2
−2 −4 4
2 4 −4

 −2r1+r2
2r1+r3
−−−→
r1×(−1)

 1 2 −2
0 0 0
0 0 0

 ,
秩为 1, 基础解系含 3− 1 = 2 个向量, 取

[
x2
x3

]
为

[
1
0

]
,

[
0
1

]
, 分别解得 x1 = −2, x1 = 2, 所以得到

基础解系

α1 =

 −2
1
0

 , α2 =

 2
0
1

 .
对于特征值 λ2 = 10, 齐次线性方程组 (λ2E −A)x = 0 的系数矩阵施行初等行变换 8 −2 2

−2 5 4
2 4 5

 −4r3+r1
r3+r2
−−−→
2r2+r1

 0 0 0
0 9 9
2 4 5

 r2× 1
9

−4r2+r3
−−−→
r1↔r3

 2 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,
秩为 2, 基础解系含 3− 2 = 1 个向量, 取 x3 = −2, 解得 x1 = 1, x2 = 2, 所以得到基础解系

α3 =

 1
2

−2

 .
α1, α2, α3 是线性无关的特征向量组, 分别对应于特征值 1, 1, 10. 将其改造为等价的单位正交特

征向量组. 注意此时 α3 与 α1, α2 已经正交. 为此, 令 β1 = α1, 则 ||β1||2 = (β1, β1) = (α1, α1) = 5,

||β1|| =
√
5. 令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2, 其中

k
(2)
1 = − (α2, β1)

(β1, β1)
= −1

5
(α2, α1) =

4

5
,

故

β2 =
4

5
β1 + α2 =

 2
5
4
5
1

 ,
||β2||2 = (β2, β2) =

9
5 , ||β2|| =

3√
5
. 再令 β3 = α3, ||β3||2 = (β3, β3) = 9, ||β3|| = 3.

将 β1, β2, β3 单位化. 令

γ1 =
β1

||β1||
=

 −2
√
5

5√
5
5
0

 , γ2 =
β2

||β2||
=

 2
√
5

15
4
√
5

15√
5
3

 , γ3 =
β3

||β3||
=

 1
3
2
3

−2
3

 .
故正交矩阵

Q = (γ1, γ2, γ3) =

 −2
√
5

5
2
√
5

15
1
3√

5
5

4
√
5

15
2
3

0
√
5
3 −2

3
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使得 Q−1AQ = diag(1, 1, 10) =: Λ. 令 (η1, η2, η3) = (ε1, ε2, ε3)Q 即得所求之标准正交基, 即

η1 =
−2

√
5

5
ε1 +

√
5

5
ε2, η2 =

2
√
5

15
ε1 +

4
√
5

15
ε2 +

√
5

3
ε3, η3 =

1

3
ε1 +

2

3
ε2 −

2

3
ε3

线性变换 σ 在标准正交基 η1, η2, η3 下的矩阵为对角矩阵 Λ.

6. 设 ε1, ε2, ε3 是欧氏空间 V 的标准正交基, 试求 V 的一个正交变换 σ, 使

σ(ε1) =
2

3
ε1 +

2

3
ε2 −

1

3
ε3, σ(ε2) =

2

3
ε1 −

1

3
ε2 +

2

3
ε3.

解: σ(ε1), σ(ε2) 在标准正交基 ε1, ε2, ε3 下的坐标分别为 ( 23 ,
2
3 ,−

1
3 )

T, ( 23 ,−
1
3 ,

2
3 )

T. 设 σ(ε3) =

x1ε1 + x2ε2 + x3ε3, 即 σ(ε3) 在该基下的坐标为 x = (x1, x2, x3)
T. 而正交变换是把标准正交基变为标准

正交基, 所以, σ(ε1), σ(ε2), σ(ε3) 是正交的, 其在基 ε1, ε2, ε3 下的坐标组也正交. 因此得到齐次线性方程

组 [
2
3

2
3 − 1

3
2
3 − 1

3
2
3

] x1
x2
x3

 =

[
0
0

]
,

等价地, [
2 2 −1
2 −1 2

] x1
x2
x3

 =

[
0
0

]
,

对系数矩阵施行初等行变换[
2 2 −1
2 −1 2

] −r2+r1
r1× 1

3

−−−→
r1+r2

[
0 1 −1
2 0 1

]
r1↔r2
−−−→

[
2 0 1
0 1 −1

]
,

秩为 2,基础解系含 3−2 = 1个向量,取 x3 = −2,解得 x1 = 1, x2 = −2,所以得到基础解系 (1,−2,−2)T,

因此,

x =

 x1
x2
x3

 = k

 1
−2
−2

 .
由于 σ(ε3) 是单位向量, 所以 1 = ||σ(ε3)||2 = xTx = 9k2, 从而 k = −1

3 ,
1
3 .

当 k = −1
3 时, σ(ε3) = − 1

3ε1 +
2
3ε2 +

2
3ε3, 则 σ 为 V 的线性变换, 且 σ(ε1, ε2, ε3) = (ε1, ε2, ε3)A, 即

线性变换 σ 在标准正交基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵

A =

 2
3

2
3 −1

3
2
3 − 1

3
2
3

−1
3

2
3

2
3


为正交矩阵, 故 σ 是正交变换.

当 k = 1
3 时, σ(ε3) =

1
3ε1 −

2
3ε2 −

2
3ε3, 则 σ 为 V 的线性变换, 且 σ(ε1, ε2, ε3) = (ε1, ε2, ε3)A, 即线

性变换 σ 在标准正交基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵

A =

 2
3

2
3

1
3

2
3 − 1

3 −2
3

−1
3

2
3 −2

3


为正交矩阵, 故 σ 是正交变换.

习习习题题题9.3(B)
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1. 设 4 维欧氏空间 V 的基 ε1, ε2, ε3, ε4 的度量矩阵为

A =


1 0 −1 0
0 1 2 0

−1 2 6 1
0 0 1 1

 .
已知 V 中向量 α1 = ε1 + ε2, α2 = ε1 + ε3, α3 = ε2 − ε3, 子空间 V1 = L(α1, α2, α3). 设有 V1 的线性变

换 σ, 使

σ(α1) =

(
1 +

√
6

3

)
α1 −

√
6

3
α2, σ(α2) = −

(
1 +

√
6

6

)
α1 +

(
2−

√
6

3

)
α2, σ(α3) =

√
6

2
α1 + 2α3,

试判明 σ 是不是 V1 的正交变换或对称变换?

解: 对 α1, α2, α3 在基 ε1, ε2, ε3, ε4 下的坐标组施行初等行变换
1 1 0
1 0 1
0 1 −1
0 0 0


−r1+r2
r3+r2
−−−→
r2↔r3


1 1 0
0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 .
秩为 2 < 3, 故 α1, α2, α3 线性相关(容易看出 α1 = α2 + α3), 而前两列有 2 阶子式值不为零, 故 α1, α2 线

性无关, 是向量组 α1, α2, α3 的极大无关组, 所以是 V1 的一个基.

将 α1, α2 改造为等价的单位正交组, 即得到 V1 的一个标准正交基. 先令 β1 = α1, 则

(β1, β1) = (α1, α1) = (1, 1, 0, 0)A


1
1
0
0

 = (1, 1, 0, 0)


1 0 −1 0
0 1 2 0

−1 2 6 1
0 0 1 1




1
1
0
0

 = (1, 1, 1, 0)


1
1
0
0

 = 2,

进而, ||β1|| =
√
2. 再令 β2 = k

(2)
1 β1 + α2, 其中

k
(2)
1 = − (α2, β1)

(β1, β1)
= −1

2
(α2, β1),

而

(α2, β1) = (α2, α1) = (1, 0, 1, 0)A


1
1
0
0

 = (1, 0, 1, 0)


1 0 −1 0
0 1 2 0

−1 2 6 1
0 0 1 1




1
1
0
0

 = (0, 2, 5, 1)


1
1
0
0

 = 2,

故 k
(2)
1 = − 1

2 · 2 = −1, β2 = −β1 + α2 = −α1 + α2 = −ε2 + ε3,

(β2, β2) = (0,−1, 1, 0)A


0

−1
1
0

 = (0,−1, 1, 0)


1 0 −1 0
0 1 2 0

−1 2 6 1
0 0 1 1




0
−1
1
0

 = (−1, 1, 4, 1)


0

−1
1
0

 = 3,

进而, ||β2|| =
√
3.

再将 β1, β2 单位化. 令

γ1 =
β1

||β1||
=

√
2

2
α1, γ2 =

β2
||β2||

=

√
3

3
(−α1 + α2) = −

√
3

3
α1 +

√
3

3
α2.

故 γ1, γ2 是 V1 的一个标准正交基, 而且

(γ1, γ2) = (α1, α2)

[ √
2
2 −

√
3
3

0
√
3
3

]
=: (α1, α2)P,

即从基 α1, α2 到基 γ1, γ2 的过渡矩阵为 P , 则

P−1 =

[ √
2

√
2

0
√
3

]
.
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而由

σ(α1, α2) = (α1, α2)

[
1 +

√
6
3 −1−

√
6
6

−
√
6
3 2−

√
6
3

]
=: (α1, α2)B

知, σ 在基 α1, α2 下的矩阵为 B, 因此, σ 在标准正交基 γ1, γ2 下的矩阵 C 为

C = P−1BP =

[ √
2

√
2

0
√
3

] [
1 +

√
6
3 −1−

√
6
6

−
√
6
3 2−

√
6
3

][ √
2
2 −

√
3
3

0
√
3
3

]

=

[ √
2

√
2−

√
3

−
√
2 2

√
3−

√
2

] [ √
2
2 −

√
3
3

0
√
3
3

]
=

[
1 −1

−1 2

]
.

由于 C 是实对称矩阵但不是正交矩阵, 因此, σ 是 V1 的对称变换但不是正交变换.

2. 设 α, β 是 n 维欧氏空间(n ≥ 2)的向量, 且 ||α|| = ||β|| ̸= 0, 证明: 存在 V 的正交变换 σ,

使 σ(α) = β.

证明: 由 ||α|| = ||β|| ̸= 0, 令 ε1 = α
||α|| , η1 = β

||β|| . 则由扩充方法和 Schmidt 方法可以得

到 V 的两个标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn 和 η1, η2, · · · , ηn. 下面构造变换. 对于 V 中任意向量 ξ,

设 ξ = k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ knεn, 令

σ(ξ) := k1η1 + k2η2 + · · ·+ knηn.

对于 V 中任意向量 ξ, ζ, 数域上任意数 k, 设 ξ = k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ knεn, ζ = ℓ1ε1 + ℓ2ε2 + · · ·+ ℓnεn,

我们有
σ(ξ + ζ) = σ((k1 + ℓ1)ε1 + (k2 + ℓ2)ε2 + · · ·+ (kn + ℓn)εn)

= (k1 + ℓ1)η1 + (k2 + ℓ2)η2 + · · ·+ (kn + ℓn)ηn

= (k1η1 + k2η2 + · · ·+ knηn) + (ℓ1η1 + ℓ2η2 + · · ·+ ℓnηn) = σ(ξ) + σ(ζ),

σ(kξ) = σ((kk1)ε1 + (kk2)ε2 + · · ·+ (kkn)εn) = (kk1)η1 + (kk2)η2 + · · ·+ (kkn)ηn

= k(k1η1 + k2η2 + · · ·+ knηn) = kσ(ξ),

所以 σ 是 V 的线性变换, 此时 σ(εi) = ηi(i = 1, 2, · · · , n), 即 σ 将标准正交基化为标准正交基, 因此,

σ 是 V 的正交变换. 而由 σ(ε1) = η1 推出
σ(α)
||α|| = β

||β|| , 再由 ||α|| = ||β|| ̸= 0 知, σ(α) = β. 故结论得证.

3. 设 α0 是 n 维欧氏空间 V 中一个单位向量, 变换 σ 定义为 σ(α) = α − 2(α0, α)α0, α ∈ V , 证明:

1) σ 是 V 的一个正交变换; 2) σ 在 V 的任一标准正交基下矩阵的行列式值为 −1.

证明: 1) 对于 V 中任意向量 α, β, 数域上任意数 k, 有

σ(α+ β) = (α+ β)− 2(α0, α+ β)α0 = (α− 2(α0, α)α0) + (β − 2(α0, β)α0) = σ(α) + σ(β),

σ(kα) = kα− 2(α0, kα)α0 = k(α− 2(α0, α)α0) = kσ(α),=

所以 σ 是 V 的线性变换, 而对于 V 中任意向量 α, β, 注意到 α0 是单位向量((α0, α0) = 1), 有

(σ(α), σ(β)) = (α− 2(α0, α)α0, β − 2(α0, β)α0)

= (α, β)− 2(α0, α)(α0, β)− 2(α0, β)(α, α0) + 4(α0, α)(α0, β)(α0, α0)

= (α, β),
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所以, σ 是 V 的一个正交变换.

2) 将 α0 扩充为 V 的一个标准正交基 α0, ε2, · · · , εn. 则 σ(α0) = α0 − 2(α0, α0)α0 = −α0,

σ(εi) = εi − 2(α0, εi)α0 = εi(i = 2, 3, · · · , n), 于是 σ 在标准正交基 α0, ε2, · · · , εn 下的矩阵 A =

diag(−1, 1, · · · , 1), |A| = −1. 对于 V 的任一标准正交基 η1, η2, · · · , ηn, 设从标准正交基 α0, ε2, · · · , εn 到

标准正交基 η1, η2, · · · , ηn 的过渡矩阵为 P , 则 σ 在标准正交基 η1, η2, · · · , ηn 下的矩阵 B = P−1AP , 因

此, |B| = |A| = −1.


