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一、 选择题 [4× 2 分]

(a) 对于二元函数 z = f(x, y), 下列结论正确的是 C .

A. 若 lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = A, 则必有 lim
x→x0

f(x, y) = A 且有 lim
y→y0

f(x, y) = A.

B. 若在 P0(x0, y0) 附近
∂z

∂x
和

∂z

∂y
都存在, 则在 P0 处 z = f(x, y) 可微.

C. 若在 P0(x0, y0) 附近
∂z

∂x
和

∂z

∂y
存在且连续, 则在 P0 处 z = f(x, y) 可微.

D. 若 ∂2z

∂x2
和

∂2z

∂y2
都存在, 则 ∂2z

∂x2
=

∂2z

∂y2
.

(b) 二元函数 z = f(x, y) 在 P0(x0, y0) 处满足关系 B .

A. 可微（即全微分存在）⇒ 可导（即偏导数存在）⇒ 连续;
B. 可微 ⇒ 可导, 或可微 ⇒ 连续, 但可导不一定连续;
C. 可导 ⇒ 连续, 但可导不一定可微;
D. 可微 ⇔ 可导 ⇔ 连续.

二、 填空题 [4× 3 分]

(a) 函数 f(x, y, z) = zex/y 在点 (1, 1, 1) 处函数值下降最快的方向为 (−1, 1,−1) .

(b) 设 u = zxy, 则 du = zxy
(
y ln z · dx+ x ln z · dy + xy

z
· dz

)
.

(c) f(x, y) = ex+y 在 (0, 0) 的 n 阶泰勒展开式的余项 Rn =
(x+ y)n+1

(n+ 1)!
eθ(x+y), 0 < θ < 1 .
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三、 [10 分] 讨论函数 f(x, y) =
x2(1 + x2)− y2(1 + y2)

x2 + y2
在原点的二重极限和两个累次极限.

解答. 代入 y = kx, 则有

lim
x→0
y=kx

f(x, y) = lim
x→0

x2(1 + k2)− k2x2(1 + k2x2)

x2(1 + k2)
=

1− k2

1 + k2
.

所以二重极限不存在. 而两个累次极限分别为

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = − lim
y→0

(1 + y2) = −1

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

(1 + x2) = 1.

所以两个累次极限都存在但不相等.

四、 [10 分] 设 x

z
= ln z

y
, 求 ∂z

∂x
和

∂2z

∂x2
.

解答. 方程
x

z
= ln z − ln y 两边同时对 x 求导, 得

z − xzx
z2

=
1

z
· zx =⇒ zx =

z

x+ z
.

然后

zxx =
zx(x+ z)− (1 + zx)z

(x+ z)2
=

z(x+ z)− z(x+ 2z)

(x+ z)3
=

−z2

(x+ z)3
.

五、 [10 分] 如果可微函数 f(x, y) 在点 (1, 2) 处从点 (1, 2) 到点 (2, 2) 方向 #v1 的方向导数为 2, 从点
(1, 2) 到点 (1, 1) 方向 #v2 的方向导数为 −2. 求

(a) f(x, y) 在点 (1, 2) 处的梯度;

(b) 在点 (1, 2) 处从点 (1, 2) 到点 (4, 6) 方向 #v3 的方向导数.

解答.

(a) 首先 #v1 = (1, 0), #v2 = (0,−1). 在点 (1, 2) 处两个方向导数的计算:

∂f

∂#v1
= fx · 1 + fy · 0 = fx = 2,

∂f

∂#v2
= fx · 0 + fy · (−1) = −fy = −2.

所以, gradf(1, 2) = (2, 2).

(b) #v3 = (3, 4)/5, 所以
∂f

∂#v3

∣∣∣∣
(1,2)

= (2, 2) · (3, 4)
5

=
14

5
.

六、 [10 分] 在马鞍面 z = xy 上求一点, 使得这一点的法线与平面 x+ 3y + z + 9 = 0 垂直, 并写出此
点的法线方程和切平面方程.

本页得分：
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解答. 马鞍面上一点 (x0, y0, z0) 处的法向量为 (y0, x0,−1), 它与平面的法向量 (1, 3, 1) 平行,
所以

y0
1

=
x0
3

=
−1

1
=⇒ x = −3, y = −1, z0 = x0y0 = 3

所求点为 (−3,−1, 3), 该点处的法线方程为

x+ 3 =
y + 1

3
= z − 3,

切平面方程为 x+ 3y + z = (−3) + 3 · (−1) + (3) = −3, 即

x+ 3y + z + 3 = 0.

七、 [10 分] 设 ϕ(x) =

ˆ x2

x

sinxy

y
dy, 求 ϕ′(x).

解答. ϕ′(x) =

ˆ x2

x
cosxydy + sin(x · x2)

x2
· (2x)− sin(x · x)

x
· 1

=
1

x

[
sinxy

]x2

x
+

2 sinx3 − sinx2

x

=
3 sinx3 − 2 sinx2

x
.

八、 [10 分] 证明: 反常积分 J(λ) =

ˆ +∞

0
esinx · sin 2x

xλ
dx 关于λ ≥ 0 一致收敛λ 在 (0,+∞) 上内闭一

致收敛.

解答. 设 λ > 0. 取任意闭区间 [a, b] ⊂ (0,+∞). 令 g(x,λ) =
1

xλ
. 当 x → +∞ 时, g(x,λ) 单

调递减, 且在 [a, b] 上关于 λ 一致收敛到 0 (因为 1
xλ ≤ 1

xa → 0). 另一方面
∣∣∣∣
ˆ A

0
esinx sin 2xdx

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣
ˆ A

0
esinx sinx cosxdx

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣
[
(sinx− 1)esinx

]A
0

∣∣∣∣

= 2
∣∣∣sinA · esinA − esinA + 1

∣∣∣ ≤ 6e.

由狄利克雷判别法可知 J(λ) 关于 λ 在 (0,+∞) 上内闭一致收敛.

注: 1. 也可以令 f(λ, x) = 2esinx cosx, g(λ, x) = sinx

xλ
. 计算更简单.

2. J(λ) 在 [0,+∞) 不一致收敛. 当 λ = 0 时, 作代换 t = sinx, 令 An = nπ + π
2 , 则

limnAn = +∞. 令 u0 =

ˆ π
2

0
esinx sin 2xdx, un+1 =

ˆ An+1

An

esinx sin 2xdx, 则部分和

S2n =

[ˆ sin π
2

0
+

n−1∑

i=0

(ˆ sinA2i+1

sinA2i

+

ˆ sinA2i+2

sinA2i+1

)]
2tetdt

=

[ˆ 1

0
+

n−1∑

i=0

(ˆ −1

1
+

ˆ 1

−1

)]
2tetdt = 2

ˆ 1

0
tetdt = 2

[
(t− 1)et

]1
0
= 2

S2n+1 =

[ˆ A0

0
+

n−1∑

i=0

(ˆ sinA2i+1

sinA2i

+

ˆ sinA2i+2

sinA2i+1

)
+

ˆ sinA2n+1

sinA2n

]
2tetdt

= 2

[ˆ 1

0
+

ˆ −1

1

]
tetdt = 2

ˆ −1

0
tetdt = 2

[
(t− 1)et

]−1
0

= 2(1− 2e−1).

本页得分：
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级数
∑

n un 不收敛, 所以 λ = 0 时, 反常积分不收敛.

3. 另外, 有同学利用 esinA ≤ e 得到
∣∣∣∣
ˆ A

0
esinx sin 2xdx

∣∣∣∣ ≤ e

∣∣∣∣
ˆ A

0
sin 2xdx

∣∣∣∣

当 x ∈ (0, A) 时, 若 sinx ≥ 0 成立, 则这个不等式成立, 但一般情况下不成立. 如果是
∣∣∣∣
ˆ A

0
esinx sin 2xdx

∣∣∣∣ ≤ e

ˆ A

0
| sin 2x|dx

右侧当 A → 0 时, 趋于 +∞, 得不到有界性.

九、 [10 分] 求由方程 2x2 + 2y2 + z2 + 8yz − z + 8 = 0 所确定的隐函数 z = z(x, y) 的极值.

解答. 令 F (x, y, z) = 2x2 +2y2 + z2 +8yz− z+8. Fx = 4x, Fy = 4y+8z, Fz = 2z+8y− 1.
先求驻点: 解方程组 





zx =
4x

1− 2z − 8y
= 0

zy =
4(y + 2z)

1− 2z − 8y
= 0

得到 x = 0 和 y+ 2z = 0. 代入 F (x, y, z) = 0 得到 z = 1,−8

7
. 这样隐函数 z = z(x, y) 的驻点为

(0,−2) 和
(
0, 16

7

)
. 由

zxx =
4

1− 2z − 8y
, zxy = 0, zyy =

4

1− 2z − 8y
.

总有 zxxzyy − z2xy = 16(1− 2z − 8y)−2 > 0.

在 (0,−2), z = 1, zxx = 4

15
> 0, 所以 z(0,−2) = 1 是极小值;

在
(
0, 16

7

)
, z = −8

7
, zxx = − 4

15
< 0, 所以 z

(
0, 16

7

)
= −8

7
是极大值.

十、 [10 分] 求椭圆 x2 + 3y2 = 12 的内接等腰三角形, 其底边平行于椭圆的长轴, 而使面积最大.

解答. 设 (x, y), x ≥ 0 为三角形底边上的点, 则三角形面积为 S = x(2− y). 令

L(x, y,λ) = x(2− y) + λ(x2 + 3y2 − 12).

求偏导数, 得到 




Lx = 2− y + 2λx = 0

Ly = −x+ 6λy = 0

Lλ = x2 + 3y2 − 12 = 0

消去 λ 得到 6y−3y2+x2 = 0, 联立 x2+3y2 = 12, 可得满足 x ≥ 0 的驻点只有 (0, 2) 和 (3,−1).

当 (x, y) = (0, 2) 时, S = 0; 当 (x, y) = (3,−1) 时, S = 9. 因满足约束条件的点集是有界闭
集, 目标函数连续, 必有最大和最小值. 所以 Smax = 9.

本页得分：


