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第一章 随机过程

在这一章中, 我们首先介绍随机过程的若干基本概念, 包括过程的修正, 有限维分布

族, 等价性, 科尔莫戈罗夫 (Kolmogorov) 相容定理, 流和停时等. 随机过程的内容相当丰

富. 关于这方面的教材可参见 [4, 18, 21, 22] 等, 关于更深入系统的讨论见 [10, 11, 12].

§1.1 基本概念

设 I 是一个指标集, 原则上它可以是任意的集合. 通常假定 I 是整数集 Z 或实数集
R 中的区间, 分别称为离散时间集与连续时间集. 在本章中, 我们主要考虑指标集取为

Z+ = {0, 1, 2, · · · } 或 R+ = [0,∞) 的情况. 如果 (E,E ) 是一个可测空间, 我们也用 E 表

示 E 上关于 E 可测的实值函数全体.另外,分别用 bE 和 pE 表示 E 上关于 E 可测的有

界和非负实值函数全体. 有时也写 pbE 或 bpE , 表示 E 上关于 E 可测的有界非负实值

函数全体. 固定 x ∈ E, 我们可定义 (E,E ) 上的测度 δx 如下: 对于 B ∈ E 令 δx(B) = 1

若 x ∈ B, δx(B) = 0 若 x /∈ B. 称 δx 为集中在 x ∈ E 点的单位测度. 如果 E 是一个拓

扑空间, 我们称其上由所有开集生成的 σ 代数为博雷尔 (Borel) σ 代数, 并记之为 B(E).

定义 1.1.1 设 (Ω,F ,P) 是一个概率空间, (E,E ) 是一个可测空间, 则一个取值在 E 上

的可测映射族 (Xt : t ∈ I) 称为 (Ω,F ,P) 上以 (E,E ) 为状态空间的随机过程. 当 E 是

实数空间 R 或复数空间 C 时, 分别称过程是实值过程与复值过程.

例 1.1.1 最简单也最早被人们研究的随机过程是随机游动. 它是一种描述粒子在格子点

集 Z := {0,±1,±2, . . . } 上随机运动的数学模型. 设 {ξn : n ≥ 1} 是某个概率空间上独立
同分布的随机变量序列且都服从 Bernoulli 分布, 即

P(ξn = 1) = p, P(ξn = −1) = q,

其中 p, q ≥ 0且 p+q = 1. 称这样的随机序列为 Bernoulli (随机)序列. 序列 {ξn : n ≥ 1}
是一个特殊的随机过程. 任取整数值 X0 = k 并令 Xn = X0 +

∑n
i=1 ξi (n ≥ 1). 则

{Xn : n ≥ 0} 也是一个随机过程, 称为简单随机游动. 特别地, 当 p = q = 1/2 时, 称

{Xn : n ≥ 0} 为对称的简单随机游动. �

例 1.1.2 设 {ξn} 是上例中的 Bernoulli 随机序列. 定义 S0 = 0 和 Sn =
∑n

i=1 ξi (n ≥ 1).

则 {Sn : n ≥ 0} 是从 0 出发的简单随机游动. 对任何 x ∈ Z 定义 {Sn} 的首达时
τx = inf{n ≥ 0 : Sn = x}. 不难看出, 当 x → ∞ 或 −∞ 时有 τx → ∞. 取定整数 a < 0

和 b > 0. 显然 {Sn} 对于区间 (a, b) 的首出时为 τ = τa ∧ τb.
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2 第一章 随机过程

(1)考虑 p = q = 1/2的情况. 此时 {Sn}是对称简单随机游动.对于任意的M,n ≥ 1

我们有

P
{
sup
k≥0

|Sk| ≤M
}
≤ P{|Sn| ≤M} = P

{∣∣∣ 1√
n

n∑
i=1

ξi

∣∣∣ ≤ M√
n

}
.

利用中心极限定理不难看出, 上式左端概率为零. 再利用概率测度的次 σ 可加性,

P
{
sup
k≥0

|Sk| <∞
}

= P
( ∞∪
M=1

{
sup
k≥0

|Sk| ≤M
})

= 0. (1.1.1)

所以 P(τa ∧ τb <∞) = P(τ <∞) = 1. 在两端分别令 b→ ∞ 和 a→ −∞ 易得

P(τa <∞) = P(τb <∞) = 1.

这样我们实际上证明了下面的重要性质: 对称简单随机游动 {Sn} 可在有限时间内到达
Z 的任一点.

(2) 考虑 1 > p > q > 0 的情况. 此时由大数定律, 当 n→ ∞ 有 Sn/n→ p− q, 从而

Sn → ∞ (a.s.). 所以 P(τb <∞) = P(τ <∞) = 1.

(3) 考虑 1 > q > p > 0 的情况. 与 (2) 中类似地, 当 n→ ∞ 有 Sn → −∞ (a.s.). 所

以 P(τa <∞) = P(τ <∞) = 1. �

定义 1.1.2 假设 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的两个随机

过程. 若对任何 t ∈ I 都有 Nt ∈ F 满足 P(Nt) = 0 且 Xt(ω) = Yt(ω) 对所有 ω ∈ N c
t

成立, 则称 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 互为修正. 如果存在 N ∈ F 满足 P(N) = 1 且

Xt(ω) = Yt(ω) 对所有 ω ∈ N c 和 t ∈ I 成立, 我们称 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 是无区

别的.

显然, 若过程 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 是无区别的, 它们必然互为修正. 当 I 为可

数集时, 过程 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 是无区别的当且仅当它们互为修正. 对于一般的

参数集合, 互为修正两个过程未必是不可区别的.

例 1.1.3 设随机变量 ξ 是服从参数为 λ > 0 的指数分布. 对任何 t ≥ 0 令 ξt(ω) = 0 和

ηt(ω) = 1{ξ(ω)=t}, 则 (ξt : t ≥ 0) 与 (ηt : t ≥ 0) 互为修正, 但非不可区别. �

例 1.1.4 设 {Ti : i = 1, 2, · · · } 为独立同分布的随机变量列, 服从参数为 α > 0 的指数分

布. 对任何 t ≥ 0 令

Xt =
∞∑
n=1

1{Sn<t} 和 Yt =
∞∑
n=1

1{Sn≤t},

其中 Sn =
∑n

i=1 Ti. 则 (Xt : t ≥ 0) 左连右极, 而 (Yt : t ≥ 0) 左极右连. 它们互为修正,

但不是无可区别的. �



§1.1 基本概念 3

随机过程就是随机变量的集合.为了研究随机过程的分布性质,我们需要引入有限维

分布族的概念. 对于给定的指标集 I 和可测空间 (E,E ), 用 I 表示 I 的有序的有限子

集全体, 即

I = {(t1, · · · , tn) : n ≥ 1; ti ∈ I; i = 1, · · · , n}.

若对于每个 J ∈ I 都存在有限维乘积空间 (EJ ,E J) 上的概率测度 µJ , 我们称

D = {µJ : J ∈ I }

为 (E,E ) 上的一个有限维分布族. 设 X = (Xt : t ∈ I) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上,

以 (E,E ) 为状态空间的随机过程. 对 J = (t1, · · · , tn) ∈ I , 不难看出

XJ : ω 7→ (Xt1(ω), · · · , Xtn(ω))

是 (Ω,F ) 到 (EJ ,E J) 的可测映射. 用 µXJ 表示空间 (EJ ,E J) 上由 XJ 诱导的测度. 特

别地, 对任何 A1, · · · , An ∈ E , 有

µX(t1,··· ,tn)(A1 × · · · × An) = P(Xt1 ∈ A1, · · · , Xtn ∈ An).

则 DX = {µXJ : J ∈ I } 构成一个有限维分布族, 称为随机过程 (Xt : t ∈ I) 的有限维分

布族.

定义 1.1.3 给定 (E,E ) 上的有限维分布族 D , 若存在一个概率空间 (Ω,F ,P) 和其上的

随机过程 X = (Xt : t ∈ I) 使 DX = D , 就说 (Ω,F ,P) 和 (Xt : t ∈ I) 是 D 的实现. 若

两个随机过程 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 有相同的有限维分布族, 则称它们为等价的. 两

个等价的过程互称为实现.

显然, 若两个过程 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 定义在同一概率空间上, 且互为修正,

则它们一定是等价的; 但反之未必成立

例 1.1.5 设 ξ 是服从 N(0, 1) 分布的随机变量. 对任何 t ≥ 0 令 x(t) = ξ 和 y(t) = −ξ,
则 (x(t) : t ≥ 0) 与 (y(t) : t ≥ 0) 等价, 但不互为修正. �

用 EI 表示从 I 到 E 中的映射 (w(t) : t ∈ I) 全体组成的集合, EI 中的元素也称为

轨道, 而 EI 称为轨道空间. 它是 E 的 I 次自乘的乘积空间, 当 I 有限时, 就是通常的

乘积空间. 如果 (Xt : t ∈ I) 为取值于 (E,E ) 的随机过程, 在固定 ω ∈ Ω 后, 那么映射

t 7→ Xt(ω) 是 EI 中的点, 称为 X 的样本轨道.

假设 E 是一个拓扑空间. 考虑以 (E,B(E)) 为状态空间的连续时间随机过程 (Xt :

t ≥ 0). 若当 s → t 时, Xs 以概率收敛于 Xt, 则称过程 (Xt : t ≥ 0) 在 t 处随机连续. 若



4 第一章 随机过程

它在所有点 t ≥ 0 处随机连续, 则称 (Xt : t ≥ 0) 随机连续. 我们说随机过程 X 右连续

(连续, 左极右连等), 如果其所有样本轨道右连续 (连续, 左极右连等). 显然连续的过程

是随机连续的.

考虑距离空间 (E, d). 假设 T 是 R+ 的一个子集. 再设 t 7→ x(t) 是从 T 到 E 的一

条轨道. 对任意 ε > 0, 我们定义 t 7→ x(t) 在 T 上的 ε 振荡数 如下:

m(ε) := sup{n ≥ 0 : 存在 t0 < t1 < · · · < tn ∈ T 使得对

任意 1 ≤ i ≤ n 有 d(x(ti−1), x(ti)) ≥ ε}. (1.1.2)

引理 1.1.1 假设 (E, d) 完备, 而 T 在 R+ 中稠密. 那么 t 7→ x(t) 在 R+ 上存在左右极限

当且仅当对任意 a, ε > 0 该函数在 T ∩ [0, a] 上的 ε 振荡数有限.

证明 假设 t 7→ x(t) 在某点 t0 ∈ R+ 不存在左极限. 由于 (E, d) 完备, 必有 ε > 0 和单增

数列 {tn} ⊂ T 满足 tn → t0 且 d(x(tn−1), x(tn)) ≥ ε 对所有 n ≥ 1 成立. 因此 t 7→ x(t)

在 T ∩ [0, t0] 上有无数次 ε 振荡. 类似地可以证明, 若 t 7→ x(t) 在某点 t0 ∈ R+ 不存在

右极限, 则有 ε > 0 使得 t 7→ x(t) 在 T ∩ [0, t0 + 1] 上有无数次 ε 振荡. 反之, 假设有

a, ε > 0使得 t 7→ x(t)在 T ∩ [0, a]上有无数次 ε振荡. 将区间 [0, a]在中点 a/2两等分为

[0, a/2]或 [a/2, a]. 显然,此两区间中至少有一个,取之并记为 I1,使得 t 7→ x(t)在 T ∩ I1
上的 ε 振荡数为无穷. 再将区间 I1 两等分为 J11 和 J12, 取其一记为 I2 使得 t 7→ x(t)

在 T ∩ I2 上的 ε 振荡数为无穷. 如此继续下去得区间套 I1 ⊃ I2 ⊃ · · · , 对每个 n ≥ 1 函

数 t 7→ x(t) 在 T ∩ In 上有无数次 ε 振荡. 由区间套原理, 存在惟一的点 t0 ∈ [0, a] 满足

∩∞
n=1In = {t0}. 这样, 对每个 n ≥ 1 函数 t 7→ x(t) 在 T ∩ In ∩ [0, t0] 或 T ∩ In ∩ [t0, a] 上

有无穷多次 ε 振荡. 所以, 必有无穷多个 n ≥ 1 使函数 t 7→ x(t) 在 T ∩ In ∩ [0, t0] 上有

无穷多次 ε 振荡; 或无穷多个 n ≥ 1 使该函数在 T ∩ In ∩ [t0, a] 上有无穷多次 ε 振荡. 又

因区间列 {In} 递降, 故必对所有 n ≥ 1 函数 t 7→ x(t) 在 T ∩ In ∩ [0, t0] 上有无穷多次 ε

振荡; 或对所有 n ≥ 1 该函数在 T ∩ In ∩ [t0, a] 上有无穷多次 ε 振荡. 相应地, 函数在 t0

不存在左极限或不存在右极限. �

定理 1.1.2 假设 (E, d)是完备可分距离空间,而 (Xt)t≥0 是 (E,B(E))上的随机过程. 如

果 (Xt)t≥0 有左极右连的实现, 那么它必然有左极右连的修正.

证明 设 (ξt)t≥0 是 (Xt)t≥0 的一个左极右连的实现. 取 R+ 的一个可数稠子集 T =

{r1, r2, . . .} 并令 Tn = {r1, . . . , rn}. 对于 ε > 0 和 a > 0, 分别用 ma(ε) 和 ma
n(ε) 表示

t 7→ Xt 在 T ∩ [0, a] 和 Tn ∩ [0, a] 上的 ε 振荡数. 分别用 µa(ε) 和 µan(ε) 表示 t 7→ ξt 相

应的 ε 振荡数. 由 (1.1.2) 不难看出

{µan(ε) ≥ k} = {ω ∈ Ω : 存在 t0 < t1 < · · · < tk ∈ Tn ∩ [0, a] 使得

对任意 1 ≤ i ≤ k 有 d(ξti−1
(ω), ξti(ω)) ≥ ε}.



§1.2 相容性定理 5

由于 (E, d) 可分, 我们有 B(E × E) = B(E)× B(E). 据此及上式可证 µan(ε) 是随机变

量, 同理 ma
n(ε) 也是随机变量. 因为 (Xt)t≥0 和 (ξt)t≥0 等价, 所以 ma

n(ε) 和 µan(ε) 同分

布. 故增极限 ma(ε) = limn→∞ma
n(ε) 和 µa(ε) = limn→∞ µan(ε) 也同分布. 又因 (ξt)t≥0 左

极右连, 根据引理 1.1.1 有

P{ma(ε) <∞} = P{µa(ε) <∞} = 1.

令 Ω1 = ∩∞
i=1{mi(1/i) < ∞}, 于是 P(Ω1) = 1. 再应用引理 1.1.1 知, 对于 ω ∈ Ω1 和

t ≥ 0 极限 Yt(ω) := limT∋s→t+Xs(ω) 存在, 而对于 ω ∈ Ω1 和 t > 0 极限 Zt(ω) :=

limT∋s→t−Xs(ω) 存在. 取定 x0 ∈ E, 并对所有 t ≥ 0 和 ω ∈ Ω \ Ω1 令 Yt(ω) = x0. 于

是 (Yt)t≥0 是一个左极右连的过程. 易知 (Xt)t≥0 依概率右连续, 所以对每个 t ≥ 0 有

Yt = Xt a.s. 成立. 因此 (Yt)t≥0 是 (Xt)t≥0 的左极右连修正. �

威斯康辛大学的 T.G. Kurtz 教授曾向作者建议过上述定理的证明的一个早期版本.

该定理及其证明已收录于作者的英文专著 [15, p.306]. 它给出了随机过程的实现和修正

的轨道性质之间的一个基本联系, 但我们没能在更早的文献中找到该结果.

§1.2 相容性定理

假定 I 为指标集, 特别地可取 I = Z+ 或 R+. 回忆 EI 表示从 I 到 E 中的映射

(w(t) : t ∈ I) 全体组成的轨道空间. 对于 t ∈ I, 称 Zt : w 7→ w(t) 为 EI 到 E 上的投影

或者坐标算子. 令 E I 是 EI 上使所有投影 {Zt : t ∈ I} 可测的最小 σ 代数, 即

E I = σ({Zt : t ∈ I}) = σ({Z−1
t (B) : t ∈ I, B ∈ E }), (1.2.1)

称之为 EI 上的乘积 σ 代数.

对于任何 S ⊂ I 和 w ∈ EI , 令 πS(w) = {w(t) : t ∈ S}. 即 πS 是 EI 到 ES 的投影.

特别地, 若 J = (t1, · · · , tn) ∈ I , 可写

πJ(w) = πt1,··· ,tn(w) = (w(t1), · · · , w(tn)).

对任何 H ∈ E J , 记

π−1
J (H) = {w ∈ EI : (w(t1), · · · , w(tn)) ∈ H}.

乘积空间 EI 的形式如上的子集称为是 EI 的一个柱集. 记 EI 的所有柱集为

C := {π−1
J (H) : J ∈ I , H ∈ E J}. (1.2.2)

命题 1.2.1 全体柱集构成的集合 C 是一个代数且 E I = σ(C ).
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证明 首先, 由 C 的定义直接推出 {∅, EI} ⊂ C , 且 C 对补集运算封闭. 另外, 设有柱集

π−1
J (F ) ∈ C 和 π−1

K (G) ∈ C , 其中

J = (s1, · · · , sm) ∈ I , K = (t1, · · · , tn) ∈ I , F ∈ E J , G ∈ E K .

可将 J ∪K 的元素按照由小到大次序排列得 J ∪K = (u1, · · · , up) ∈ I . 不难找到 F̄ ∈
E J∪K 和 Ḡ ∈ E J∪K 使 π−1

J (F ) = π−1
J∪K(F̄ ) 而 π−1

K (G) = π−1
J∪K(Ḡ). 显然 F̄ ∪ Ḡ ∈ E J∪K .

这样 π−1
J (F ) ∪ π−1

K (G) = π−1
J∪K(F̄ ∪ Ḡ) ∈ C . 即 C 对有限并封闭. 所以 C 是一个代数.

其次, 由 C 的定义, 显然 {Z−1
t (B) : t ∈ I, B ∈ E } ⊂ C , 故 E I = σ({Z−1

t (B) : t ∈ I, B ∈
E }) = σ(C ). 再其次, 对于 J ∈ I 和 H ∈ E J , 显然 π−1

J (H) ∈ σ({Zt : t ∈ I}) = E J . 这

说明 C ⊂ E J , 故 σ(C ) ⊂ E J . �

命题 1.2.2 对任何 S ⊂ I, 做为 EI 上的 σ 代数有 σ({Zt : t ∈ S}) = π−1
S (E S).

证明 注意 σ({Zt : t ∈ S}) = σ({π−1
J (H) : H ∈ E J , J ⊂ S为有限集}), 其中 π−1

J (H) ∈
π−1
S (E S). 所以 σ({Zt : t ∈ S}) ⊂ π−1

S (E S). 另一方面, 记 ES 上的柱集类为 CS. 任

何 A ∈ CS 可表示为 π−1
S,J(H), 其中 H ∈ E J , J ⊂ S 为有限集, 而 πS,J 表示由 ES

到 EJ 的投影. 因此 π−1
S (A) = π−1

S (π−1
S,J(H)) = π−1

J (H) ∈ σ({Zt : t ∈ S}). 这说明
π−1
S (CS) ⊂ σ({Zt : t ∈ S}), 进而 π−1

S (E S) = π−1
S (σ(CS)) = σ(π−1

S (CS)) ⊂ σ({Zt : t ∈ S}).
�

定义 1.2.1 可测空间 (EI ,E I) 称为典则空间. 若 Q 是此空间上概率测度, 则坐标算子全

体 {Zt : t ∈ I} 构成定义在概率空间 (EI ,E I , Q) 上的随机过程, 称为典则过程. 若该典

则过程是 (E,E ) 上的某个有限维分布族 D 或某个随机过程 (Xt : t ∈ I) 的实现, 我们称

(EI ,E I , Q) 或 Q 是 D 或 (Xt : t ∈ I) 的典则实现.

命题 1.2.3 如果 (Xt : t ∈ I) 是定义在 (Ω,F ,P) 上以 (E,E ) 为状态空间的随机过程,

那么由 Ω 到 EI 的映射 X : ω 7→ (Xt(ω) : t ∈ I) 关于 σ 代数 F 和 E I 可测.

证明 对于任何 J = (t1, · · · , tn) ∈ I 和 H ∈ E J , 不难看出

X−1(π−1
J (H)) = {ω ∈ Ω : (Xt1(ω), · · · , Xtn(ω)) ∈ H} ∈ F ,

即 X−1(C ) ⊂ F . 所以 X−1(E I) = X−1(σ(C )) = σ(X−1(C )) ⊂ F . �

在命题 1.2.3 的意义下, 可将随机过程 (Xt : t ∈ I) 视为取值于乘积空间 (EI ,E I) 的

随机变量. 令 QX 是该随机变量在 (EI ,E I) 上的概率分布, 则显然 QX 是 (Xt : t ∈ I) 的

典则实现. 另外, 利用命题 1.2.1 和测度扩张定理可证明, 取值于 (E,E ) 的两个随机过程

(Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 等价当且仅当 QX = QY .

现在, 我们来研究随机过程的存在性问题. 称 (E,E ) 上的有限维分布族 D = {µJ :

J ∈ I } 是相容的, 如果它满足:



§1.2 相容性定理 7

(i) 横向相容:对于任何 J = (t1, · · · , tn) ∈ I 及 (1, · · · , n)的任何置换 (σ(1), · · · , σ(n)),
若记 σ(J) = (tσ(1), · · · , tσ(n)), 则

µσ(J) = µJ ◦ Σ−1,

其中 Σ 表示映射 (x1, · · · , xn) 7→ (xσ(1), · · · , xσ(n)).

(ii) 纵向相容: 对于任何 J = (t1, · · · , tn) ∈ I 及 B1, · · · , Bn ∈ E , 若有某个 1 ≤ k ≤ n

使 Bk = E, 则

µJ(B1 × · · · ×Bk × · · · ×Bn)

= µJk(B1 × · · · ×Bk−1 ×Bk+1 × · · · ×Bn),

其中 Jk = (t1, · · · , tk−1, tk+1, · · · , tn).

定理 1.2.4 随机过程 X 的有限维分布族是相容的.

上面定理是显然的. 所以, 相容性是一个有限维分布族可以实现的必要条件. 本节我

们将证明, 比较好的空间 (E,E ) 上的相容的有限维分布族总存在实现. 给定 (E,E ) 上的

一个相容的有限维分布族 D = {µJ : J ∈ I }, 我们可以在柱集类 C 上构造一个集函数

Q 如下:

Q(π−1
J (H)) := µJ(H), J ∈ I , H ∈ E J . (1.2.3)

一个柱集可以有不同的表示, 但由分布族的相容性, 上述定义不会产生歧异. 例如, 对于

A1, A2 ∈ E 柱集 π−1
(t1,t2)

(A1 × A2) 也可表示为 π−1
(t2,t1)

(A2 × A1), 但由 D 的横向相容性有

µ(t1,t2)(A1 × A2) = µ(t2,t1)(A2 × A1). 又如, π−1
(t1,t2)

(A1 × E) = π−1
(t1)

(A1) 而 D 的纵向相容

性推出 µ(t1,t2)(A1 × E) = µ(t1)(A1).

命题 1.2.5 设 E 是完备可分度量空间, E = B(E) 是对应的博雷尔 σ 代数. 若 (E,E )

上的有限维分布族 D = {µJ : J ∈ I } 满足相容性, 则由 (1.2.3) 定义的非负集合函数 Q

是 C 上的概率测度.

证明 容易验证 Q(∅) = 0, 而且 Q 在 C 上有有限可加性: 若 A,B ∈ C 且 A ∩ B = ∅,
则 Q(A ∪B) = Q(A) +Q(B). 所以只需证明 Q 在 C 上是上连续的. 取单调下降且交为

空集的柱集列 {An} ⊂ C , 往证 Q(An) ↓ 0. 假若不然, 则存在 ϵ > 0 使 Q(An) > ϵ 对所

有 n ≥ 1 成立. 对于柱集列 {An} 做简单调整后, 我们总可以选取参数列 {tn} ⊂ I, 趋于

无穷的单增整数列 {kn} 及 Hn ∈ E kn , 使得 An = π−1
(t1,··· ,tkn)

(Hn). 那么 µ(t1,··· ,tkn)(Hn) =

Q(An) > ϵ. 因 E 从而 Ekn 是完备可分度量空间, 其上的任何有限测度都是正则的, 故有

紧集 Kn ⊂ Hn 使

µ(t1,··· ,tkn)(Hn \Kn) <
ϵ

2n
.
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令 Bn = π−1
(t1,··· ,tkn)

(Kn), 则

Q(An \Bn) = µ(t1,··· ,tkn )(Hn \Kn) <
ϵ

2n
.

记 Cn =
∩
i≤nBi, 那么

Q(An \ Cn) = Q
(
An ∩

(∪
i≤n

Bc
i

))
= Q

(∪
i≤n

(An \Bi)
)

≤ Q
(∪
i≤n

(Ai \Bi)
)
≤

∑
i≤n

Q(Ai \Bi) < ϵ.

所以 Q(Cn) > Q(An)− ϵ > 0, 故 Cn ̸= ∅. 从而可取 wn ∈ Cn. 因 {Cn} 是单调下降的, 对

m ≤ n 有 wn ∈ Cm ⊂ Bm = π−1
(t1,··· ,tkm )(Km), 即

(wn(t1), · · · , wn(tkm)) ∈ Km,

由于 Km 紧, 对任意固定的 i, 点列 {wn(ti)) : n ≥ 1} 有收敛子列. 用对角线法可以证

明, 存在一个自然数子列 {nk} 使对任意的 i 极限 xi := limk wnk
(ti) 存在. 取 w ∈ EI

使 w(ti) = xi, 则 (w(t1), · · · , w(tkm)) ∈ Km. 因此对任何 m ≥ 1 有 w ∈ Bm ⊂ Am, 故

∩m≥1Am 非空. 这导致矛盾. �

定理 1.2.6 (科尔莫戈罗夫) 假设存在完备可分度量空间 F 使 (E,E ) 与 (F,B(F )) 可测

同构. 若 (E,E ) 上的有限维分布族 D = {µJ : J ∈ I } 满足相容性, 则由 (1.2.3) 定义的

C 上的非负集合函数 Q 可惟一地扩张为 E I 上的概率测度. 特别地, (E,E ) 上的任何相

容的有限维分布族都有一个实现.

证明 在定理条件下, 易见命题 1.2.5 的结论对于可测空间 (E,E ) 仍然成立. 再利用测度

扩张定理知 Q 可惟一地扩张为 E I 上的概率测度. 显然典则空间 (EI ,E I , Q) 和典则过程

{Zt : t ∈ I} 就是 D 的一个实现. �

上面的定理通常称为科尔莫戈罗夫相容性定理. 作为它的应用,我们来证明无穷维乘

积概率空间的存在性. 设 {µ : t ∈ I} 是 (E,E ) 上的概率测度族, 对 J = (t1, · · · , tn) ∈ I

和 B1, · · · , Bn ∈ E 令

µJ(B1 × · · · ×Bn) =
n∏
i=1

µti(Bi).

利用测度扩张定理, 可将 µJ 扩张为 E J 上的测度. 容易验证 {µJ : J ∈ I } 是一个相容的
有限维分布族. 故我们有下面的推论.

推论 1.2.7 设 {µt : t ∈ I} 是完备可分度量空间 E 上的概率分布族, 则存在概率空间

(Ω,F ,P) 及其上的随机过程 (Xt : t ∈ I) 使得:
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(1) {Xt : t ∈ I} 是独立的随机变量族;

(2) 对任何 t ∈ I, Xt 的分布是 µt.

特别地, 若 µ 是 E 上的概率, 则存在分布同为 µ 的独立随机变量序列.

现在进一步讨论乘积 σ 代数 E I 的性质. 我们说 A ⊂ EI 由 S ⊂ I 决定, 是指下面

的性质成立: 若 x, y ∈ EI 在 S 上重合, 则 x ∈ A 当且仅当 y ∈ A. 如果 A ⊂ EI 由某个

可数集 S ⊂ I 决定, 我们称它是可数决定的.

形象地说, 如果 A ⊂ EI 由 S ⊂ I 决定, 那么对于任意 w ∈ A 和 t ∈ I \ S, 改变轨道
w 在点 t 的值不会将 w 从 A 移出. 由此推出, 若对任何 t ∈ I 都有某个轨道 w ∈ A 使得

适当改变其在 t 处的值后新轨道不再属于 A, 则 A 不由 I 的任何真子集 S 决定.

定理 1.2.8 由 EI 的可数决定子集全体构成的集类 A 是 σ 代数.

证明 仅需要验证 A 关于补运算及可数并运算封闭. 设 A ∈ A 由可数集 S ⊂ I 决定.

则 Ac 也由 S 决定, 因为如果 x, y ∈ EI 在 S 上重合, 显然 y ∈ Ac 当且仅当 x ∈ Ac. 再

设 {An} ⊂ A . 则每个 An ∈ A 可分别由某个可数集 Sn 决定. 显然 ∪n≥1An 由可数集

∪n≥1Sn 决定, 即 ∪n≥1An ∈ A . �

由命题 1.2.2 易知 σ({Zt : t ∈ S}) 由 S 决定. 另外, 容易看出柱集是可数决定的, 即

C ⊂ A , 因此 E I ⊂ A , 即 E I 中的每个集合都是可数决定的. 下面的定理给出了 E I 的

一个更为具体的表达.

定理 1.2.9 我们有 E I = ∪Sσ({Zt : t ∈ S}), 其中 S 取遍 I 的所有可数子集.

证明 令 F 表示定理中等式右边的集合类. 因为对每个可数集 S ⊂ I 有 σ({Zt : t ∈
S}) ⊂ E I , 故 F ⊂ E I . 另一方面, 显然有 F ⊃ C , 且不难证明 F 是 σ 代数, 故有

F ⊃ σ(C ) = E I . �

上述定理说明 E I 中的集合结构很简单. 事实上, 许多重要的的轨道集合都不是 E I

可测集. 这点可以从下面的例子看出.

例 1.2.1 设 E 是距离空间. 令 C([0,∞), E) 是 [0,∞) 到 E 的全体连续轨道的集合, 而

D([0,∞), E) 是 [0,∞) 到 E 的全体左极右连轨道的集合. 只要 E 含有不少于两个点, 这

两个集合就不是可数决定的, 因而它们均不属于 E [0,∞). 事实上, 假设决定 C([0,∞), E)

或 D([0,∞), E) 的一个可数集 S ⊂ [0,∞) 存在. 任取 {a, b} ⊂ E, a ̸= b. 令

x(t) = a, t ≥ 0; y(t) =

{
a, t ∈ S;

b, t /∈ S,
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则 x 与 y 在 S 上重合, 但 x ∈ C([0,∞), E) ⊂ D([0,∞), E), 而 y ∈ D([0,∞), E)c ⊂
C([0,∞), E)c, 矛盾. 类似地可以证明 C([0,∞), E) 和 D([0,∞), E) 均不包含任何非空

E [0,∞) 可测集. �

因此仅讨论 E I 中的集合显然是不够的. 我们下面将引入本质轨道空间的概念. 设

X = (Xt : t ∈ I) 是 (Ω,F ,P) 上以 (E,E ) 为状态空间的随机过程. 如命题 1.2.3 中所

述, 可将 X 视为由 Ω 到 EI 的映射. EI 的一个子集 W 称为是 X 的一个轨道空间, 如

果 W ⊃ X(Ω). 注意, 这里不要求 W 是可测的, 即它不一定要属于 E I .

定义 1.2.2 设 D 是 (E,E ) 上相容的有限维分布族, EI 的一个子集 W 称为关于 D 是

本质的, 如果存在 D 的一个随机过程实现 (Xt : t ∈ I), 使得 W 是 (Xt : t ∈ I) 的一个轨

道空间.

定理 1.2.10 设 Q 是相容的有限维分布族 D 在 (EI ,E I) 上的典则实现, 则 W ⊂ EI 关

于 D 是本质的当且仅当 Q∗(W ) = 1, 其中 Q∗ 是 Q 的外测度.

证明 首先设 W ⊂ EI 关于 D 是本质的. 则存在 D 的实现 (Ω,F ,P) 和 X 以 W 为轨

道空间. 显然, Q 就是 X 在 (EI ,E I) 上的概率分布. 因此, 若 A ∈ E I 且 A ⊃ W , 则有

X−1(A) ⊃ X−1(W ) = Ω, 这蕴含 X−1(A) = Ω, 故 Q(A) = P(Ω) = 1. 所以 Q∗(W ) = 1.

反之, 若 Q∗(W ) = 1, 我们令

FW =W ∩ E I = {W ∩ A : A ∈ E I}.

则 (W,FW ) 是可测空间. 定义 FW 上的集函数:

PW (W ∩ A) = Q(A), A ∈ E I .

为使定义无歧义, 我们要验证对 A,B ∈ E I , 若 W ∩ A = W ∩ B, 则 Q(A) = Q(B). 事

实上, 这时 A∆B := (A \ B) ∪ (B \ A) ⊂ W c, 因此 Q(A∆B) = 0, 即有 Q(A) = Q(B).

现假设 {W ∩ An} ⊂ FW 是两两不交的, 其中 {An} ⊂ F . 不难看出, 当 m ̸= n 时有

Am ∩ An ⊂ W c, 故 Q(Am ∩ An) = 0. 由此易得 PW 的 σ 可加性. 容易看出 (Zt : t ∈ I)

做为 (W,FW ,PW )上的随机过程有轨道空间 W 和有限维分布族 D . 因此 W 关于 D 是

本质的. �

例 1.2.2 设 E 是距离空间. 如果相容的有限维分布族 D 有连续实现, 则连续轨道集合

C([0,∞), E) 关于 D 就是本质的. 类似地, 如果 D 有左极右连实现, 则左极右连轨道集

合 D([0,∞), E)关于 D 就是本质的. 然而,由例 1.2.1,通常 C([0,∞), E)和 D([0,∞), E)

都不属于 E [0,∞), 甚至不属于 E [0,∞) 的完备化. �
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§1.3 流和停时

假设 I = Z+ 或 R+. 考虑一个概率空间 (Ω,F ,P). 如果 F 的子 σ 代数族 (Ft :

t ∈ I) 满足对任何 s < t ∈ I 都有 Fs ⊂ Ft, 那么称它是 (Ω,F ,P) 上的 σ 代数流或简

称流. 在这种情况下, 我们称 (Ω,F , (Ft),P : t ∈ I) 为带流的概率空间. 若 I = R+ 且

(Ft : t ∈ I) 是一个流, 对任何 t ∈ I 定义 Ft+ = ∩s>tFs. 显然 (Ft+ : t ∈ I) 也是一个流.

如果对任何 t ∈ I 都有 Ft+ = Ft, 那么称流 (Ft) 右连续. 显然 (Ft+) 是右连续流.

称取值于 (E,E ) 的随机过程 X = (Xt : t ∈ I) 关于流 (Ft : t ∈ I) 适应, 如果对任何

t ∈ I, 每个随机变量 Xt 都是 Ft 可测的. 有时为了强调也说 X 关于流 (Ft) 是 E 适应

的. 显然, 一个适应于 (Ft) 的过程也适应于 (Ft+). 定义

F 0 = σ({Xs : s ∈ I}), F 0
t = σ({Xs : s ∈ I, s ≤ t}). (1.3.1)

显然 (F 0
t : t ∈ I) 构成一个流, 称为 X 的自然流, 称 (F 0,F 0

t : t ∈ I) 为 X 的自然 σ 代

数. 显然 X 关于其自然流 (F 0
t : t ∈ I) 适应, 且它在 X 所适应的流中是最小的.

以 (E,E ) 为状态空间的过程 X = (Xt : t ∈ I) 称为可测的, 如果 (s, ω) 7→ Xs(ω)

是从 (I × Ω,B(I) × F ) 到 (E,E ) 的可测映射. 称 X 关于某个流 (Ft : t ∈ I) 循序

可测, 如果对任何 t ∈ I, 映射 (s, ω) → Xs(ω) 限制在 ([0, t] ∩ I) × Ω 上关于 σ 代数

B([0, t] ∩ I) × Ft 和 E 是可测的. 为了强调, 有时也称 E 循序可测. 称集合 A ⊂ I × Ω

循序可测, 如果过程 (t, ω) 7→ 1A(t, ω) 是循序可测的.

显然集合 A ⊂ I × Ω 循序可测等价于对任何 t ∈ I 有 {([0, t] ∩ I) × Ω} ∩ A ∈
B([0, t] ∩ I) × Ft. 不难看出, 关于 (Ft : t ∈ I) 循序可测的过程关于该流是适应的. 另

外, 若过程 X 循序可测, 则它是可测的. 事实上, 对任何 B ∈ E 有

{(s, ω) ∈ I × Ω : Xs(ω) ∈ B} =
∞∪
n=1

{(s, ω) ∈ ([0, n] ∩ I)× Ω : Xs(ω) ∈ B}.

由循序可测性,

{(s, ω) ∈ ([0, n] ∩ I)× Ω : Xs(ω) ∈ B} ∈ B([0, n] ∩ I)× Fn ⊂ B(I)× F .

所以 {(s, ω) ∈ I×Ω : Xs(ω) ∈ B} ∈ B(I)×F . 再者,当 I = Z+时,任何关于 (Ft : t ∈ I)

适应的过程关于该流循序可测, 从而可测.

定理 1.3.1 假设 E 为拓扑空间, 而 B(E) 为其博雷尔 σ 代数. 若取值于 (E,B(E)) 的

随机过程 (Xt : t ≥ 0) 关于流 (Ft : t ≥ 0) 适应且右连续(或左连续), 则它关于该流循序

可测.

证明 我们只考虑 (Xt : t ≥ 0)为右连续适应过程的情况,左连续的情况类似. 对于 n ≥ 1,

定义 Xn(0) = X0 和

Xn(s) = Xkt/2n , (k − 1)t/2n < s ≤ kt/2n, k = 1, 2, 3, · · · , 2n,
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则 (s, ω) 7→ Xn(s, ω)是 ([0, t]×Ω,B[0, t]×Ft)到 (E,E )的可测映射. 因 X 是右连续的,

故 Xs(ω) = limnXn(s, ω). 因此 (s, ω) 7→ Xs(ω) 是从 ([0, t] × Ω,B[0, t] × Ft) 到 (E,E )

的可测映射. �

现在我们定义一类重要的随机时间, 并研究这类时间的若干基本性质. 考虑带流的

概率空间 (Ω,F , (Ft),P : t ∈ I), 并令 F∞ = σ(∪t∈IFt).

定义 1.3.1 称随机变量 T : Ω → I ∪ {∞} 为 (Ft) 停时或可选时, 如果对任何 t ∈ I 都

有 {ω ∈ Ω : T (ω) ≤ t} ∈ Ft. 对于给定的 (Ft) 停时 T , 我们把 F∞ 中对所有 t ∈ I 满足

A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft 的集合 A 的全体记为 FT . 容易验证 FT 是一个 σ 代数. 当 I = R+

时, 对于 (Ft+) 停时 T , 类似地定义 FT+.

注意停时 T 是相对于某个流而言的. 当流 (Ft) 明确时, 我们就简单地称 T 为停时.

显然, 常数值随机变量 T ≡ t 是停时, 且此时有 FT = Ft. 特别地, 若 I = Z+, 则 T 是

(Ft) 停时当且仅当对任何 t ∈ I 都有 {T = t} ∈ Ft, 而 A ∈ FT 当且仅当对任何 t ∈ I

都有 A ∩ {T = t} ∈ Ft. 停时是在应用中经常使用的随机时间. 这种随机时间保留了固

定时间的有很多性质. 停时的原型是如下定义的进入时与击中时.

定义 1.3.2 设 X = (Xt : t ∈ I) 是取值于 (E,E ) 的随机过程. 对 A ⊂ E, 定义 DA =

inf{t ≥ 0 : Xt ∈ A} 和 TA = inf{t > 0 : Xt ∈ A}. 它们分别称为过程 X 对于集合 A 的

进入时与击中时. 称 LA(ω) := sup{t > 0 : Xt(ω) ∈ A} 为过程 X 对于集合 A 的末离时.

例 1.3.1 考虑离散时间集 I = Z+. 设 X = (Xt : t ∈ I) 是关于流 (Ft : t ∈ I) 适应, 取值

于 (E,E ) 的随机过程. 对任何 A ∈ E , 易证 DA 和 TA 都是 (Ft) 停时. �

命题 1.3.2 设 I = R+. 则 T 是 (Ft+) 停时当且仅当对任何 t ∈ I 都有 {T < t} ∈ Ft.

证明 若 T 是 (Ft+) 停时, 则 {T < t} = ∪n{T ≤ t− 1/n} ∈ Ft. 反之, 对任何 k ≥ 1, 有

{T ≤ t} =
∞∩
n=k

{T < t+ 1/n} ∈ Ft+1/k,

故 {T ≤ t} ∈ Ft+. 即 T 是 (Ft+) 停时. �

命题 1.3.3 设 I = R+ 而 T 是 (Ft+) 停时. 则 A ∈ FT+ 当且仅当对任何 t ∈ I 都有

A ∩ {T < t} ∈ Ft.
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证明 若 A ∈ FT+, 显然有 A ∩ {T < t} = ∪n(A ∩ {T ≤ t− 1/n}) ∈ Ft. 反之, 若对任何

t ∈ I 都有 A ∩ {T < t} ∈ Ft, 则对任何 k ≥ 1 有

A ∩ {T ≤ t} =
∞∩
n=k

(A ∩ {T < t+ 1/n}) ∈ Ft+1/k.

故知 A ∈ ∩k≥1Ft+1/k = Ft+, 因而 A ∈ FT+. �

例 1.3.2 考虑连续时间集 I = R+ 和度量空间 E, 记后者的博雷尔 σ 代数为 E . 设

X = (Xt : t ≥ 0) 是关于流 (Ft : t ≥ 0) 适应, 取值于 (E,E ) 的随机过程. 当 A 是开集且

X 右连续时, 显然有 DA ≡ TA. 此时, DA 是 (Ft+) 停时. 事实上, 由 X 的右连续性, 对

任何 t > 0 有

{DA < t} =
∪

s∈[0,t)∩Q

{Xs ∈ A} ∈ Ft.

直观上, 末离时 LA 是 X 的轨道最后一次在 A 中的时间. 一般地 LA 不是停时, 因为轨

道在 t 时刻后是否再进入 A 不能用 t 时刻前的信息来判断. �

命题 1.3.4 若 T 和 S 是 (Ft) 停时, 则 T ∨ S, T ∧ S 和 T + S 也是 (Ft) 停时.

证明 由 {T ∨ S ≤ t} = {T ≤ t} ∩ {S ≤ t} 和 {T ∧ S ≤ t} = {T ≤ t} ∪ {S ≤ t} 知 T ∨ S
和 T ∧ S 是 (Ft) 停时. 另外, 注意对任何 t ∈ I 有 {T > t} ∪ {S > t} ∈ Ft. 而且

{T + S > t} = {T > t} ∪ {T + S > t, T ≤ t} = {T > t} ∪ {t− S < T ≤ t}.

这里

{t− S < T ≤ t} =
∪

s∈[0,t)∩Q

{t− S < s < T ≤ t} =
∪

s∈[0,t)∩Q

{S > t− s, T > s, T ≤ t}

显然属于 Ft. 所以 S + T 是 (Ft) 停时. �

命题 1.3.5 (1)设每个 Tn 是 (Ft)停时且序列 {Tn}单调增.则 limn Tn 是 (Ft)停时. (2)

设 I = R+, 每个 Tn 是 (Ft) 停时且序列 {Tn} 单调降. 则 limn Tn 是 (Ft+) 停时.

证明 (1) 因 {Tn} 单调上升, 有 {limn Tn ≤ t} = ∩n{Tn ≤ t} ∈ Ft. 故 limTn 是 (Ft) 停

时.

(2) 因 {Tn} 单调下降, 有 {limn Tn < t} = ∪n{Tn < t} ∈ Ft. 由命题 1.3.2 知 limTn

是 (Ft+) 停时. �
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命题 1.3.6 随机变量 X 关于 FT 可测当且仅当对任意的 t ∈ I, X1{T≤t} 关于 Ft 可测.

证明 不妨假定 X 是非负随机变量. 这样 X 关于 FT 可测 ⇔ 对任意的 a > 0 有

{X ≥ a} ∈ FT ⇔ 对任意的 a > 0 和 t ∈ I 有 {X ≥ a} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, 其中

{X ≥ a}∩ {T ≤ t} = {X1{T≤t} ≥ a}. 所以 X 关于 FT 可测⇔对任意的 t ∈ I, X1{T≤t}

关于 Ft 可测. �

命题 1.3.7 若 T 是 (Ft) 停时, 则 T 关于 FT 可测.

证明 对任意的 t, s ∈ I 有 {T ≤ s} ∩ {T ≤ t} = {T ≤ s ∧ t} ∈ Fs∧t ⊂ Ft. 因此

{T ≤ s} ∈ FT . �

命题 1.3.8 若 T 和 S 是 (Ft) 停时且 S ≤ T , 则 FS ⊂ FT .

证明 设 A ∈ FS. 对 t ∈ I 有 A ∩ {T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∩ {T ≤ t} ∈ Ft, 故 A ∈ FT .

�

命题 1.3.9 设 I = R+, 每个 Tn 是 (Ft) 停时, (Ft) 右连续且 Tn ↓ T . 则 ∩nFTn = FT .

证明 首先由命题 1.3.5 和 (Ft) 的右连续性知 T 是 (Ft) 停时. 再根据命题 1.3.8 有

∩nFTn ⊃ FT . 另一方面, 设 A ∈ ∩nFTn . 由命题 1.3.3, 对任意的 t ∈ I 有

A ∩ {T < t} =
∪
n

(A ∩ {Tn < t}) ∈ Ft.

再由命题 1.3.3 有 A ∈ FT . �

称 σ代数流 (Ft)拟左连续,如果对任何单增 (Ft)停时序列 {Tn}有FT = σ(∪nFTn),

其中 T = limn Tn. 平行地, 上述命题 1.3.9 的结论可称为拟右连续. 但在随机过程理论中

通常都考虑右连续 σ 代数流, 拟右连续自然成立, 因而此概念很少特别定义.

命题 1.3.10 若 T 和 S 是 (Ft) 停时, 则有: (1) FT∧S = FT ∩ FS; (2) {T < S},
{T ≤ S} ∈ FT∧S.

证明 (1) 由命题 1.3.8, 显然有 FT∧S ⊂ FT ∩ FS. 为证另一包含关系, 取 A ∈ FT ∩ FS.

则对 t ∈ I 有

A ∩ {T ∧ S ≤ t} = A ∩ ({T ≤ t} ∪ {S ≤ t}) = (A ∩ {T ≤ t}) ∪ (A ∩ {S ≤ t}) ∈ Ft.
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因此 A ∈ FT∧S.

(2) 对任何 t ∈ I,

{T < S} ∩ {S ≤ t} =
∪

s∈[0,t)∩Q

({T < s} ∩ {s < S} ∩ {S ≤ t}) ∈ Ft.

因此 {T < S} ∈ FS. 进而不难看出,

{T < S} ∩ {T ≤ t} = {T < S, T ≤ t, S ≤ t} ∪ {T < S, T ≤ t, S > t}
= {T < S, S ≤ t} ∪ {T ≤ t, S > t} ∈ Ft.

因此 {T < S} ∈ FT . 再利用 (1) 有 {T < S} ∈ FS ∩ FT = FS∧T . 而由对称性推出

{T > S} ∈ FS∧T , 进而得 {T ≤ S}, {S ≤ T} ∈ FS∧T . �

命题 1.3.11 设 T 和 S 是 (Ft) 停时. 那么对任何 FT 可测的可积随机变量 X 有

P(X|FS) = P(X|FS∧T ). 从而对任何可积随机变量 Y 有P[P(Y |FT )|FS] = P(Y |FS∧T ).

证明 第1步) 我们先证明, 若 X 关于 FT 可测, 则 1{T<S}X 与 1{T≤S}X 关于 FS∧T 可

测. 事实上对任何 t ∈ I, 显然

1{T<S}X1{S∧T≤t} = 1{T<S}X1{T≤t}.

由命题 1.3.10 知 {T < S} ∈ FS∧T ⊂ FT . 再因 X 是 FT 可测的, 由命题 1.3.6 上式关于

Ft 可测, 从而 1{T<S}X 是 FS∧T 可测的. 同理可证 1{T≤S}X 也是 FS∧T 可测的.

第2步) 由第 1 步知 1{T<S}X 关于 FS∧T 可测, 由命题 1.3.10 知 1{T≥S} 关于 FS∧T

可测. 因此有

P(X|FS) = P(1{T<S}X|FS) +P(1{T≥S}X|FS)

= 1{T<S}X + 1{T≥S}P(X|FS).

因为 P(X|FS) 是 FS 可测的, 第 1 步的结论还蕴含 1{T≥S}P(X|FS) 是 FS∧T 可测的.

故由上式知 P(X|FS) 关于 FS∧T 可测, 故

P(X|FS) = P[P(X|FS)|FS∧T ] = P(X|FS∧T ),

即第一个结论成立. 将此应用于 X = P(Y |FT ) 即得第二个结论成立. �

利用停时的概念, 我们可以加强对适应性的定义. 设 X = (Xt : t ∈ I) 是取值于

(E,E )的随机过程. 给定随机时间 T : Ω → I ∪{∞},可以自然地定义 ΩT := {T <∞} ⊂
Ω 到 E 的映射

ω 7→ XT (ω) := XT (ω)(ω). (1.3.2)

我们称 X 关于流 (Ft) 是 E 强适应的, 如果对任意的 (Ft) 停时 T , 上述映射相对于

ΩT ∩ FT 和 E 可测.
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命题 1.3.12 若 (Xt : t ∈ I) 关于流 (Ft : t ∈ I) 循序可测, 则它相对于该流是 E 强适应

的.

证明 不妨假定 I = R+. 设 T 是 (Ft) 停时. 容易验证 ω 7→ T (ω) ∧ t 是 (Ω,Ft) 到

([0, t],B[0, t])的可测映射,故 ω 7→ (T (ω)∧t, ω)是 (Ω,Ft)到 ([0, t]×Ω,B[0, t]×Ft)的可

测映射. 因为 X 是循序可测的,对任何 t ∈ I, (s, ω) → Xs(ω)是从 ([0, t]×Ω,B[0, t]×Ft)

到 (E,E ) 的可测映射. 因此复合 ω 7→ (T (ω) ∧ t, ω) 7→ XT (ω)∧t(ω) 是 (Ω,Ft) 到 (E,E )

的可测映射. 这样对任意的 B ∈ E 有 {XT ∈ B} ∩ ΩT ∩ {T ≤ t} = {XT ∈ B} ∩ {T ≤
t} = {XT∧t ∈ B} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft. 所以 {XT ∈ B} ∩ ΩT ∈ FT , 故 X 关于 (Ft) 是 E 强

适应的. �

§1.4 加强的流

在随机过程的理论中经常会遇到一些小集合, 即某些零测集的子集. 在原有的 σ 代

数下, 这些小集合未必可测. 这会给讨论带来很多不便. 为了克服这个问题, 我们需要对

有关的 σ 代数和流进行适当的完备化或加强化.

首先我们考虑有限测度空间 (E,E , µ). 对于 A ⊂ E, 若存在 C ∈ E 满足 A ⊂ C 且

µ(C) = 0, 则称 A 为 µ 零集. 令 N 为 µ 零集全体构成的集类. 给定 E 的子 σ 代数 G ,

令

G µ = σ(G ∪ N ), (1.4.1)

即 G µ 为包含 G 和 N 的最小 σ 代数. 我们称 G µ 为 G 在 (E,E , µ) 之下的加强化. 若

G = G µ, 则称 G 是加强的. 特别地, 也称 E µ 为 E 在 µ 之下的完备化. 若 E = E µ, 则称

E 或 (E,E , µ) 是完备的. 称 σ 代数 Ē = ∩{E µ : µ 是 (E,E ) 上的有限测度} 为 E 的普

遍完备化. 如果 A,B ⊂ E 满足

A△B := (A \B) ∪ (A \B) ∈ N ,

我们写 A ∼ B. 不难看出 “∼” 是 E 的子集间的等价关系. 另外, 对于 A,B ∈ E , 显然

A ∼ B 当且仅当 µ(A) = µ(A ∩B) = µ(B).

命题 1.4.1 我们有 G µ = {B△C : B ∈ G , C ∈ N } = {A ⊂ E : 存在 B ∈ G 使得

A△B ∈ N }.

证明 记 A = {A := B△C : B ∈ G , C ∈ N }. 对于 A,B,C ⊂ E 不难看出 A = B△C
当且仅当 C = A△B. 所以 A = {A ⊂ E : 存在 B ∈ G 使得 C := A△B ∈ N }. 这
样, 我们只需证明 A = G µ. 由 (1.4.1) 知 A ⊂ G µ. 下面证明 A ⊃ G µ, 因为 A 包含
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G 和 N , 所以只需证 A 是 σ 代数. 设 A ∈ A . 则存在 B ∈ G 使 A△B ∈ N . 易见

Ac△Bc = A△B ∈ N . 再因 Bc ∈ G , 有 Ac ∈ A . 所以 A 对取余运算封闭. 此集类对可

数并运算也封闭. 这是因为(∪
n

An

)
△
(∪

n

Bn

)
⊂

∪
n

(An△Bn),

故若每个 An△Bn 都属于 N , 则左端也属于 N . 因此 A 是一个 σ 代数. �

对于 A ∈ G µ 取 B ∈ G 使 A△B ∈ N , 并令 ν(A) = µ(B). 该定义无歧义且给出

(E,G µ) 上的一个有限测度 ν, 它在 G 上与 µ 重合 (作业). 特别地, 我们可以将 µ 扩张为

(E,E µ) 上的有限测度 µ∗, 称为 µ 的完备化.

命题 1.4.2 定义在 E 上的实函数 f ∈ G µ 当且仅当存在 g ∈ G 使得 {f ̸= g} ∈ N .

证明 设有 g ∈ G 使 {f ̸= g} ∈ N . 对于任意 B ⊂ R, 有 {f ∈ B}△{g ∈ B} ⊂ {f ̸=
g} ∈ N . 若 B ∈ B(R), 则 {g ∈ B} ∈ G . 由命题 1.4.1 可知 {f ∈ B} ∈ G µ, 即 f ∈ G µ.

反之, 设 f ∈ G µ. 先考虑 f 只取可数个值的情况. 不妨设 f =
∑∞

i=1 ai1Ai
, 其中 {ai} ⊂ R

互不相同且非零, 而 {Ai} ⊂ G µ 互不相交. 由命题 1.4.1, 对每个 i 存在 Bi ∈ G 使得

Ai△Bi ∈ N . 因为 {Ai} 互不相交, 所以当 i ̸= j 时有 Bi ∩ Bj ∈ N . 令 C1 = B1,

Ci = Bc
1 ∩ · · · ∩ Bc

i−1 ∩ Bi (i ≥ 2). 于是 {Ci} ⊂ G 互不相交, 且 Bi△Ci ∈ N , 进而

Ai△Ci ∈ N . 令 g =
∑∞

i=1 ai1Ci
, 则 g ∈ G 且

{f ̸= g} ⊂
∞∪
i=1

(Ai△Ci) ∈ N .

对于一般的 f ∈ G µ, 存在只取可数个值的 fk ∈ G µ 使得 fk → f . 取 gk ∈ G 使

{fk ̸= gk} ∈ N . 令 g = lim infk→∞ gk. 则 g ∈ G , 且

{f ̸= g} ⊂
∞∪
k=1

{fk ̸= gk} ∈ N .

此即为预证结论. �

推论 1.4.3 定义在 E 上的实函数 f ∈ bE µ 当且仅当存在 f1, f2 ∈ bE 使得 f1 ≤ f ≤ f2

且 µ(f1 ̸= f2) = 0. 在这种情况下, 我们有∫
E

f(x)µ∗(dx) =

∫
E

f1(x)µ(dx) =

∫
E

f2(x)µ(dx). (1.4.2)
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证明 若存在 f1, f2 ∈ bE 使得 f1 ≤ f ≤ f2 且 µ(f1 ̸= f2) = 0, 显然有 {f ̸= f1} ∈ N .

根据命题 1.4.2 有 f ∈ E µ. 反之, 设有 f ∈ bE µ. 取常数 M ≥ 0 使 |f | ≤ M . 根据命题

1.4.2 存在 g ∈ E 使得 {f ̸= g} ∈ N . 因此有 N ∈ E 使 {f ̸= g} ⊂ N 且 µ(N) = 0. 显

然函数 f1 := g1Nc −M1N 和 f2 := g1Nc +M1N 即满足要求. 后一个断言显然. �

现在考虑概率空间 (Ω,F ,P). 为叙述上的方便, 我们假定它是完备的. 给定这个概

率空间上的流 (Ft : t ∈ I), 令 F ∗
t 是 Ft 的加强化. 我们称 (F ∗

t : t ∈ I) 为 (Ft : t ∈ I)

的加强流. 若 Ft = F ∗
t 对所有 t ∈ I 成立, 则称 (Ft : t ∈ I) 是加强的.

命题 1.4.4 假设过程 (Xt : t ∈ I) 关于流 (Ft : t ∈ I) 是 E 适应的. 那么 (Xt) 的任何修

正关于加强流 (F ∗
t ) 适应. 特别, 若 (Ft) 是加强流, 则 (Xt) 的任何修正关于 (Ft) 适应.

证明 考虑 (Xt : t ∈ I)的修正 (Yt : t ∈ I). 对任何 t ∈ I 及 f ∈ bE ,显然 {f(Xt) ̸= f(Yt)}
为 P 零集. 因为 f(Xt) 关于 Ft 可测, 根据命题 1.4.2 知 f(Yt) 关于 F ∗

t 可测, 从而 (Yt)

关于 (F ∗
t ) 是 E 适应的. �

命题 1.4.5 假设 (Xt : t ∈ I) 关于流 (Ft : t ∈ I) 是 E 适应的过程. 那么它关于加强流

(F ∗
t ) 是 Ē 适应的. 特别, 若 (Ft) 是加强流, 则任何 E 适应过程都是 Ē 适应的.

证明 令 µt 为 Xt 在 (E,E ) 上的分布. 根据推论 1.4.3, 对任何 f ∈ bĒ 有 f1, f2 ∈ bE 满

足 f1 ≤ f ≤ f2 且

P{f1(Xt) ̸= f2(Xt)} = µt(f1 ̸= f2) = 0.

因为 fi(Xt) ∈ bFt (i = 1, 2), 上式蕴含 f(Xt) ∈ bF ∗
t , 即 (Xt) 关于 (F ∗

t ) 是 Ē 适应的.

�

命题 1.4.6 设 (Ft : t ≥ 0) 为连续时间流. 则对任何 t ≥ 0 有 (Ft+)
∗ = (F ∗

t )+.

证明 对于任何 s > 0 有 (Ft+)
∗ ⊂ F ∗

t+s, 因而 (Ft+)
∗ ⊂ (F ∗

t )+. 另一方面, 假设

F ∈ b(F ∗
t )+ = b(∩n≥1F ∗

t+1/n). 根据命题 1.4.2, 对每个 n ≥ 1 有 Fn ∈ bFt+1/n 使

P(F ̸= Fn) = 0. 令 Hn = F − Fn, 则 lim supn→∞Hn = F − lim infn→∞ Fn, 其中

lim infn→∞ Fn ∈ Ft+. 显然

P
(
F ̸= lim inf

n→∞
Fn

)
= P

(
lim sup
n→∞

Hn ̸= 0
)
≤ P

( ∞∪
n=0

{Hn ̸= 0}
)
= 0.

再利用命题 1.4.2 推知 F ∈ b(Ft+)
∗. �

从命题 1.4.4和命题 1.4.5可以看出,对于加强的流很多结果的形式变得非常简洁. 因

此, 在随机过程中经常会先将流加强化, 或者直接考虑加强的流. 另外, 由于有命题 1.4.6,

对于连续时间流 (Ft : t ≥ 0), 我们可以把 (Ft+)
∗ = (F ∗

t )+ 简单地写作 F ∗
t+.
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命题 1.4.7 假设 (Ft : t ∈ I) 为加强的流. 若 (Ft) 停时 T 和 S 满足 P(T ̸= S) = 0, 则

有 FS = FT .

证明 假设 A ∈ FS. 则有 A ∈ F∞ 且对 t ≥ 0 有 A ∩ {S ≤ t} ∈ Ft. 由于 (Ft) 是强化

的且 P{S ̸= T} = 0, 对 t ≥ 0 有 A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft. 因此 A ∈ FT , 即 FS ⊂ FT . 类似

地, 有 FT ⊂ FS. �

命题 1.4.8 设 (Ft : t ≥ 0) 为右连续流, 并令 (Gt : t ≥ 0) 为其加强流. 则对任何 (Ft) 停

时 T 有 GT = σ(FT ∪ N ), 其中 N 为所有 P 零集构成的集类.

证明 显然有 GT ⊃ σ(FT ∪N ),下证相反的包含关系 GT ⊂ σ(FT ∪N ). 根据命题 1.4.1,

只需证明对任何 A ∈ GT 存在 B ∈ FT 使 A△B ∈ N . 对每个 n ≥ 1 我们定义二分点离

散化 (Ft) 停时

Tn =
1

2n
([2nT ] + 1) =

{ k/2n if (k − 1)/2n ≤ T < k/2n,

∞ if T = ∞.
(1.4.3)

注意当 n → ∞ 时, 递降地 Tn → T . 根据上式, 对 1 ≤ n < ∞ 和 1 ≤ k = ∞ 我们有

A ∩ {Tn = k/2n} ∈ Gk/2n = F ∗
k/2n . 所以存在 An,k ∈ Fk/2n 使得

(A ∩ {Tn = k/2n})△An,k ∈ N .

再因为 {Tn = k/2n} ∈ Fk/2n , 我们有

Bn,k := An,k ∩ {Tn = k/2n} ∈ Fk/2n .

不难看出

(A ∩ {Tn = k/2n})△Bn,k ∈ N .

注意 A = [∪∞
k=1(A ∩ {Tn = k/2n})] ∪ (A ∩ {Tn = ∞}). 令 Bn = (∪∞

k=1Bn,k) ∪Bn,∞. 则有

A△Bn ∈ N 和

Bn ∩ {Tn = k/2n} = Bn,k ∈ Fk/2n .

这推出当 n ≥ k 有 Bn ∈ FTn ⊂ FTk . 令 B = ∩∞
m=1 ∪∞

n=m Bn. 则 A△B ∈ N . 显然, 对

任何 k ≥ 1 有 B = ∩∞
m=k ∪∞

n=m Bn. 再由 (Ft) 的右连续性得 B ∈ ∩∞
k=1FTk = FT . 故得

予证结论. �

命题 1.4.9 假设 (Ft : t ≥ 0) 为右连续流. 若 T 为 (F ∗
t ) 停时, 则存在 (Ft) 停时 S 使得

P(T ̸= S) = 0.
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证明 令 {Tn} 是由 (1.4.3) 定义的 T 的二分点离散化 (F ∗
t ) 停时序列. 则当 n → ∞, 递

降地 Tn → T . 取 Ak ∈ Fk/2n 使 P({Tn = k/2n}△Ak) = 0, 并令 Sn(ω) = inf{k/2n : ω ∈
Ak},则几乎必然地 Tn = Sn. 另外,显然有 {Sn ≤ k/2n} = ∪ki=0Ai ∈ Fk/2n ,故 Sn 为 (Ft)

停时. 因为 (Ft) 右连续, 利用命题 1.3.2 不难证明 S := infn≥1 Sn 为 (Ft) 停时. 显然几

乎必然地 S := infn≥1 Tn = T . �

命题 1.4.10 如果 (Xt : t ≥ 0) 关于右连续流 (Ft : t ≥ 0) 是 E 强适应的, 那么它关于加

强流 (F ∗
t ) 是 Ē 强适应的. 特别, 若 (Ft) 是加强的右连续流, 任何 E 强适应过程都是 Ē

强适应的.

证明 下面的部分推导与命题 1.4.5 的证明类似. 假设 T 为 (F ∗
t ) 停时. 根据命题 1.4.9,

存在 (Ft) 停时 S 使得 P(T ̸= S) = 0. 令 µS 为 XS 在 (E,E ) 上的分布. 根据推论 1.4.3,

对任何 f ∈ bĒ 有 f1, f2 ∈ bE 满足 f1 ≤ f ≤ f2 且

P({f1(XS) ̸= f2(XS)} ∩ {S <∞}) = µS(f1 ̸= f2) = 0.

因为 (Xt) 关于 (Ft) 是 E 强适应的, 根据命题 1.4.8 我们有 fi(XS)1{S<∞} ∈ bFS (i =

1, 2). 故上式蕴含 f(XS)1{S<∞} ∈ bF ∗
S . 再由命题 1.4.7 易知 f(XT )1{T<∞} ∈ bF ∗

T . 所以

(Xt) 关于 (F ∗
t ) 是 Ē 强适应的. �

集合 A ⊂ R+ × Ω 在 Ω 上的投影定义为 π(A) = {ω ∈ Ω : 存在 s ∈ R+ 使得

(s, ω) ∈ A}. 该集合的首映时 (debut) 定义为 τ(ω) = inf{t ≥ 0 : (t, ω) ∈ A}. 下面定理的
证明用到肖凯 (Choquet) 容度理论, 篇幅较大, 感兴趣的读者可参见 [6, p.43 和 p.58].

定理 1.4.11 (可测投影定理) 假定 A ∈ B(R+)× F . 那么 π(A) 关于 F ∗ 可测.

我们说流 (Ft : t ≥ 0) 满足通常条件, 如果它是右连续的且是加强的. 利用可测投影

定理, 可以证明如下的:

定理 1.4.12 设 (Ft : t ≥ 0) 是满足通常条件的流, 而 (Xt : t ≥ 0) 是取值于状态空间

(E,E ) 的循序可测过程. 则下述性质成立:

(1) 若 A ⊂ R+ × Ω 是一个循序集, 则 A 的首映时 τ 是 (Ft) 停时.

(2) 对于任何 B ∈ E , 进入时 DB 和击中时 TB 都是 (Ft) 停时.

证明 (1) 由于 A 是循序的, 对任意的 t ≥ 0 有 ([0, t) × Ω) ∩ A ∈ B[0, t) × Ft. 再因为

(Ft : t ≥ 0) 满足通常条件, 每个 Ft 都是完备的. 由可测投影定理, 有

{τ < t} = {ω :有 s ∈ [0, t) 使 (s, ω) ∈ A} = π(([0, t)× Ω) ∩ A) ∈ Ft.
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再由 (Ft) 的右连续性推出 τ 是 (Ft) 停时.

(2) 令 A = {(t, ω) : X(t, ω) ∈ B}. 由于 X 循序可测, 故 1B(Xt(ω)) = 1A(t, ω) 是循

序可测过程. 因而 A 是循序可测集. 显然 B 的进入时

DB(ω) = inf{t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ B} = inf{t ≥ 0 : (t, ω) ∈ A}

就是 A 的首映时. 因此 DB 是停时. 取 r > 0, 则 (Fr+t : t ≥ 0) 循序可测过程 {Xr+t :

t ≥ 0} 对于 B 的进入时 Dr
B 是 (Fr+t : t ≥ 0) 停时. 所以, 当 s ≥ r > 0 时, Dr

B 是

(Fs+t : t ≥ 0) 停时, 因而 r +Dr
B 是 (Fs+t : t ≥ 0) 停时. 注意当 r ↓ 0 时

r +Dr
B = r + inf{t ≥ 0 : Xr+t ∈ B} = inf{t ≥ r : Xt ∈ B} ↓ TB.

再由命题 1.3.5 及 (Ft) 的右连续性知 TB 是 (Fs+t : t ≥ 0) 停时. 因此, 对于任何 t ≥ 0

有 {TB ≤ t} ∈ Fs+t. 再由 s > 0 的任意性和 (Ft : t ≥ 0) 的右连续性得 {TB ≤ t} ∈ Ft,

故 TB 是 (Ft : t ≥ 0) 停时. �
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第二章 鞅论基础

在这一章中, 我们给出有关鞅(上, 下鞅)的初步结果, 包括若干不等式, 收敛定理, 连

续时间下鞅轨道的正则化等. 鞅方法是现代随机过程理论中最重要的工具之一. 有关鞅

的更深入的讨论, 可参见 [7, 9] 等.

§2.1 鞅和鞅序列

在本节中, 我们给出鞅的定义并证明若干基本性质. 设 I 是时间集, 通常它可以为 R
或 Z 中的任何区间. 如无特别声明, 在本章中我们假定 I = Z+ 或 R+. 考虑某个概率空

间 (Ω,F ,P) 上给定的 σ 代数流 (Ft : t ∈ I) 和实值过程 (Xt : t ∈ I).

定义 2.1.1 假设 (Xt)可积且关于流 (Ft)适应.称 (Xt)称为关于 (Ft)的鞅 (对应地, 上

鞅或下鞅), 如果对任何 t ≥ s ∈ I 都有 P(Xt|Fs) = Xs (对应地, “=” 替换为 “≤” 或

“≥”). 在上下文明确时, 简称为鞅 (对应地, 上鞅或下鞅). 如果未指定流, 鞅是指关于自

然流的鞅(对应地, 上鞅或下鞅).

当 I = Z+ 时,对应的鞅称为鞅序列或者离散时间鞅; 当 I = R+ 时,对应的鞅称为连

续时间鞅. 显然 (Xn : n ≥ 0) 是离散时间鞅当且仅当对任何 n ≥ 0 都有 P(Xn+1|Fn) =

Xn. 由定义, 立刻得到下列简单性质:

命题 2.1.1 (1) 记 M (对应地, M+) 为相对于某个给定 σ 代数流的鞅(对应地, 下鞅)全

体. 那么 M 是一个线性空间, 而 M+ 是凸锥且对极大运算 ∨ 封闭.

(2) 若 (Xt) 是 (Ft) 下鞅, 则 t 7→ P(Xt) 递增. 另外, 下鞅 (Xt) 是鞅当且仅当

t 7→ P(Xt) 是常数.

(3) 若 (Xt) 是鞅, ϕ 是凸函数且每个 ϕ(Xt) 可积, 则 (ϕ(Xt)) 是下鞅. 因此 (|Xt|),
(X2

t ) (若每个 Xt 平方可积)是下鞅.

(4) 若 (Xt) 是下鞅, ϕ 是递增凸函数且每个 ϕ(Xt) 可积, 则 (ϕ(Xt)) 也是下鞅. 因此

(X+
t ) 是下鞅.

例 2.1.1 设 {ξn : n ≥ 1} 是例 1.1.1 中定义的 Bernoulli 随机序列. 任取整数值 X0 = k

并令 Xn = X0 +
∑n

i=1 ξi (n ≥ 1). 则 (Xn) 为简单随机游动. 再令 (Fn) 为 X 的自然流.

我们有

P(Xn+1|Fn) = P(Xn+1 −Xn|Fn) +Xn

23
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= P(ξi) +Xn = (p− q) +Xn.

当 p = q 时, (Xn) 是对称的简单随机游动, 此时它是鞅. 当 p ≥ q 时, (Xn) 是下鞅; 当

p ≤ q 时, (Xn) 是上鞅. 简单随机游动可用来描述赌博中某个赌徒的赌资. 显然, 鞅的情

况对应于对双方公平的博弈. �

显然, 鞅, 上鞅或下鞅的概念与流有关. 若 X 关于大的适应流是鞅, 它关于小的适应

流也是鞅. 显然, X 是上鞅当且仅当 −X 是下鞅, 而 X 是鞅当且仅当它即使上鞅也是下

鞅. 因此, 后面的结果只对上鞅或下鞅叙述.

引理 2.1.2 假设随机变量 X 和 Y 关于 σ 代数 F 可测. 则 P(X ≤ Y ) = 1 当且仅当对

任何 A ∈ F 都有 P(X;A) ≤ P(Y ;A).

证明 假设对任何 A ∈ F 都有 P(X;A) ≤ P(Y ;A). 特别地,对于 A := {X−Y > 0} ∈ F

有 P(X − Y ;A) = P(X;A)−P(Y ;A) ≤ 0. 因此不难发现 P(A) = 0, 即 P(X ≤ Y ) = 1.

上述结果的逆命题显然成立. �

命题 2.1.3 假设 (Xt) 关于 (Ft) 适应. 那么 (Xt) 是关于流 (Ft) 的下鞅当且仅当对于

s ≤ t ∈ I 和 A ∈ Fs 有 P(Xs;A) ≤ P(Xt;A).

证明 假若 (Xt)是 (Ft)下鞅,则对 s ≤ t ∈ I 和 A ∈ Fs有 P(Xs;A) ≤ P[P(Xt|Fs);A] =

P(Xt;A). 反之, 设对 s ≤ t ∈ I 和 A ∈ Fs 有 P(Xs;A) ≤ P(Xt;A) = P[P(Xt|Fs);A].

根据引理 2.1.2 有 Xs ≤ P(Xt|Fs), 即 (Xt) 是 (Ft) 下鞅. �

命题 2.1.4 如果 (Xt) 是关于流 (Ft) 的下鞅, 它也是关于加强的流 (F ∗
t ) 的下鞅.

证明 因为 (Xt) 关于 (Ft) 适应, 它也关于 (F ∗
t ) 适应. 考虑 s ≤ t ∈ I 和 A ∈ F ∗

s . 根据

命题 1.4.1, 存在 B ∈ Fs 使得 P(A△B) = 0. 由于 Xs ≤ P(Xt|Fs), 根据引理 2.1.2 有

P(Xt;A) = P(Xt;B) ≥ P(Xs;B) = P(Xs;A).

由命题 2.1.3 知 (Xt) 是 (F ∗
t ) 下鞅. �

命题 2.1.5 假设 (Xn(t)), n = 1, 2, · · · 是关于流 (Ft) 的下鞅. 如果对任意 t ∈ I 都有

Xn(t)
L1

−→ Xt, 那么 (Xt) 关于加强的流 (F ∗
t ) 是下鞅. 特别地, 如果流 (Ft) 是加强的, 在

上述条件下 (Xt) 关于 (Ft) 是下鞅.
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证明 由假设, 对 t ∈ I 有 Xn(t)
L1

−→ Xt. 因每个 Xn(t) 关于 Ft 可测, 故 Xt 关于 F ∗
t 可

测, 即 (Xt) 关于 (F ∗
t ) 适应. 再由 Xn(t)

L1

−→ Xt 知 Xn(t)1A
L1

−→ Xt1A 对任意 A ∈ F ∗
t

成立. 另外, 根据假设和命题 2.1.4, 每个 (Xn(t)) 关于流 (F ∗
t ) 是下鞅, 故对 t ≥ s ∈ I 和

A ∈ F ∗
s 有 P[Xn(t)1A] ≥ P[Xn(s)1A]. 所以

P(Xt1A) = lim
n→∞

P[Xn(t)1A] ≥ lim
n→∞

P[Xn(s)1A] = P(Xs1A).

这说明 (Xt) 关于 (F ∗
t ) 是下鞅. �

定义 2.1.2 设 Y 为实可积随机变量. 对于 t ∈ I 令 Xt = P(Y |Ft). 则 X = (Xt : t ∈ I)

是一个关于 (Ft) 的鞅, 称为右闭鞅或杜布鞅.

命题 2.1.6 杜布鞅 X = (Xt : t ∈ I) 是一致可积的.

证明 设 Xt = P(Y |Ft) 由上面定义给出, 其中 Y 为可积随机变量. 对任意的 N > 0 有

P(|Xt|; |Xt| > N) ≤ P[P(|Y ||Ft); |Xt| > N ] = P(|Y |; |Xt| > N).

再取 L > 0 得

P(|Y |; |Xt| > N) ≤ P(|Y |; |Y | > L) + LP(|Xt| > N),

其中

P(|Xt| > N) ≤ 1

N
P|Xt| =

1

N
P[|P(Y |Ft)|] ≤

1

N
P|Y |.

所以

lim sup
N→∞

sup
t∈I

P(|Xt|; |Xt| > N) ≤ P(|Y |; |Y | > L).

由 L > 0 的任意性知 X = (Xt : t ∈ I) 是一致可积的. �

定义 2.1.3 关于流 (Ft : t ∈ I) 适应的实值过程 (Mt : t ∈ I) 称为局部鞅, 如果存在单增

且趋于无穷的停时列 {τn} 使得对任何 n ≥ 1, 过程 M τn = (Mt∧τn : t ∈ I} 是鞅. 这时

{τn} 称为 M 的局部化序列.

注意, 鞅一定是局部鞅, 但局部鞅不一定是鞅. 对任何连续局部鞅 (Mt : t ≥ 0),

总是存在一个局部化序列 {τn} 使得每个 (Mt∧τn : t ≥ 0) 是有界连续鞅. 例如, 可令

τn = inf{t ∈ I : |Mt| ≥ n}.
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本节下面主要讨论离散时间鞅, 即 I = Z+ 的情况. 设 (Ω,F ,P) 是概率空间, (Fn :

n ≥ 0) 是其上的流. 随机过程 (Hn : n ≥ 0) 称为可料的, 如果 H0 是 F0 可测的且对任

意的 n ≥ 1, 随机变量 Hn 关于 Fn−1 可测. 设 X 是适应过程, Hn 是可料过程. 定义

(H ·X)0 = H0X0 和

(H ·X)n = (H ·X)n−1 +Hn(Xn −Xn−1), n ≥ 1. (2.1.1)

称 {(H ·X)n : n ≥ 0} 为 H 关于 X 的随机积分. 由上面递推公式得

(H ·X)n = H0X0 +
n∑
i=1

Hi(Xi −Xi−1), n ≥ 1. (2.1.2)

(为了在符号上区别乘积与随机积分, 我们写乘积时一般不用点.) 上式实际上是随机分析

中的随机积分概念的离散时间形式.

定理 2.1.7 设 X 是适应过程, H 是可料过程, 且 H ·X 可积. 若 X 是鞅, 则 H ·X 是鞅;

若 X 是下鞅且 H 非负, 则 H ·X 是下鞅.

证明 显然 H ·X 是适应的. 对 n ≥ 1 我们有

P[(H ·X)n − (H ·X)n−1|Fn−1] = P(Hn(Xn −Xn−1)|Fn−1)

= HnP(Xn −Xn−1|Fn−1).

因此 X 是鞅(对应地, X 是下鞅且 H 非负)蕴含着 H ·X 是鞅(对应地, 下鞅). �

回忆前面定义的停止过程 Xτ
n = Xτ∧n. 作为上面定理的一个特例, 我们有

推论 2.1.8 设 X 是一个鞅(下鞅), τ 是一个停时, 则 τ 停止过程 Xτ 也是一个鞅(下鞅).

证明 定义 Hn = 1{τ≥n} = 1 − 1{τ≤n−1}. 则 H0 = 1, 而且 Hn 非负有界而且是 Fn−1 可

测的. 利用 (2.1.2) 得

(H ·X)n = H0X0 −H1(X0 −X1)−H2(X1 −X2)− · · · −Hn(Xn−1 −Xn)

= (H0 −H1)X0 + (H1 −H2)X1 + · · ·+ (Hn−1 −Hn)Xn−1 +HnXn

= 1{τ=0}X0 + 1{τ=1}X1 + · · ·+ 1{τ=n−1}Xn−1 + 1{τ≥n}Xn

= 1{τ<n}Xτ + 1{τ≥n}Xn = Xτ∧n.

因为 (Hn : n ≥ 0) 有界, 故每个 (H ·X)n 可积. 由定理 2.1.7 即得结论. �

若对任意的 n, 随机变量 Hn 有界, 则称过程 H = (Hn : n ≥ 0) 是局部有界的. 不难

证明, 如果 X 可积, 且 H 局部有界, 那么 H ·X 是可积的. 下面的定理称为杜布有界停

止定理, 是随机分析中非常本质的结果.
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定理 2.1.9 设 X 是下鞅, σ 和 τ 是有界停时且 σ ≤ τ . 那么 Xσ 和 Xτ 是可积的且

P(Xτ |Fσ) ≥ Xσ.

证明 取 N 使得 τ ≤ N . 由推论 2.1.8 知 Xσ = Xσ
N 和 Xτ = Xτ

N 均可积. 根据引理 2.1.2,

只需证明对任意的 B ∈ Fσ 有

P(Xσ;B) ≤ P[P(Xτ |Fσ);B] = P(Xτ ;B).

以下分两步进行讨论:

(1) 假设 0 ≤ τ − σ ≤ 1. 此时, 我们可以写

P(Xτ −Xσ;B) =
N−1∑
n=0

P(Xτ −Xσ;B ∩ {σ = n} ∩ {τ = n+ 1})

=
N−1∑
n=0

P(Xn+1 −Xn;B ∩ {σ = n} ∩ {τ = n+ 1}).

注意对任意的 0 ≤ n ≤ N − 1 有

B ∩ {σ = n} ∩ {τ = n+ 1} = B ∩ {σ = n} ∩ {τ > n} ∈ Fn.

由下鞅性

P(Xτ −Xσ;B) =
N−1∑
n=0

P{P[(Xn+1 −Xn)1B∩{σ=n}∩{τ=n+1}|Fn]}

=
N−1∑
n=0

P{P(Xn+1 −Xn|Fn)1B∩{σ=n}∩{τ=n+1}} ≥ 0.

(2) 在一般情形, 令 τn = τ ∧ (σ + n), 其中 0 ≤ n ≤ N . 则每个 τn 为停时且

0 ≤ τn+1 − τn ≤ 1. 由于 B ∈ Fσ ⊂ Fτn , 由上面证明的结论

P(Xτ ;B) = P(XτN ;B) ≥ · · · ≥ P(Xτ1 ;B) ≥ P(Xτ0 ;B) = P(Xσ;B).

故得予证结果. �

推论 2.1.10 设 X 是可积适应过程, 则 X 是鞅当且仅当对任何有界停时 σ ≤ τ 有

P(Xσ) = P(Xτ ), 或等价地对任何有界停时 τ 有 P(Xτ ) = P(X0).

证明 设 X 是鞅. 由定理 2.1.9, 对任何有界停时 σ ≤ τ 有 Xσ = P(Xτ |Fσ), 两端取期

望得 P(Xσ) = P(Xτ ). 反之, 设对任何有界停时 σ ≤ τ 有 P(Xσ) = P(Xτ ). 取 N 使得

τ ≤ N . 对任何 B ∈ Fσ ⊂ Fτ 令

σB = σ1B +N1Bc , τB = τ1B +N1Bc .
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下面验证 σB 和 τB 是停时. 事实上, 若 t < N , 则

{σB ≤ t} = {σ ≤ t} ∩B ∈ Ft, {τB ≤ t} = {τ ≤ t} ∩B ∈ Ft;

而若 t ≥ N , 则 {σB ≤ t} = {τB ≤ t} = Ω ∈ Ft. 因此, 由假定有 P(XσB) = P(XτB), 或

写为

P(Xσ;B) +P(XN ;B
c) = P(Xτ ;B) +P(XN ;B

c).

这推出 P(Xσ;B) = P(Xτ ;B), 故 Xσ = P(Xτ |Fσ). 这就证明了 X 是鞅. �

推论 2.1.11 可积非负局部鞅是上鞅.

证明 设 X = (Xk : k ≥ 0) 是非负局部鞅, 而 {τn} 为相应的局部化序列. 对于任意的整

数 l ≥ k ≥ 0, 由条件数学期望的 Fatou 引理, 命题 1.3.11 和定理 2.1.9 有

P(Xl|Fk) ≤ lim inf
n→∞

P(Xl∧τn|Fk) = lim inf
n→∞

P(Xl∧τn|Fk∧τn) = lim inf
n→∞

Xk∧τn = Xk.

所以 X 是上鞅. �

定理 2.1.12 设 X 是非负上鞅. 令 σ = min{k ≥ 0 : Xk = 0}. 那么对任意的 n ≥ 0 有

P{σ ≤ n,Xn > 0} = 0.

证明 固定 a > 0, 并令 τ = min{k ≥ σ : Xk ≥ a}. 易证 σ 和 τ 是停时, 而且 σ ≤ τ . 由

定理 2.1.9, 对任意的 n ≥ 0 有

0 ≥ P(Xτ∧n −Xσ∧n)

= P(Xτ −Xσ; τ ≤ n) +P(Xn −Xσ;σ < n < τ) +P(Xn −Xn;σ ≥ n)

≥ aP(τ ≤ n) +P(Xn;σ < n < τ)

≥ aP(τ ≤ n).

因此 P(τ ≤ n) = 0. 显然 {σ ≤ n,Xn ≥ a} ⊂ {τ ≤ n}, 故 P(σ ≤ n,Xn ≥ a) = 0. 让

a→ 0 即得所需结论. �

上述定理说明非负上鞅在某时刻到达零点后永远停留在零点. 另外, 如果 {Xn : n ≥
0} 是鞅, τ 是有界停时, 由杜布停止定理有 P(Xτ ) = P(X0). 下面的定理说明这个等式

对于某些无界停时也是正确的.

定理 2.1.13 设 (Xn : n ≥ 0) 是鞅, τ 是停时. 如果: (1) P(τ < ∞) = 1; (2) P|Xτ | < ∞;

(3) limn→∞P(Xn; τ > n) = 0; 那么 P(Xτ ) = P(X0).
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证明 利用有界停止定理, 有

P(X0) = P(Xτ∧n) = P(Xτ ; τ ≤ n) +P(Xn; τ > n) → P(Xτ ) (n→ ∞).

这里最后的极限关系成立是由于条件 (1), (2), (3) 及控制收敛定理. �

容易验证, 若条件 (1) 满足且有条件: (4) P(supk≥0 |Xτ∧k|) <∞ 成立, 则上面的条件

(2) 和 (3) 成立. 特别地, 若 {Xτ∧n : n ≥ 0} 有界, 则显然条件 (4) 成立.

例 2.1.2 设 {ξn}是 Bernoulli随机序列且 P{ξi = 1} = p, P{ξi = −1} = q,其中 p, q ≥ 0

且 p+ q = 1. 令 Sn =
∑n

k=1 ξk (n ≥ 0). 则 {Sn} 是从 0 出发的简单随机游动. 取定整数

a < 0 < b, 并以 τa 和 τb 分别记 {Sn} 首次到达 a 和 b 的时间. 令 τ 为 {Sn} 首次到达
{a, b} 的时间, 显然 τ = τa ∧ τb. 分别记 {Sτ = a} = {τa < τb} 和 {Sτ = b} = {τb < τa}
的概率为 pa 和 pb. 由例 1.1.2 有 P(τ <∞) = 1, 故 pa + pb = 1.

(1) 考虑 p = q = 1/2 的情况. 此时, 由定理 2.1.13 后的说明, 有

0 = P(S0) = P(Sτ ) = apa + bpb = (b− a)pb + a.

由此解得 pa = b(b− a)−1 和 pb = |a|(b− a)−1.

(2) 考虑 p ̸= q 的情况. 此时, 因 P[(q/p)ξn ] = p+ q = 1, 我们有

P
[(q
p

)Sn

−
(q
p

)Sn−1
∣∣∣Fn−1

]
=

(q
p

)Sn−1

P
[(q
p

)ξn∣∣∣Fn−1

]
−
(q
p

)Sn−1

= 0.

因而 {(q/p)Sn : n ≥ 0} 是鞅. 由定理 2.1.13 后的说明,

1 = P
[(q
p

)S0
]
= P

[(q
p

)Sτ
]
=

(q
p

)a
pa +

(q
p

)b
pb =

(q
p

)a
+
[(q
p

)b
−
(q
p

)a]
pb.

由此解得

pa =

(
q
p

)b − 1(
q
p

)b − (
q
p

)a , pb =
1−

(
q
p

)a(
q
p

)b − (
q
p

)a . (2.1.3)

故若 0 < q < p < 1, 则 P(τa < ∞) = limb→∞P(τa < τb) = (q/p)−a. 类似地, 若

0 < p < q < 1, 则 P(τb <∞) = (p/q)b. �

例 2.1.3 前面提到过, 在赌博对局中, 鞅表达了一种公平性原则. 然而, 它只说明赌博的

每一局是公平的, 其最后的结果仍然可能是不公平的. 考虑由从 0 出发的对称简单随机

游动描述的赌博游戏. 赌徒开局时持有赌资为零. 如果他可以决定赌博的停止时间, 那么

他可以规定自己在钱数达到 a > 0后离开. 上例说明他总可实现该目标.之所以会出现这

种不公平的结果, 是因为赌徒可以无利息无限制地借款, 而且可以随意决定停止的时刻.

所以同一个具有无限赌资的赌徒进行赌博是不公平的. 这个例子也说明杜布停止定理对

于(有限但无界)停时未必成立. �
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鞅, 上鞅和下鞅的概念是美国概率学家杜布提出来的. 杜布建立的关于鞅, 上鞅或下

鞅的很多不等式在鞅论研究中有重要的作用. 下面的不等式通常称为杜布不等式.

定理 2.1.14 设 X = (Xn : n ≥ 0) 是一个下鞅. 则有下列性质成立:

(1) 对任何 λ > 0 及整数 n ≥ 0,

λP
{

max
0≤k≤n

|Xk| ≥ λ
}
≤ 2P(X+

n )−P(X0);

(2) 设 X 是非负的, 则对任何 p > 1 及整数 n ≥ 0,

P
(
max
0≤k≤n

Xp
k

)
≤

( p

p− 1

)p
P[Xp

n].

证明 (1) 令 τ = inf{k ≥ 0 : Xk ≥ λ}. 则 τ 是停时. 所以

P(Xn) ≥ P(Xτ∧n) = P
(
Xτ ; max

0≤k≤n
Xk ≥ λ

)
+P

(
Xn; max

0≤k≤n
Xk < λ

)
≥ λP

(
max
0≤k≤n

Xk ≥ λ
)
+P

(
Xn; max

0≤k≤n
Xk < λ

)
.

因此

λP
(
max
0≤k≤n

Xk ≥ λ
)

≤ P(Xn)−P
(
Xn; max

0≤k≤n
Xk < λ

)
≤ P

(
Xn; max

0≤k≤n
Xk ≥ λ

)
≤ P(X+

n ). (2.1.4)

再令 σ = inf{k ≥ 0 : Xk ≤ −λ}. 与上面类似地, 有

P(X0) ≤ P(Xσ∧n) = P
(
Xσ; min

0≤k≤n
Xk ≤ −λ

)
+P

(
Xn; min

0≤k≤n
Xk > −λ

)
≤ −λP

(
min
0≤k≤n

Xk ≤ −λ
)
+P

(
Xn; min

0≤k≤n
Xk > −λ

)
.

因此

λP
(

min
0≤k≤n

Xk ≤ −λ
)
≤ P

(
Xn; min

0≤k≤n
Xk > −λ

)
−P(X0) ≤ P(X+

n )−P(X0).

结合上述两个不等式即得予证者.

(2) 令 q = p/(p− 1) 和 η = max0≤k≤nXk. 由 (2.1.4) 知

tP(1{η≥t}) = tP(η ≥ t) ≤ P(Xn; η ≥ t) = P(Xn1{η≥t}).

由 Fubini 定理, Hölder 不等式及上式得到

P(ηp) = P
(∫ ∞

0

ptp−11{t≤η}dt
)
= p

∫ ∞

0

tp−1P(1{t≤η})dt
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≤ p

∫ ∞

0

tp−2P(Xn1{t≤η})dt = pP
(
Xn

∫ η

0

tp−2dt
)

=
p

p− 1
P(Xnη

p−1) ≤ q[P(Xp
n)]

1
p [P(η(p−1)q)]

1
q

= q[P(Xp
n)]

1
p [P(ηp)]

1
q

两边同除以 [P(ηp)]
1
q 即得予证者. �

§2.2 上穿不等式

关于鞅的不等式在随机过程的研究中起着重要的作用. 本节我们再证明另外一个非

常重要的不等式. 现在设 X = (Xn : n ≥ 0) 是一个实值随机过程. 对于给定的常数

−∞ < a < b <∞, 我们定义 τ0 = 0 和

τ1 = inf{n ≥ 0 : Xn ≤ a};
τ2 = inf{n ≥ τ1 : Xn ≥ b};

· · ·
τ2k+1 = inf{n ≥ τ2k : Xn ≤ a};
τ2k+2 = inf{n ≥ τ2k+1 : Xn ≥ b};

· · · .

则 {τn : n ≥ 1} 是一个严格单调上升的停时序列. 对 N ≥ 1 令

UX
N [a, b] = max{k : τ2k ≤ N}.

随机变量 UX
N [a, b] 记录了过程 X 在时刻 0 到 N 之间上穿区间 [a, b] 的次数. 下面是著

名的杜布上穿不等式.

定理 2.2.1 设 X 是一个下鞅, 则对任何常数 a < b 和非负整数 N , 有

P
{
UX
N [a, b]

}
≤ 1

b− a
P
[
(XN − a)+ − (X0 − a)+

]
≤ 1

b− a
P
∣∣XN − a

∣∣.
证明 令 Yn = (Xn−a)+,显然 Y = (Yn)也是一个下鞅. 自然地有 UX

N [a, b] = UY
N [0, b−a].

取 k 使 2k − 1 ≥ N , 那么 τ2k ≥ 2k − 1 ≥ N , 因此

YN − Y0 =
2k∑
n=1

(Yτn∧N − Yτn−1∧N)

=
k∑

n=1

(Yτ2n∧N − Yτ2n−1∧N) +
k−1∑
n=0

(Yτ2n+1∧N − Yτ2n∧N)
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≥ (b− a)UY
N [0, b− a] +

k−1∑
n=0

(Yτ2n+1∧N − Yτ2n∧N).

因为 τ2n+1 ≥ τ2n, 由定理 2.1.9 得

P(YN − Y0) ≥ (b− a)P
{
UX
N [a, b]

}
+

k−1∑
n=0

[
P(Yτ2n+1∧N)−P(Yτ2n∧N)

]
≥ (b− a)P

{
UX
N [a, b]

}
.

此即为予证不等式. �

杜布上穿不等式是证明鞅或下鞅收敛定理的基本工具.

定理 2.2.2 设 (Xn) 是下鞅且 K := supn≥0P|Xn| <∞. 则 Xn
a.s.−→ X, 其中 X 是一个可

积随机变量. 另外若 (Xn) 是一致可积下鞅, 则 Xn
L1

−→ X; 若 (Xn) 是一致可积鞅, 则还

有 Xn = P(X|Fn).

证明 设 X∗ 和 X∗ 分别是 {Xn} 的上极限与下极限. 显然

{X∗ > X∗} =
∪

a<b∈Q

{X∗ < a < b < X∗}.

由上穿不等式

P
{
UX
N [a, b]

}
≤ 1

b− a
P|XN − a| ≤ K + |a|

b− a
.

由单调收敛定理 P
{
limN→∞ UX

N [a, b]
}
<∞. 因此几乎必然 limN→∞ UX

N [a, b] <∞. 但是

{X∗ < a < b < X∗} ⊂ { lim
N→∞

UX
N [a, b] = ∞},

故 P{X∗ < a < b < X∗} = 0, 推出几乎必然 X∗ = X∗. 所以极限 X := limn→∞Xn 几乎

必然存在. 由 Fatou 引理有

P|X| = P
(
lim inf
n→∞

|Xn|
)
≤ lim inf

n→∞
P|Xn| ≤ K <∞,

故 X 可积. 如果 {Xn} 是一致可积下鞅, 由控制收敛定理有 Xn
L1

−→ X. 若 {Xn} 是一致
可积鞅, 则有 Xn

L1

−→ X 且对 k ≥ n 和 A ∈ Fn 有

P(Xn1A) = P[P(Xk|Fn)1A] = P(Xk1A),

令 k → ∞ 得 P(Xn1A) = P(X1A). 因而 P(X|Fn) = Xn. �
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推论 2.2.3 设 (Xn) 是非负上鞅. 则 Xn
a.s.−→ X, 其中 X 是一个可积随机变量.

证明 因为 (Xn) 是非负上鞅, 序列 P|Xn| = P(Xn) 不增, 从而有界. 应用定理 3.2.2 于

下鞅 (−Xn) 即可. �

推论 2.2.4 对任何可积随机变量 Y 和 σ 代数流 (Fn)n≥0, 当 n→ ∞ 时 Xn := P(Y |Fn)

几乎必然且 L1 收敛于 X∞ := P(Y |F∞), 其中 F∞ = σ(∪nFn).

证明 由命题 2.1.6 知杜布鞅 (Xn) 一致可积. 根据定理 2.2.2, 在几乎必然和 L1 意义下,

极限 X = limn→∞Xn ∈ F∞ 存在且 Xn = P(X|Fn). 这样

P(X∞|Fn) = P[P(Y |F∞)|Fn] = P(Y |Fn) = Xn = P(X|Fn).

故对于 A ∈ Fn 有

P(X;A) = P(Xn;A) = P(X∞;A).

由单调类定理可知上式对任何 A ∈ F∞ 也成立. 所以几乎必然地 X = X∞. �

推论 2.2.5 设有给定的随机变量列 (Yn)n≥0 和 σ 代数流 (Fn)n≥0. 如果几乎必然地

limn→∞ Yn = Y 且有可积随机变量 Z 使得 |Yn| ≤ Z, 那么 Xn := P(Yn|Fn) 几乎必

然且 L1 收敛于 X∞ := P(Y |F∞), 其中 F∞ = σ(∪nFn).

证明 令 Wn = supk≥n |Yk−Y |. 则 |Wn| ≤ 2Z 且几乎必然地 Wn → 0. 再由推论 2.2.4有

X∞ = limn→∞P(Y |Fn), 故对于任何 m ≥ 0 有

lim sup
n→∞

|Xn −X∞| = lim sup
n→∞

|Xn −P(Y |Fn)| = lim sup
n→∞

|P(Yn − Y |Fn)|

≤ lim sup
n→∞

P(|Yn − Y ||Fn) ≤ lim
n→∞

P(Wm|Fn) = P(Wm|F∞).

根据条件期望的控制收敛定理, 上式右端当 m → ∞ 时趋于零. 所以结论中的几乎必然

收敛成立. 另一方面, 由于

|Xn| ≤ P(|Yn|
∣∣Fn) ≤ P(Z|Fn),

且右边的随机变量列一致可积, 显然 (Xn) 一致可积, 故结论中的 L1 收敛也成立. �

定理 2.2.2 中下鞅的收敛形象地说是向右收敛. 接下来我们来证明下鞅的向左的收

敛定理, 这样的收敛要容易的多.
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定理 2.2.6 设 X = (Xn)n≤0 是关于流 (Fn)n≤0 的下鞅且 infnP(Xn) > −∞. 则 X 是一

致可积的. 而且当 n→ −∞ 时, Xn 几乎必然且 L1 收敛于一个可积随机变量 X−∞, 且对

任何 n 有 P(Xn|F−∞) ≥ X−∞, 其中 F−∞ = ∩−∞
n=0Fn.

证明 对任何 n ≤ 0 有 P(Xn−1) ≤ P(Xn). 所以 infnP(Xn) > −∞ 蕴含极限 x :=

limn→−∞P(Xn) 单调递降地存在且有限. 对于 ϵ > 0 取 k ≤ 0 使 P(Xk) < x + ϵ. 对于

n ≤ k 我们有 P(Xn) ≥ x > P(Xk)− ϵ, 所以

P(|Xn|; |Xn| > λ) = P(Xn;Xn > λ)−P(Xn;Xn < −λ)
= P(Xn;Xn > λ)−P(Xn) +P(Xn;Xn ≥ −λ)
≤ P[P(Xk|Fn);Xn > λ]−P(Xn) +P[P(Xk|Fn);Xn ≥ −λ]
≤ P(Xk;Xn > λ)−P(Xk) + ϵ+P(Xk;Xn ≥ −λ)
= P(Xk;Xn > λ)−P(Xk;Xn < −λ) + ϵ

≤ P(|Xk|; |Xn| > λ) + ϵ.

取 L ≥ 1 充分大使得 P(|Xk|; |Xk| > L) < ϵ. 由上式

P(|Xn|; |Xn| > λ) ≤ P(|Xk|; |Xk| ≤ L, |Xn| > λ) + 2ϵ ≤ LP(|Xn| > λ) + 2ϵ.

另外, 由 Chebyshev 不等式,

P(|Xn| > λ) ≤ 1

λ
P|Xn| =

1

λ

[
2P(X+

n )−P(Xn)
]
≤ 1

λ

[
2P(X+

0 )− x
]
,

其中最后的不等号是由于 x ≤ P(Xn) 而 X = (X+
n )n≤0 也是下鞅. 由上述两个不等式得

lim sup
λ→∞

sup
n≤k

P(|Xn|; |Xn| > λ) ≤ 2ϵ.

另外, 不难取常数 N ≥ 1 使当 λ ≥ N 时

sup
k≤n≤0

P(|Xn|; |Xn| > λ) ≤ 2ϵ.

综合以上二式得

lim sup
λ→∞

sup
n≤0

P(|Xn|; |Xn| > λ) ≤ 2ϵ.

由 ϵ > 0 的任意性即知 (Xn)n≤0 一致可积, 故第一个断言得证. 类似于定理 2.2.2 的证明.

设 X∗ 和 X∗ 分别是 Xn 当 n→ −∞ 时的上极限与下极限. 显然

{X∗ < X∗} =
∪

a<b∈Q

{X∗ < a < b < X∗}.



§2.2 上穿不等式 35

对非负整数 N , 用 V X
N [a, b] 表示下鞅 {X−N , X−N+1, · · · , X0} 对区间 [a, b] 的上穿次数.

则

P{V X
N [a, b]} ≤ 1

b− a
P|X0 − a| <∞.

由单调收敛定理有 P{limN→−∞ V X
N [a, b]} <∞. 但是

{X∗ < a < b < X∗} ⊂
{

lim
N→∞

V X
N [a, b] = ∞

}
,

故 P({X∗ < a < b < X∗}) = 0. 推出几乎必然 X∗ = X∗. 所以极限 X−∞ := limn→−∞Xn

几乎必然存在. 显然 X−∞ 关于 F−∞ 可测. 再由 {Xn : n ≤ 0} 的一致可积性知 X−∞ 可

积且 Xn
L1

−→ X−∞. 另外对任何 m < n ≤ 0 和 A ∈ F−∞ ⊂ Fm 有

P{P(Xn|F−∞)1A} = P(Xn1A) = P{P(Xn|Fm)1A} ≥ P(Xm1A).

令 m→ −∞ 得 P{P(Xn|F−∞)1A} ≥ P(X−∞1A). 因此 P(Xn|F−∞) ≥ X−∞. �

推论 2.2.7 设有给定的随机变量列 (Yn)n≤0 和 σ 代数流 (Fn)n≤0. 如果几乎必然地

limn→−∞ Yn = Y 且有可积随机变量 Z 使得 |Yn| ≤ Z, 那么 Xn := P(Yn|Fn) 几乎必

然且 L1 收敛于 X−∞ := P(Y |F−∞), 其中 F−∞ = ∩nFn.

上面推论的证明与推论 2.2.5 类似 (作业). 作为鞅收敛定理的应用, 我们可以给出科

尔莫戈罗夫强大数定律的一个简单证明. 为此先证明一个引理.

引理 2.2.8 设 X 是可积随机变量, F 和 G 为 σ 代数. 若 G 独立于 X 和 F 生成的 σ

代数, 则 P(X|F ) = P[X|σ(F ∪ G )].

证明 对于 A ∈ F 和 B ∈ G , 由于 G 独立于 X 和 F 生成的 σ 代数, 有

P[P(X|F );A ∩B] = P[P(X1A|F )1B] = P[P(X1A|F )]P(1B)

= P(X1A)P(1B) = P(X1A∩B) = P(X;A ∩B).

利用单调类定理知对 C ∈ σ(F ∪ G ) 有 P[P(X|F );C] = P(X;C), 故得予证结果. �

定理 2.2.9 设 {ξn} 是独立同分布可积随机变量序列. 则

1

n
(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn)

几乎必然且 L1 收敛于 P(ξ1).



36 第二章 鞅论基础

证明 令 X−n = (ξ1 + ξ2 + · · · + ξn) 和 F−n = σ(Xk : k ≤ −n). 因为 {ξn} 独立同分布,

对于任何 1 ≤ i ≤ j ≤ n 及有界可测实函数 f 有

E[ξif(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn)] = E[ξjf(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn)],

故 E[ξi|X−n] = E[ξj|X−n]. 由此和引理 2.2.8 推知

1

n
X−n =

1

n
E[X−n|X−n] =

1

n

n∑
i=1

E[ξi|X−n] = E[ξ1|X−n]

= E[ξ1|X−n, ξn+1, ξn+2, · · · ] = E[ξ1|F−n].

所以 (n−1X−n) 关于 (F−n) 是鞅. 由上面的定理 2.2.6 推出 n−1X−n 几乎必然且 L1 收敛

于一个可积随机变量 X. 不妨设 P(ξ1) = 0, 则有 P(X) = 0. 用 ϕ 表示 ξ1 的特征函数.

那么 ϕ 在零点可微且 ϕ′(0) = 0. 因此

P(eitX) = lim
n→∞

PeitX−n/n = lim
n→∞

ϕ(t/n)n = lim
n→∞

exp
{
n[ϕ(t/n)− 1]} = 1,

故几乎必然 X = 0. �

§2.3 下鞅的正则化

本节中我们研究连续时间鞅或下鞅的轨道的正则性. 设 I = [0,∞),而D是 [0,∞)的

一个可数稠子集. 考虑完备概率空间 (Ω,F ,P)和此概率空间上的加强流 (Ft)t≥0. 后面的

很多结果都是在几乎必然意义下叙述的. 根据命题 1.4.4,两个互为修正的过程关于该流的

适应性等价, 这为正则化讨论提供了很大便利. 对 K > 0, 令 DK = [0, K]∩ (D∪{0, K}),
即 DK 是包含 0 和 K 及它们之间的 D 中的点的全体.

现在设 X = (Xt : t ≥ 0) 是一个 (Ft) 下鞅, 并取 F := {0 = t0 < t1 < · · · < tN =

K} ⊂ DK . 对 0 ≤ n ≤ N , 令 Yn = Xtn 和 Gn = Ftn . 显然 Y = (Yn : 0 ≤ n ≤ N) 相对

于流 (Gn : 0 ≤ n ≤ N) 是一个下鞅. 由杜布的不等式得

λP
(

max
0≤n≤N

|Yn| > λ
)
≤ 2P(Y +

N )−P(Y0) = 2P(X+
K)−P(X0),

和

P{UY
N [a, b]} ≤ 1

b− a
P[(YN − a)+] =

1

b− a
P[(XK − a)+],

其中 λ > 0, a < b. 实际上, UY
N [a, b] 是 X 限制在 F 上对 [a, b] 的上穿次数, 我们记其为

UX
F [a, b]. 再令

UX
DK

[a, b] = sup{UX
F [a, b] : F ⊂ DK为有限集合},
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它是 X 限制在 DK 上对区间 [a, b] 的上穿次数. 因为 DK 可数, 故其有限子集全体是可

数的, 因此 UX
DK

[a, b] 是一个非负随机变量. 由上面的不等式和 Fatou 引理容易推出

λP
(
sup
t∈DK

|Xt| > λ
)
≤ 2P(X+

K)−P(X0), (2.3.1)

和

P{UX
DK

[a, b]} ≤ 1

b− a
P[(XK − a)+]. (2.3.2)

下面是连续时间下鞅正则化的第一个基本定理.

定理 2.3.1 设 X = (Xt : t ≥ 0) 是一个 (Ft) 下鞅, 而 D 是 [0,∞) 的一个可数稠子集.

那么

(1) 对几乎所有的 ω ∈ Ω, 映射 t 7→ Xt(ω) 对任何 K > 0 在 DK 上有界且存在极限

(sn � t 表示 sn < t 且 sn ↑ t; 符号 � 的含义类似):

XD
t+(ω) := lim

s∈D,s�t
Xs(ω) (t ≥ 0), XD

t−(ω) := lim
s∈D,s�t

Xs(ω) (t > 0). (2.3.3)

这里 XD
+ = (XD

t+ : t ≥ 0) 左极右连, 而 XD
− = (XD

t− : t > 0) 左连右极.

(2) 对每个 t ≥ 0 随机变量 XD
t+ 可积且 Xt ≤ P(XD

t+|Ft). 若 t 7→ P(Xt) 右连续, 则

Xt = P(XD
t+|Ft).

(3) 过程 XD
+ = (XD

t+ : t ≥ 0) 是 (Ft+) 下鞅; 且当 X 是 (Ft) 鞅时, XD
+ 是 (Ft+) 鞅.

证明 (1) 记 N0 为 Ω 中使得映射 t 7→ Xt(ω) 在某个 DK 上无界或在某个点 t ≥ 0 处

(2.3.3) 中右或左极限不存在的 ω 全体. 容易验证

N0 ⊂
∪
K≥1

({
sup
t∈DK

|Xt| = ∞
}
∪NK

)
, (2.3.4)

其中

NK =
∪

a,b∈Q,a<b

{
UX
DK

[a, b] = ∞
}
.

对任何整数 K ≥ 1 及 a < b, 由 (2.3.1) 有

P
{

sup
t∈DK

|Xt| = ∞
}

= lim
λ→∞

P
{

sup
t∈DK

|Xt| > λ
}

≤ lim
λ→∞

1

λ

[
2P(X+

K)−P(X0)
]
= 0,
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而由 (2.3.2) 有

P
{
UX
DK

[a, b] = ∞
}

= lim
N→∞

P
{
UX
DK

[a, b] ≥ N
}

≤ lim
N→∞

1

N
P
{
UX
DK

[a, b]
}

≤ lim
N→∞

1

N(b− a)
P[(XK − a)+] = 0.

所以 (2.3.4) 式右端的事件的概率为零. 再由 (Ω,F ,P) 的完备性假定, 有 N0 ∈ F 且

P(N0) = 0.

(2) 对任何 t ≥ 0, 取序列 {s0, s1, · · · } ⊂ D 满足 sn � t. 对 n ≤ 0 令 Yn = Xs−n 和

Gn = Fs−n . 则 Y = (Yn : n ≤ 0) 是关于 (Gn : n ≤ 0) 的下鞅, 且

P(Yn) = P(Xs−n) ≥ P(Xt).

由定理 2.2.6 知 Y 一致可积, 而且当 n → −∞ 时, Yn = Xs−n 几乎必然且 L1 收敛于

XD
t+. 特别地, XD

t+ 可积. 又因为 Xt ≤ P(Xs−n|Ft), 对于任何 A ∈ Ft 有 P(Xt;A) ≤
P(Xs−n ;A). 由 L1 收敛性推出

P(Xt;A) ≤ P(XD
t+;A) = P[P(XD

t+|Ft);A],

所以 Xt ≤ P(XD
t+|Ft). 若 t 7→ P(Xt) 右连续, 则

P(Xt) = lim
n→∞

P(Xsn) = P(XD
t+) = P[P(XD

t+|Ft)].

从而 Xt = P(XD
t+|Ft).

(3)首先由于 (Ft+)是加强流,易知XD
+ 是 (Ft+)适应的可积过程. 另外对 t > s ≥ 0,

令 s0 = t 并取 {s1, s2, · · · } ⊂ D 使 s0 > sn � s. 对于 (Xsn) 应用定理 2.2.6 得到

XD
s+ = lim

n→∞
Xsn ≤ lim

n→∞
P(Xs0 |Fsn) = P(Xs0 | ∩n≥0 Fsn) = P(Xt|Fs+).

再取 {tn} ⊂ D 满足 tn � t. 对于任何 A ∈ Fs+, 由上式有

P(XD
s+;A) ≤ P[P(Xtn|Fs+);A] = P(Xtn ;A).

令 n→ ∞, 由 L1 收敛得

P(XD
s+;A) ≤ P(XD

t+;A) = P[P(XD
t+|Fs+);A],

从而 XD
s+ ≤ P(XD

t+|Fs+), 即 XD
+ 是关于 (Ft+) 的下鞅. 若 X 是鞅, 则 P(Xt) 是常数,

那么 P(XD
t+) 也是常数, 因此 XD

+ 是鞅. �

注意, 上面右极限过程 XD
+ 的定义与可数稠集 D 有关, 但不难证明由两个不同可数

稠集所定义的右极限过程是不可区分的 (作业).
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定理 2.3.2 (1)若 X 是随机右连续的 (Ft)下鞅,则它有左极右连的 (Ft+)下鞅修正; (2)

若 X 是右连续的 (Ft) 下鞅, 则它是几乎必然左极右连的 (Ft+) 下鞅.

证明 取 [0,∞) 的一个可数稠子集 D, 并定义过程 XD
+ . 由定理 2.3.1 知 XD

+ 为左极右连

的 (Ft+) 下鞅. 若 X 随机右连续, 则 XD
+ 是 X 的一个修正. 若假定 X 右连续, 则 XD

+

与 X 不可区分, 因而 X 是几乎必然左极右连的 (Ft+) 下鞅. �

定理 2.3.3 设流 (Ft) 满足通常条件. 如果下鞅 X 的均值 t 7→ P(Xt) 是右连续的, 那么

X 有左极右连的修正. 特别地, 在通常条件下, 鞅总有左极右连的修正.

证明 取 [0,∞) 的一个可数稠子集 D, 并定义过程 XD
+ . 由定理 2.3.1(1) 知 XD

+ 左极右

连. 由定理 2.3.1(2) 有

Xt = P(XD
t+|Ft) = P(XD

t+|Ft+) = XD
t+, t ≥ 0.

故 XD
+ 是 X 的修正. �

由上述两个定理, 我们说到右连续下鞅时, 总可以假设对应的流满足通常条件. 另一

方面, 如果流满足通常条件, 我们总可以假设鞅是左极右连的. 下面的定理是杜布有界停

止定理的连续时间版本.

定理 2.3.4 设 X 是右连续 (Ft) 下鞅, τ 和 σ 是有界停时且 σ ≤ τ , 则 Xσ 和 Xτ 是可积

的且

Xσ ≤ P(Xτ |Fσ). (2.3.5)

证明 对 n ≥ 0 令 Dn = {i/2n : i = 0, 1, 2, · · · } 及 σn = inf{t ∈ Dn : t > σ}. 注
意 Dn ⊂ Dn+1 且单调下降地 σn → σ. 所以 σn 与 σn+1 是值域为 Dn+1 的关于流

(Ft : t ∈ Dn+1) 的有界停时. 应用离散时间杜布有界停止定理于 (Ft : t ∈ Dn+1) 下鞅

(Xt : t ∈ Dn+1) 知 Xσn 与 Xσn+1 是可积的且

Xσn+1 ≤ P(Xσn|Fσn+1).

对 k ≤ 0, 令 Yk = Xσ−k
和 Gk = Fσ−k

. 上式说明 (Yk : k ≤ 0) 是关于 (Gk : k ≤ 0) 的下

鞅. 对任何 k ≤ 0 我们有 P(Yk) = P(Xσ−k
) ≥ P(X0). 因为 X 右连续, 由定理 2.1.14 知

Xσn 几乎必然且 L1 收敛于 Xσ = Xσ+. 再定义 τn = inf{t ∈ Dn : t > τ}. 与上面类似地
可知 Xτn 几乎必然且 L1 收敛于 Xτ = Xτ+. 由于 τn ≥ σn, 应用离散时间杜布停止定理

得 Xσn ≤ P(Xτn|Fσn). 所以, 对任何 A ∈ Fσ ⊂ Fσn 有

P(Xσn ;A) ≤ P[P(Xτn|Fσn);A] = P(Xτn ;A).

由 L1 收敛性得 P(Xσ;A) ≤ P(Xτ ;A), 此蕴含予证者. �
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推论 2.3.5 关于 (Ft)适应的右连续可积过程 X 是鞅当且仅当对任何有界停时 σ ≤ τ 有

P(Xσ) = P(Xτ ), 或等价地对任何有界停时 τ 有 P(Xτ ) = P(X0).

推论 2.3.6 设 τ 是停时, X 是 (Ft)右连续下鞅(或鞅),则 X 的 τ 停止过程 Xτ = (Xt∧τ :

t ≥ 0) 也是关于 (Ft) 的下鞅(或鞅).

证明 只考虑下鞅的情况. 因 t∧ τ 是有界停时,由命题 1.3.8和命题 1.3.12知 Xτ 是 (Ft)

适应过程. 再由定理 2.3.4 知 Xτ 可积. 此外, 对 t > s, 应用命题 1.3.11 和定理 2.3.4 有

P(Xt∧τ |Fs) = P(Xt∧τ |Ft∧τ∧s) = P(Xt∧τ |Fs∧τ ) ≥ Xs∧τ .

故 Xτ 也是下鞅. �

下面定理的结论类似于定理 2.1.12, 说明一个右连续非负上鞅在到达零点后, 会永远

停留在零点.

定理 2.3.7 设 X 是非负右连续上鞅. 令 τ = inf{t ≥ 0 : Xt 或 Xt− = 0}. 则对任何 t ≥ 0

有 P{Xt > 0, τ < t} = 0.

证明 定义停时 τn = inf{t ≥ 0 : Xt < 1/n}. 当 τn < ∞ 时, 显然 Xτn ≤ 1/n. 由定理

2.3.4 有 P(Xt|Ft∧τn) ≤ Xt∧τn . 注意 τn ≤ τ 且 {τn < t} = {t ∧ τn < t} ∈ Ft∧τn . 利用 X

的非负性和上鞅性,

P(Xt; τ < t) ≤ P(Xt; τn < t) = P[P(Xt|Ft∧τn); τn < t)

≤ P(Xt∧τn ; τn < t) = P(Xτn ; τn < t) ≤ 1/n.

由 n ≥ 1 的任意性, 有 P(Xt; τ < t) = 0, 故得定理结论. �

利用 Fatou 引理并对时间集进行可数稠子集逼近, 可以将杜布不等式推广到右连续

下鞅的情况 (作业):

定理 2.3.8 设 X = (Xt : t ≥ 0) 是右连续下鞅. 则有下面性质成立:

(1) 对任何 λ > 0 及 t ≥ 0 有

λP
{

sup
0≤s≤t

|Xs| ≥ λ
}
≤ 2P(X+

t )−P(X0);

(2) 若 X 是非负的, 则对任何 p > 1 及 t ≥ 0 有

P
(

sup
0≤s≤t

Xp
s

)
≤

( p

p− 1

)p
P(Xp

t ).
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(3) 若 X 是鞅, 则对任何 t ≥ 0 有

P
(

sup
0≤s≤t

X2
s

)
≤ 4P(X2

t ).

另外,关于鞅序列的收敛定理也可推广到连续时间的情况,证明与离散时间的情况完

全类似. 例如, 我们有 (作业):

定理 2.3.9 假设流 (Ft : t ≥ 0) 满足通常条件, 而 (Xt : t ≥ 0)) 是下鞅且 K :=

supt≥0P|Xt| < ∞. 则 Xt
a.s.−→ X (t → ∞), 其中 X 是一个可积随机变量. 另外若

(Xt) 是一致可积下鞅, 则 Xt
L1

−→ X; 若 (Xt) 是一致可积鞅, 则还有 Xt = P(X|Ft).

给定概率空间 (Ω,F ,P) 和它上的流 (Ft : t ≥ 0), 我们用 O 表示定义在 (Ω,F ,P)

上的全体左极右连实值 (Ft) 适应过程所生成的乘积空间 I × Ω 上的最小 σ 代数, 称之

为可选 σ 代数. 用 P 表示定义在 (Ω,F ,P) 上的全体左连右极实值 (Ft) 适应过程所生

成的乘积空间 I × Ω 上的最小 σ 代数, 称之为可料 σ 代数. 这两个 σ 代数都依赖于流

(Ft). 若随机过程 X 关于 O 可测, 则称之为可选的. 若 X 关于 P 可测, 则称之为可料

的.

可料过程一定是可选的, 这是因为任何左连右极适应过程 {X(t) : t ≥ 0} 都可用连
续适应过程列 {Xn(t) : t ≥ 0}, n = 1, 2, · · · 来逼近. 例如, 可以令

Xn(t) = n

∫ t

t−1/n

X(s ∨ 0)ds.

这说明, P 也可由定义在 (Ω,F ,P) 上的全体连续实值 (Ft) 适应过程所生成. 利用上面

定理 1.3.1 和单调类定理还可以证明: 可选过程是循序可测的 (作业).

有了可选过程的概念, 我们可以来叙述随机过程一般理论中的一个非常重要的定理.

对它的证明感兴趣的读者可参见 [7, p.109].

定理 2.3.10 假定带流的概率空间满足通常条件. 设 Z 是实值有界可选过程. 如果对任

何递减有界停时列 {τn} 都有 limnP[Zτn ] = P[Zlimn τn ], 那么 Z 几乎必然右连续.
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第三章 马尔可夫过程

在本章中, 我们讨论马氏过程的基本性质, 主要是与马氏性, 强马氏性和转移半群有

关的性质. 另外还要介绍博雷尔右马氏过程的概念. 有关一般马氏过程的更为深入的讨

论, 可参见 [5, 8, 11, 19, 20] 等等.

§3.1 马氏性的定义

设 I 是时间集, 通常它可以为 R 或 Z 中的任何区间. 如无特别声明, 在本章中我们

假定 I = Z+ 或 R+. 设 (Xt : t ∈ I) 是定义在概率空间 (Ω,G ,P) 上, 以 (E,E ) 为状态空

间, 且关于流 (Gt : t ∈ I) 适应的随机过程. 我们称 (Xt) 相对于流 (Gt) 是马氏(马尔可夫,

Markov) 的或具有马氏性, 如果对任何 s < t ∈ I 及 B ∈ E 都有

P(Xt ∈ B|Gs) = P(Xt ∈ B|Xs). (3.1.1)

为了强调有时也称 E 马氏的或 E 马氏性. 它可直观地解释为: 在已知某时刻 s ∈ I 之

前的全部信息 Gs 的条件下, 过程在将来时刻 t ∈ I 的取值只依赖于 Xs, 而与过程在更

早的行为无关. 笼统地讲, 具有马氏性的随机过程称为马氏过程. 显然, 若 (Xt : t ∈ I)

相对于流 (Gt : t ∈ I) 具有 E 马氏性, 则对任何 s ∈ I 过程 (Xs+t : t ∈ I) 相对于流

(Gs+t : t ∈ I) 也具有 E 马氏性. 对于 t ∈ I 定义自然 σ 代数 F 0
t = σ({Xs : s ∈ I, s ≤ t})

和 F t = σ({Xs : s ∈ I, s ≥ t}).

特别地, 当 E 是可数集时, E 为 E 的所有子集构成的 σ 代数时, 以 (E,E ) 为状态

空间的马氏过程就是马氏链.

定理 3.1.1 设 (Xt : t ∈ I) 是以 (E,E ) 为状态空间且适应于流 (Gt : t ∈ I) 的过程. 那么

(Xt) 相对于 (Gt) 具有 E 马氏性当且仅当对任意的 s ≤ t ∈ I 和 f ∈ bE 有

P[f(Xt)|Gs] = P[f(Xt)|Xs]. (3.1.2)

证明 若 (3.1.2)成立,取 f 为 B ∈ E 的示性函数即得 (3.1.1). 反之,假若 (3.1.1)成立,则

(3.1.2) 对于 B ∈ E 的示性函数成立. 由条件期望的线性性知 (3.1.2) 对简单函数 f ∈ bE

成立. 利用条件期望的控制收敛定理可证明 (3.1.2) 对一般的 f ∈ bE 也成立. �

命题 3.1.2 设 (Xt : t ∈ I) 是以 (E,E ) 为状态空间且适应于流 (Gt : t ∈ I) 的过程.

那么 (Xt) 相对于 (Gt) 具有 E 马氏性当且仅当对任意的 s ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ∈ I 和

f1, · · · , fn ∈ bE 有

P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)|Gs] = P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)|Xs]. (3.1.3)

43
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证明 如果 (3.1.3)成立,取 n = 1知 (3.1.2)成立,从而过程 (Xt)相对于流 (Gt)具有马氏

性. 反之, 假设 (Xt) 相对于流 (Gt) 具有马氏性. 由定理 3.1.1 知 (3.1.2) 成立, 即 (3.1.3)

对于 n = 1 成立. 现在假设 (3.1.3) 对于某个 n ≥ 1 成立. 由 (3.1.2) 及测度论中的结论,

对任意的 tn+1 ≥ tn ∈ I 和 fn+1 ∈ bE , 存在 g ∈ bE 使得

P[fn+1(Xtn+1)|Gtn ] = P[fn+1(Xtn+1)|Xtn ] = g(Xtn).

所以

P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)fn+1(Xtn+1)|Gs]
= P{P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)fn+1(Xtn+1)|Gtn ]|Gs}
= P{f1(Xt1) · · · fn(Xtn)P[fn+1(Xtn+1)|Gtn ]|Gs}
= P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)g(Xtn)|Gs]
= P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)g(Xtn)|Xs]

= P{f1(Xt1) · · · fn(Xtn)P[fn+1(Xtn+1)|Gtn ]|Xs}
= P{P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)fn+1(Xtn+1)|Gtn ]|Xs}
= P[f1(Xt1) · · · fn(Xtn)fn+1(Xtn+1)|Xs].

由数学归纳法知 (3.1.3) 对于所有 n ≥ 1 成立. �

定理 3.1.3 设 (Xt : t ∈ I) 是以 (E,E ) 为状态空间且适应于流 (Gt : t ∈ I) 的过程. 那么

(Xt) 相对于 (Gt) 具有马氏性当且仅当对任意的 s ∈ I 和 F ∈ bF s 有

P(F |Gs) = P(F |Xs). (3.1.4)

证明 若 (3.1.4) 对任何 s ∈ I 及 F ∈ bF s 成立, 只需令 F = f(Xt) 即知 (3.1.2) 成立,

故 (Xt) 相对于 (Gt) 具有马氏性. 反之, 假设 (Xt) 相对于 (Gt) 具有马氏性. 固定 s ∈ I.

令 C 为所有形如 f1(Xt1) · · · fn(Xtn) 的随机变量构成的集合, 其中 s ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ∈ I

且 f1, · · · , fn ∈ bE . 不难看出 C 对于乘积运算封闭且 σ(C ) = F s. 令 L 为使 (3.1.4)

成立的所有随机变量 F ∈ bF s 构成的集类. 则 L 为线性空间, 包含所有常值函数, 且

对非负有界上升极限封闭. 由命题 3.1.2 知 L ⊃ C . 根据函数形式的单调类定理, 有

L ⊃ bσ(C ) = bF s, 即 (3.1.4) 对任何 s ∈ I 和 F ∈ bF s 成立. �

推论 3.1.4 设 (Xt : t ∈ I) 是以 (E,E ) 为状态空间且适应于流 (Gt : t ∈ I) 的过程. 那么

(Xt) 相对于 (Gt) 具有马氏性当且仅当对任意的 s ∈ I, G ∈ bGs 和 F ∈ bF s 有

P(GF |Xs) = P(G|Xs)P(F |Xs). (3.1.5)
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证明 假设 (Xt) 相对于 (Gt) 具有马氏性. 由定理 3.1.3 知 (3.1.4) 成立. 所以

P(GF |Xs) = P[P(GF |Gs)|Xs] = P[GP(F |Gs)|Xs]

= P[GP(F |Xs)|Xs] = P(G|Xs)P(F |Xs),

即 (3.1.5) 成立. 反之, 若 (3.1.5) 成立, 则

P(GF ) = P[P(GF |Xs)] = P[P(G|Xs)P(F |Xs)]

= P{P[GP(F |Xs)|Xs]} = P[GP(F |Xs)],

由 G 的任意性即知 (3.1.4) 成立, 从而 (Xt) 相对于 (Gt) 具有马氏性. �

如果 (Xt) 具有相对适应流 (Gt) 的马氏性, 它相对于自然流 (F 0
t ) 也一定有 E 马氏

性. 这可对 (3.1.1) 或 (3.1.2) 取关于 F 0
s 的条件期望看出. 以后如不给出流, 只说 X 有

马氏性, 则指 X 关于其自然流有此性质, 即对任何 s < t ∈ I 及 B ∈ E 都有

P(Xt ∈ B|F 0
s ) = P(Xt ∈ B|Xs). (3.1.6)

命题 3.1.5 以 (E,E ) 为状态空间的过程 (Xt : t ∈ I) 具有马氏性的充分必要条件是对任

意的 {s1 < · · · < sn = s < t} ⊂ I 和 B ∈ E 有

P
(
Xt ∈ B|Xs1 , · · · , Xsn

)
= P

(
Xt ∈ B|Xs

)
. (3.1.7)

证明 若 (Xt) 有马氏性, 则对任何 s < t ∈ I 及 B ∈ E 有 (3.1.6) 成立, 对该式两边取关

于 (Xs1 , · · · , Xsn) 的条件期望即得 (3.1.7). 反之, 设 (3.1.7) 成立, 则对任何 f ∈ bE n 都

有

P
[
1B(Xt)f(Xs1 , · · · , Xsn)

]
= P

{
P[1B(Xt)|Xs]f(Xs1 , · · · , Xsn)

}
. (3.1.8)

利用单调类方法易证对任何 G ∈ bF 0
s 有

P[1B(Xt)G] = P{P[1B(Xt)|Xs]G},

故 (3.1.6) 成立, 即 (Xt) 有马氏性. �

定理 3.1.6 以 (E,E ) 为状态空间的过程 (Xt : t ∈ I) 具有马氏性的充分必要条件是对任

意的 s ∈ I, 在条件概率 P(·|Xs) 之下 (Xt∧s : t ∈ I) 和 (Xs+t : t ∈ I) 独立.

证明 注意到 F 0
s = σ(Xt∧s : t ∈ I) 和 F s = σ(Xs+t : t ∈ I), 由推论 3.1.4 立得结论. �

根据定理 3.1.6, 过程 (Xt) 具有马氏性等价于在已知当前状态 Xs 的条件概率之下,

过程在时刻 s 之前和之后的运动是独立的. 这也给出马氏性的一个通俗的解释.
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§3.2 转移半群

研究马氏过程的基本工具之一是转移半群, 它实际上给出了过程的某种正则条件分

布. 利用转移半群, 可以把马氏过程的有限维分布, 马氏性和强马氏性等刻画得非常简介

和清楚. 首先让我们引入核及核诱导的算子等基本概念, 并证明它们的若干性质.

定义 3.2.1 设 (E,E ) 和 (F,F ) 是两个可测空间, 映射 K : E × F → [0,∞] 称为从

(E,E ) 到 (F,F ) 的核, 如果它满足如下条件:

(1) 当 A ∈ F 固定, x 7→ K(x,A) 是 (E,E ) 上的可测函数;

(2) 当 x ∈ E 固定, A 7→ K(x,A) 是 (F,F ) 上的测度.

如果 supx∈EK(x, F ) <∞, 我们称 K 是有界核. 特别, 若 K(·, F ) = 1, 我们称 K 是马氏

核, 而若 K(·, F ) ≤ 1, 则称 K 是次马氏核. 当 E = F 且 E = F 时, 称 K 是 (E,E ) 上

的核.

核与函数空间上的线性算子之间有密切的联系.设 K 是 (E,E )到 (F,F )的有界核.

对于 f ∈ bF 令

Kf(x) =

∫
F

K(x, dy)f(y), x ∈ E,

则 Kf ∈ bE , 即 K 诱导一个 bF 至 bE 的线性算子. 此外, 如果 µ 是 (E,E ) 上的有限

测度, 令

µK(B) =

∫
E

µ(dx)K(x,B), B ∈ F ,

则 µK 是 (F,F )上的一个有限测度,即 K 诱导一个将 (E,E )上的有限测度映至 (F,F )

上的有限测度的算子. 显然当 K 是马氏核时, 它将概率测度映为概率测度.

如果 K 和 L 分别是可测空间 (E,E ) 到 (F,F ) 和 (F,F ) 到 (B,B) 的有界核, 对

x ∈ E 和 A ∈ B 我们定义

KL(x,A) =

∫
F

K(x, dy)L(y,A),

则 KL 是一个 (E,E ) 到 (B,B) 的有界核, 称为 K 与 L 的复合. 关于此复合核导出的算

子, 显然有

K(Lf) = (KL)f, (µK)L = µ(KL).

所以, 今后遇到上述运算时, 我们简写做 KLf 或 µKL.

设 (E, Ē ) 和 (F, F̄ ) 分别是 (E,E ) 和 (F,F ) 普遍完备化. 则任何从 (E,E ) 到

(F,F ) 的有界核都可以自然地扩张为从 (E, Ē ) 到 (F, F̄ ) 的有界核 (作业).
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定义 3.2.2 如果对任何 x ∈ E 都有 {x} ∈ E , 我们称可测空间 (E,E ) 为状态空间. 状态

空间 (E,E ) 上的一族(次)马氏核 (Pt : t ∈ I) 称为转移半群, 如果 P0 是恒等算子且对任

意 s, t ∈ I, 有 PsPt = Ps+t. 此式等价于

Pt+s(x,B) =

∫
E

Ps(x, dy)Pt(y,B), x ∈ E,B ∈ E .

后者通常称为查普曼-科尔莫戈罗夫 (Chapman-Kolmogorov) 方程. 由马氏转移核构成的

转移半群也称为保守的转移半群.

定理 3.2.1 设 (Pt : t ∈ I) 是 (E,E ) 上的保守转移半群. 如果以 (E,E ) 为状态空间的

(Gt : t ∈ I) 适应过程 (Xt : t ∈ I) 具有性质: 对任何 s, t ∈ I 及 B ∈ E 有

P(Xs+t ∈ B|Gs) = Pt(Xs, B), (3.2.1)

那么 X 具有 E 马氏性 (3.1.1).

证明 对 (3.2.1) 两边取关于 Xs 的条件期望得

P(Xs+t ∈ B|Xs) = Pt(Xs, B).

所以 (Xt : t ∈ I) 满足 E 马氏性 (3.1.1). �

定义 3.2.3 设 (Pt : t ∈ I) 是状态空间 (E,E ) 上的保守转移半群. 如果定义于概率空间

(Ω,G ,P) 取值于 (E,E ) 且适应于流 (Gt : t ∈ I) 的过程 (Xt : t ∈ I) 具有性质 (3.2.1), 我

们说 (Xt) 相对于流 (Gt) 具有以 (Pt) 为转移半群的马氏性. 为了强调, 有时也称 E 马氏

性. 我们称 X0 在 (E,E ) 上的分布 µ 为 X 的初始分布.

例 3.2.1 设 X0 是实值随机变量. 对任何 t ≥ 0 令 Xt = X0 + t. 则 (Xt : t ≥ 0) 是马氏

过程, 其转移半群 (Pt)t≥0 可定义为 Pt(x, dy) = δx+t(dy). 这样, 对于任何 t ≥ 0, x ∈ R 及
f ∈ bB(R) 有 Ptf(x) = f(x+ t). �

例 3.2.2 设 X0是实值随机变量. 对任何 t ≥ 0令 Xt = X0+sgn(X0)t,其中 sgn为符号函

数. 则 (Xt : t ≥ 0) 是马氏过程, 其转移半群 (Pt)t≥0 可定义为 Pt(x, dy) = δx+sgn(x)t(dy).

不难看出, 对于任何 t ≥ 0, x ∈ R 及 f ∈ bB(R) 有 Ptf(x) = f(x+ sgn(x)t). �

例 3.2.3 固定常数 b ≥ 0. 对于 t ≥ 0 和 x ∈ R 令 Pt(x, dy) = e−btδx(dy). 则 (Pt)t≥0 为

R 上的转移半群. 对于任何 t ≥ 0, x ∈ R 及 f ∈ bB(R) 显然有 Ptf(x) = e−btf(x). 显然

(Pt)t≥0 为保守半群的充要条件是 b = 0. �
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如无特别申明, 本节下面我们说到转移半群时总指马氏转移半群, 即我们假定半群

是保守的. 在定义 3.2.3 的情况下, 对于任何 r ∈ I, 显然 (Xr+t : t ∈ I) 相对于流

(Gr+t : t ∈ I) 是以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的 E 马氏过程. 另外, 从 (3.1.1) 和 (3.2.1) 不

难看出, 转移核 Pt(x, dy) 直观上是随机变量 Xr+t 相对于 Xr 的正则条件分布.

定理 3.2.2 设 (Xt : t ∈ I) 是以 (E,E ) 为状态空间的 (Gt : t ∈ I) 适应过程. 那么

(Xt : t ∈ I) 相对于流 (Gt : t ∈ I) 具有以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的 E 马氏性的充要条件

是对任意的 s, t ∈ I 和 f ∈ bE 有

P[f(Xs+t)|Gs] = Ptf(Xs). (3.2.2)

证明 显然 (3.2.2) 蕴含 (3.2.1). 与定理 3.1.1 的证明类似地, 利用条件期望的线性性和控

制收敛定理可证明 (3.2.1) 也蕴含 (3.2.2). �

如果 (Xt : t ∈ I) 相对适应流 (Gt : t ∈ I) 具有以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的 E 马氏

性, 它相对于自然流 (F 0
t ) 也一定有此性质, 即对任何 s, t ∈ I 及 B ∈ E 都有

P(Xs+t ∈ B|F 0
s ) = Pt(Xs, B). (3.2.3)

与命题 3.1.5 类似地, 我们可以得到如下的:

命题 3.2.3 以 (E,E ) 为状态空间的过程 (Xt : t ∈ I) 具有以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的

E 马氏性当且仅当对任意的 {s1 < · · · < sn = s < t} ⊂ I 和 B ∈ E 有

P
(
Xt ∈ B|Xs1 , · · · , Xsn

)
= Pt−s(Xs, B). (3.2.4)

下面我们来研究马氏过程的有限维分布族. 假定 (Pt : t ∈ I) 为 (E,E ) 上的转移半

群. 对任何 x ∈ E 及 J := {t1 < · · · < tn} ∈ I , 显然存在 (EJ ,E J) 上惟一的概率测度

PJ(x, ·) 使得

PJ(x,B1 × · · · ×Bn) =

∫
B1×···×Bn

Pt1(x, dx1)Pt2−t1(x1, dx2) · · ·Ptn−tn−1(xn−1, dxn)

对所有 B1, · · · , Bn ∈ E 成立. 显然, 上式是 x ∈ E 的可测函数. 利用单调类定理不难证

明 PJ 是 (E,E )到 (EJ ,E J)的马氏核.对于一般的 J ∈ I 可以利用置换方法定义 (E,E )

到 (EJ ,E J) 的马氏核 PJ . 给定 E 上的概率测度 µ, 令 Dµ = {µPJ : J ∈ I }. 利用查普
曼-科尔莫戈罗夫方程易证 Dµ 是相容的有限维分布族 (作业).

定理 3.2.4 设 (Xt : t ∈ I) 是状态空间 (E,E ) 上相对于流 (Gt : t ∈ I) 以 (Pt : t ∈ I)

为转移半群的 E 马氏过程, 且初始分布为 µ. 则 (Xt : t ∈ I) 的有限维分布族是 Dµ =

{µPJ : J ∈ I }.
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证明 根据函数形式的单调类定理, 只需证明对任何 Jn = {t1 < · · · < tn} ⊂ I 及

{f1, · · · , fn} ⊂ bE 有

P
[
f1(Xt1) · · · fn(Xtn)

]
=

∫
En

f1(x1) · · · fn(xn)µPJn(dx1, · · · , dxn). (3.2.5)

使用数学归纳法. 当 n = 1 有

P[f(Xt1)] = P[P(f(Xt1)|G0)] = P[Pt1f(X0)] =

∫
E

f(x)µP(t1)(dx).

设 (3.2.5)对某个 n ≥ 1成立. 对 Jn+1 = {t1 < · · · < tn < tn+1}) ⊂ I及 {f1, · · · , fn, fn+1} ⊂
bE , 利用 (3.2.1) 和 (3.2.5) 有

P
[
f1(Xt1) · · · fn(Xtn)fn+1(Xtn+1)

]
= P

[
P(f1(Xt1) · · · fn(Xtn)fn+1(Xtn+1)|Gtn

]
= P

[
f1(Xt1) · · · fn(Xtn)Ptn+1−tnfn+1(Xtn)

]
=

∫
En

f1(x1) · · · fn(xn)Ptn+1−tnfn+1(xn)µPJn(dx1, · · · , dxn)

=

∫
En

f1(x1) · · · fn(xn)µPJn(dx1, · · · , dxn)
∫
E

fn+1(xn+1)Ptn+1−tn(xn, dxn+1)

=

∫
E

µ(dx)

∫
E

f1(x1)Pt1(x, dx1)

∫
E

f2(x2)Pt2−t1(x1, dx2)

· · ·
∫
E

fn(xn)Ptn−tn−1(dxn−1, dxn)

∫
E

fn+1(xn+1)Ptn+1−tn(xn, dxn+1)

=

∫
En+1

f1(x1) · · · fn(xn)fn+1(xn+1)µPJn+1(dx1, · · · , dxn, dxn+1).

也就是说, 将 n 换为 n+ 1 后 (3.2.5) 仍然成立. 此即完成证明. �

定理 3.2.5 设 (Pt : t ∈ I) 是 (E,E ) 上的转移半群. 若取值于 (E,E ) 的过程 (Xt : t ∈ I)

是有限维分布族 Dµ = {µPJ : J ∈ I } 的一个实现, 则 X 是以 µ 为初始分布, 以

(Pt : t ∈ I) 为转移半群的马氏过程.

证明 显然 X 的初始分布为 µ. 下证 X 相对于其自然流是以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的

马氏过程. 根据命题 3.2.3, 只需验证对 {s1 < · · · < sn = s < t} ⊂ I 及 B ∈ E 有等式

(3.2.4) 成立. 记 J = (s1, · · · , sn) 和 K = (s1, · · · , sn, t) 并取 A ∈ E n. 则

P
[
1A(Xs1 , · · · , Xsn)1B(Xt)

]
=

∫
E

µ(dx)

∫
A×B

PK(x, dx1, · · · , dxn, dy)

=

∫
E

µ(dx)

∫
A

Ps1(x, dx1) · · ·Psn−sn−1(xn−1, dxn)Pt−s(xn, B)
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=

∫
E

µ(dx)

∫
E

1A(x1, · · · , xn)Pt−s(xn, B)PJ(x, dx1, dx2, · · · , dxn)

= P
[
1A(Xs1 , · · · , Xsn)Pt−s(Xs, B)

]
.

此即为欲证者. �

定理 3.2.6 假设存在完备可分度量空间 F 使 (E,E )与 (F,B(F ))可测同构. 则对 (E,E )

上的任意概率测度 µ 和马氏转移半群 (Pt : t ∈ I), 存在以 µ 为初始分布以 (Pt : t ∈ I)

为转移半群的马氏过程.

证明 如上所述, 有限维分布族 Dµ 是相容的. 根据定理 1.2.6 存在该有限维分布族的实

现 X = (Xt : t ∈ I). 由定理 3.2.5 知 X 是以 µ 为初始分布以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的

马氏过程. �

定义 3.2.4 设 (Xt : t ∈ I) 是 (E,E ) 上的关于流 (Gt : t ∈ I) 强适应的过程. 如果对任意

的 t ∈ I, f ∈ bE 和 (Gt) 停时 T 有

P[f(XT+t)1{T<∞}|GT ] = Ptf(XT )1{T<∞}, (3.2.6)

我们称 (Xt) 相对于流 (Gt) 具有以 (Pt) 为转移半群的 E 强马氏性.

定理 3.2.7 关于流 (Gt : t ∈ I) 强适应的过程 (Xt : t ∈ I) 具有以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群

的 E 强马氏性当且仅当对任意的 t ∈ I, f ∈ bE 和 (Gt) 停时 T 有

P[f(XT+t)1{T<∞}] = P[Ptf(XT )1{T<∞}]. (3.2.7)

证明 若 (Xt) 具有以 (Pt) 为转移半群的 E 强马氏性, 我们可以在 (3.2.6) 两端取期望

得 (3.2.7). 反之, 下设 (3.2.7) 对 t ∈ I, f ∈ bE 和 (Gt) 停时 T 成立. 对于 A ∈ GT 令

TA = T · 1A +∞ · 1Ac . 不难验证 TA 是 (Gt) 停时. 对于 TA 应用 (3.2.7) 得

P[f(XT+t)1{T<∞}1A] = P[f(XT+t)1{TA<∞}] = P[f(XTA+t)1{TA<∞}]

= P[Ptf(XTA)1{TA<∞}] = P[Ptf(XT )1{T<∞}1A].

因此 (3.2.6) 成立. �

推论 3.2.8 设 I = Z+. 则任何以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的 E 马氏过程 (Xt : t ∈ I) 都

具有 E 强马氏性.
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证明 注意此时 (Xt) 关于流 (Gt) 循序可测, 因而强适应. 显然, 对任何 n ∈ I 都有

{τ = n} ∈ Gn. 故利用 (Xt) 的马氏性得

P[f(XT+t)1{T<∞}] =
∞∑
n=0

P[f(Xn+t)1{T=n}] =
∞∑
n=0

P{P[f(Xn+t)1{T=n}]|Gn}

=
∞∑
n=0

P{1{T=n}Ptf(Xn)} = P[Ptf(XT )1{T<∞}].

再由定理 3.2.7 知 (Xt) 满足 E 强马氏性. �

不难看出, 若 (Xt : t ∈ I) 相对于流 (Gt : t ∈ I) 满足以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的 E

强马氏性而 T 为有限的 (Gt : t ∈ I) 停时, 则 (XT+t : t ∈ I) 相对于流 (GT+t : t ∈ I) 是以

(Pt : t ∈ I) 为转移半群的 E 强马氏过程. 另外, 与定理 3.2.1 类似地, 我们有 (作业):

定理 3.2.9 如果 (Xt : t ∈ I) 相对于流 (Gt) 具有以 (Pt) 为转移半群的 E 强马氏性, 那么

对任意的 t ∈ I, f ∈ bE 和有限 (Gt) 停时 T 有

P[f(XT+t)|GT ] = P[f(XT+t)|XT ].

对于有限 (Gt) 停时 T 令 F T = σ({XT+t : t ∈ I}). 基于定理 3.2.9, 与上节中的讨论

类似地, 可以证明如下结果 (作业):

定理 3.2.10 如果 (Xt : t ∈ I) 相对于流 (Gt) 具有以 (Pt) 为转移半群的 E 强马氏性, 那

么对于任意的有限 (Gt) 停时 T 和 F ∈ bF T 有

P(F |GT ) = P(F |XT ).

推论 3.2.11 如果 (Xt : t ∈ I) 相对于流 (Gt) 具有以 (Pt) 为转移半群的 E 强马氏性, 那

么对任意的有限 (Gt) 停时 T , F ∈ bF T 和 G ∈ bGT 有

P(GF |XT ) = P(G|XT )P(F |XT ).

推论 3.2.12 如果 (Xt : t ∈ I) 相对于流 (Gt) 具有以 (Pt) 为转移半群的 E 强马氏性, 那

么对任何有限 (Gt) 停时 T , 在 P(·|XT ) 之下 (Xt∧T : t ∈ I) 和 (XT+t : t ∈ I) 独立.

本节最后, 我们来考虑状态空间 (E,E ) 上的次马氏转移半群 (Pt : t ∈ I). 取 ∂ /∈ E,

令 Ẽ = E ∪ {∂}, 再定义此空间上的 σ 代数 Ẽ = σ(E ). 这样, 显然有 E ∈ Ẽ 和

{∂} = Ẽ \ E ∈ Ẽ . 对 t ∈ I 令

P̃t(y, A) =


Pt(y, A), y ∈ E,A ∈ E ,

1− Pt(y, E), y ∈ E,A = {∂},
δ∂(A), y = ∂,A ∈ Ẽ .

(3.2.8)
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容易验证, 上式确定了 (Ẽ, Ẽ ) 上的一族概率核 (P̃t : t ∈ I) 且它们构成马氏转移半群 (作

业). 所以, 任何一个次马氏转移半群总可扩张为马氏转移半群. 假设 X = (Xt : t ∈ I) 是

相对于流 (Gt : t ∈ I) 以 (P̃t : t ∈ I) 为转移半群的 E 强马氏过程. 当 I = R+ 时假定过

程的轨道右连续. 令 ζ = inf{t ∈ I : Xt = ∂}. 注意当 ζ < ∞ 有 Xζ = ∂. 由强马氏性, 对

t ≥ 0 有

P(Xζ+t ̸= ∂, ζ <∞) = P[P̃t(Xζ , E \ {∂})1{ζ<∞}] = 0.

据此及过程的右连续性不难证明 P(存在 t ≥ 0 使 Xζ+t ̸= ∂) = 0. 也就是说, 过程一旦进

入状态 ∂ 就不再活动, 所以我们称此状态为 X 的坟墓. 在很多情况下, 我们感兴趣的是

过程在 E 中的行为. 因此, 也称 X 为 E 上以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的马氏过程, 而称

ζ 为其生命时.

§3.3 马氏系统

我们已经看到,具有相同转移半群的马氏过程可能有不同的初始分布.这些过程在轨

道空间上的分布当然是不同的. 很多情况下, 我们需要对同一个过程考虑不同的初始分

布, 这就产生了马氏系统的概念. 确切地, 我们有如下的:

定义 3.3.1 假设 (E,E ) 是状态空间, 而 (Pt : t ∈ I) 是 (E,E ) 上的转移半群. 我们称六

元组

X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x : t ∈ I, x ∈ E)

为以 (E,E ) 为状态空间, 以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的马氏系统或马氏过程, 如果以下条

件满足:

(1) (Px : x ∈ E) 是带流可测空间 (Ω,G ,Gt) 上的概率测度族, 而且对任何 F ∈ bG ,

x 7→ Px(F ) 是 (E,E ) 上的可测函数.

(2) (θt : t ∈ I) 是 (Ω,G ) 上的一族映射, 且对任何 s, t ∈ I 满足 θs ◦ θt = θs+t 和

Xs ◦ θt = Xs+t.

(3) 对任何 x ∈ E 有 Px(X0 = x) = 1, 过程 (Xt : t ∈ I) 关于流 (Gt : t ∈ I) 适应, 且相

对于 (G ,Gt,Px) 满足以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的马氏性. 特别地, 对于 s, t ∈ I 和

f ∈ bE 有

Px[f(Xt ◦ θs)|Gs] = Px[f(Xt+s)|Gs] = Ptf(Xs). (3.3.1)
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在上述条件下我们称马氏过程 X 是转移半群 (Pt : t ∈ I) 的实现. 我们说马氏过程 X 右

连续 (连续,左极右连等等), 如果 E 是拓扑空间且对每个 ω ∈ Ω, 样本轨道 t 7→ Xt(ω)右

连续 (连续, 左极右连等等).

马氏系统中包含了丰富的数学结构, 这使我们可以方便的表达过程的各种性质. 给

定 (E,E ) 上的有限测度 µ, 定义 (Ω,G ) 上的有限测度 Pµ 如下:

Pµ(A) =

∫
E

Px(A)µ(dx), A ∈ G . (3.3.2)

显然, 若 Pµ 为概率测度, 则 Pµ 也是概率测度. 此时在 Pµ 之下 (Xt : t ∈ I) 相对于流

(Gt : t ∈ I) 是以 µ 为初始分布以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的马氏过程.

有时我们不把马氏系统所有的元素写出, 如简单地写 X = (Xt,Ft,P
x) 或 X = (Xt)

等. 注意, 由 (3.3.1) 得

Pxf(Xt) = Px{Px[f(Xt)|G0]} = Px{Ptf(X0)} = Ptf(x). (3.3.3)

定理 3.3.1 设 X 是一个马氏系统. 记其自然 σ 代数为 (F ,Ft). 那么对任何 s ∈ I 及随

机变量 F ∈ bF 有 F ◦ θs ∈ bF , 而且

Pµ(F ◦ θs|Gs) = PXs(F ). (3.3.4)

上式右边是指将函数 x 7→ Px(F ) 中的 x 替换为 Xs.

证明 首先, 由马氏过程的定义知 x 7→ Px(F ) 是 (E,E ) 上的可测函数, 所以上式右端关

于 σ(Xs) ⊂ Gs 可测. 现考虑 F = f1(Xt1) · · · fn(Xtn) 的情况, 其中 {t1 < · · · < tn} ⊂ I

而 {f1, · · · , fn} ⊂ bE . 在此情况下显然有

F ◦ θs = f1(Xt1+s) · · · fn(Xtn+s) ∈ bF .

所以 (3.3.4) 等价于

Pµ
[
f1(Xt1+s) · · · fn(Xtn+s)|Gt

]
= PXs

[
f1(Xt1) · · · fn(Xtn)

]
. (3.3.5)

下面用数学归纳法证明上式成立. 若 n = 1, 由 (Xt : t ∈ I) 相对于 (G ,Gt,Pµ) 的马氏性

及定理 3.2.2 有

Pµ
[
f1(Xt1+s)|Gs

]
= Pt1f1(Xs) = PXsf1(Xt1).

假设当 n 换为 n− 1 后等式 (3.3.5) 成立. 则

Pµ
[
f1(Xt1+s) · · · fn−1(Xtn−1+s)fn(Xtn+s)

∣∣Gs]
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= Pµ
{
f1(Xt1+s) · · · fn−1(Xtn−1+s)P

µ[fn(Xtn+s)|Gtn−1+s]Gs
}

= Pµ
{
f1(Xt1+s) · · · fn−1(Xtn−1+s)Ptn−tn−1fn(Xtn−1+s)

∣∣Gs}
= PXs

{
f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)Ptn−tn−1fn(Xtn−1)

}
= Px

{
f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)Ptn−tn−1fn(Xtn−1)

}∣∣∣
x=Xs

= Px
{
f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)P

x[fn(Xtn)|Gtn−1 ]
}∣∣∣

x=Xs

= Px
{
Px

[
f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)fn(Xtn)

∣∣Gtn−1

]}∣∣∣
x=Xs

= Px
{
f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)fn(Xtn)

}∣∣∣
x=Xs

= PXs

{
f1(Xt1) · · · fn−1(Xtn−1)fn(Xtn)

}
.

所以, 当 F = f1(Xt1) · · · fn(Xtn) 时定理的结论成立. 由单调类定理知其对于任何 F ∈
bF 也成立. �

现在来考虑马氏系的流的加强化问题.因为我们同时考虑多个概率测度,这种加强化

与前面给出的有所不同. 假设 X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x) 是以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的马

氏系统. 令 (G µ,G µ
t ) 是 (G ,Gt) 在 Pµ 下的加强化. 类似地, 令 (F µ,F µ

t ) 是自然 σ 代数

(F ,Ft) 在 Pµ 下的加强化. 再令

Ḡ = ∩{G µ : µ 为初始分布}, Ḡt = ∩{G µ
t : µ 为初始分布}.

我们称 (Ḡ , Ḡt)为 (G ,Gt)在概率测度系 {Pµ : µ为初始分布}之下的加强化. 如果 G = Ḡ

且 Gt = Ḡt 对每个 t ∈ I 成立, 我们称 (G ,Gt) 在 {Pµ : µ 为初始分布} 之下是加强的. 令

(F̄ , F̄t) 为自然 σ 代数 (F ,Ft) 在概率测度系 {Pµ : µ 为初始分布} 之下的加强化. 令

Ē 是 E 的普遍完备化 σ 代数.

定理 3.3.2 对于每个初始分布 µ, 过程 (Xt) 相对于流 (G µ
t ) 是 Ē 适应的且在 Pµ 之下相

对于此流具有以 (Pt) 为转移半群的 Ē 马氏性.

证明 由命题 1.4.5 知 (Xt) 关于流 (G µ
t ) 是 Ē 适应的. 再根据定理 3.2.2, 对于 s, t ∈ I,

A ∈ Gs 和 f ∈ bE 有

Pµ[1Af(Xs+t)] = Pµ[1APtf(Xs)].

由命题 1.4.1, 对任何 A ∈ G µ
s 有 A0 ∈ Gs 使得 Pµ(A△A0) = 0. 所以上式对 A ∈ G µ

s 也

成立, 从而有

Pµ[f(Xt+s)|G µ
s ] = Ptf(Xs). (3.3.6)
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令 ν 为 Xt+s 在 Pµ 之下在 E 上的分布. 下证上式对于 f ∈ bĒ 也成立. 由推论 1.4.3 存

在 f1, f2 ∈ bE 满足 f1 ≤ f ≤ f2 且 ν(f1 ̸= f2) = 0. 这样, 我们有 Ptf1(Xs) ≤ Ptf(Xs) ≤
Ptf2(Xs) 和

Pµ[f1(Xt+s)|G µ
s ] ≤ Pµ[f(Xt+s)|G µ

s ] ≤ Pµ[f2(Xt+s)|G µ
s ].

但由 f1, f2 的取法不难看出, 上式中只能成立等号. 注意上式两端分别为 Ptf1(Xs) 和

Ptf2(Xs). 所以 (3.3.6) 对 f ∈ bĒ 也成立, 即 (Xt) 相对于流 (G µ
t ) 满足以 (Pt) 为转移半

群的 Ē 马氏性. �

定理 3.3.3 对任何 F ∈ bḠ 函数 ϕ(x) := Px(F ) 关于 Ē 可测. 特别地, 若 F ∈ bF̄ , 则对

任何 s ∈ I 有 F ◦ θs ∈ bF̄ , 且对任何初始分布 µ 有

Pµ(F ◦ θs|G µ
s ) = PXs(F ), (3.3.7)

这里右边是指将函数 ϕ(x) 中的 x 替换为Xs.

证明 首先设 F ∈ bḠ . 对任意 µ, 有 F ∈ bG µ, 故存在 G1, G2 ∈ bG 满足 G1 ≤ F ≤ G2

且 Pµ{G1 ̸= G2} = 0. 由定义 3.3.1 知 x 7→ ψi(x) = Px(Gi) (i = 1, 2) 关于 E 可测. 显然

ψ1 ≤ ϕ ≤ ψ2 且∫
E

ψ1(x)µ(dx) = Pµ(G1) = Pµ(G2) =

∫
E

ψ2(x)µ(dx),

故 µ({ψ1 ̸= ψ2}) = 0. 因此 ϕ ∈ bE µ. 这说明 ϕ ∈ bĒ . 再由定理 3.3.2 知 (Xt) 关于

(G µ
t ) 是 Ē 适应的, 故 (3.3.7) 右端关于 G µ

s 可测. 给定初始分布 µ, 令 ν 为 Xs 在 Pµ 之

下的分布. 如果 F ∈ bF̄ , 那么 F ∈ bF ν , 故存在 F1, F2 ∈ bF 满足 F1 ≤ F ≤ F2 且

Pν(F1 ̸= F2) = 0. 令 ϕi(x) = Px(Fi) (i = 1, 2), 我们有 ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2. 由 定理 3.3.1 知

Fi ◦ θs ∈ bF 且对于 i = 1, 2 有

Pµ{Fi ◦ θs|Gs} = ϕi(Xs) = PXs(Fi).

根据命题 1.4.1, 对任何 A ∈ G µ
s 有 A0 ∈ Gs 使得 Pµ(A△A0) = 0. 再由上式得

Pµ{Fi ◦ θs|G µ
s } = ϕi(Xs) = PXs(Fi), (3.3.8)

进而

Pµ{Fi ◦ θs} = Pµ{ϕi(Xs)} =

∫
E

ϕi(x)ν(dx) = Pν(Fi).

因此有

Pµ{F1 ◦ θs} = Pµ{ϕ1(Xs)} = Pµ{ϕ2(Xs)} = Pµ{F2 ◦ θs}. (3.3.9)
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注意到 F1 ◦ θs ≤ F ◦ θs ≤ F2 ◦ θs, 我们推出 F ◦ θs ∈ bF µ. 这说明 F ◦ θs ∈ bF̄ . 再注意

到 ϕ1(Xs) ≤ ϕ(Xs) ≤ ϕ2(Xs) 和

Pµ{F1 ◦ θs|G µ
s } ≤ Pµ{F ◦ θs|G µ

s } ≤ Pµ{F2 ◦ θs|G µ
s }.

再由 (3.3.8) 可以看出上式左右两端分别为 ϕ1(Xs) 和 ϕ2(Xs). 注意到 (3.3.9) 便知上式

中只能成立等号, 且该式之值等于 ϕ(Xs), 即 (3.3.7) 成立. �

由定理 3.3.2和定理 3.3.3不难看出,加强化的六元组 X = (Ω, Ḡ , Ḡt, Xt, θt,P
x)也是

转移半群 (Pt : t ∈ I) 在 (E, Ē ) 上的一个实现.

定理 3.3.4 若存在完备可分度量空间 F 使 (E,E ) 与 (F,B(F )) 可测同构, 则 (E,E ) 上

的任何转移半群 (Pt : t ∈ I) 都有实现.

证明 设 W = ET 是所有函数 w : I → E 构成的集合. 令 Xt(w) = w(t) 为坐标过程,

而 (F ,Ft) 是坐标过程生成的自然 σ 代数. 对于 t ∈ I 和 w ∈ W 令 θtw ∈ W 是由

(θtw)(s) = w(t + s) 定义的函数. 对于 x ∈ E 令 (Yt : t ∈ I) 是 E 上以 Y0 = x 为初

始值, 以 (Pt : t ∈ I) 为转移半群的马氏过程. 其存在性由定理 3.2.6 保证. 我们可以将

(Yt : t ∈ I) 视为取值于 (W,F ) 的随机变量. 令 Px 为 (Yt : t ∈ I) 在 (W,F ) 上的分布.

显然有 Px(X0 = x) = 1,而且过程 (Xt : t ∈ I)相对于 (F ,Ft,P
x)满足以 (Pt)为转移半

群的马氏性. 由定理 3.2.4 对任何 J := {t1 < · · · < tn} ⊂ I 及 {f1, · · · , fn} ⊂ bB(E) 有

Px
(
f1(Xt1) · · · fn(Xtn)

)
=

∫
En

f1(x1) · · · fn(xn)PJ(x, dx1, · · · , dxn).

由此和单调类定理可以证明: 若 F ∈ bF , 则 x 7→ Px(F ) 是 (E,E ) 上的可测函数. 定

义 3.3.1 中的其他性质显然成立. 所以 X = (W,F ,Ft, Xt, θt,P
x) 就是 (Pt) 的一个实现.

�

我们说马氏系统 X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x) 具有 E 强马氏性是指 (Xt : t ∈ I) 关于

流 (Gt) 是强适应的且 (3.2.6) 对于每个概率测度 Px 都成立. 由 (3.3.2) 和定理 3.2.7, 显

然此时 (3.2.6) 对每个概率测度 Pµ 也是成立的. 与前面定理类似地, 可以证明如下结论

(作业):

定理 3.3.5 设 X 具有 E 强马氏性. 那么对任意的随机变量 F ∈ bF 和 (Gt) 停时 T 有

F ◦ θT1{T<∞} ∈ bG , 且对任意的初始分布 µ 有

Pµ(F ◦ θT1{T<∞}|GT ) = PXT (F )1{T<∞}. (3.3.10)

上式右边是指将函数 x 7→ Px(F ) 中的 x 替换为XT .
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证明 考虑 F = f1(Xt1) · · · fn(Xtn) 的情况, 其中 {t1 < · · · < tn} ⊂ I 而 {f1, · · · , fn} ⊂
bE . 此时我们有 F ◦ θT1{T<∞} = f1(Xt1+T ) · · · fn(Xtn+T )1{T<∞}. 再由 X 的强适应性有

fi(Xti+T )1{T<∞} ∈ bGti+T ⊂ bG , 故 F ◦ θT1{T<∞} ∈ bG . 后面的推导与定理 3.3.1 的证

明中类似. �

定理 3.3.6 设 I = R+ 而 X 相对于右连续化的流 (Gt+ : t ≥ 0) 具有 E 强马氏性. 那么

对于每个初始分布 µ, 此过程相对于流 (G µ
t+) 是 Ē 强适应的且在 Pµ 之下相对与此流具

有以 (Pt) 为转移半群的 Ē 强马氏性.

证明 由命题 1.4.10 知 X 相对于流 (G µ
t+) 是 Ē 强适应的. 假设 f ∈ bĒ 而 T 为 (G µ

t+)

停时. 根据命题 1.4.9, 存在 (Gt+) 停时 S 使得 Pµ(S ̸= T ) = 1. 再根据命题 1.4.7 知

G µ
S+ = G µ

T+. 基于上述关系, 后面的推导与定理 3.3.2 的证明类似. �

定理 3.3.7 设 I = R+ 而 X 相对于右连续化的流 (Gt+ : t ≥ 0) 具有 E 强马氏性. 那么

对任意的随机变量 F ∈ bF̄ 和 (Ḡt+) 停时 T 有 F ◦ θT1{T<∞} ∈ bḠ , 且对任意的初始分

布 µ 有

Pµ(F ◦ θT1{T<∞}|G µ
T+) = PXT (F )1{T<∞}, (3.3.11)

这里右边是指将函数 x 7→ Px(F ) 中的 x 替换为XT .

证明 根据命题 1.4.9, 可取 (Gt+) 停时 S 使得 Pµ(S ̸= T ) = 1. 令 ν 为 XS 在 Pµ 之下

在 E 上的分布, 注意它可能是一个次概率分布. 由于 F ∈ bF̄ ⊂ bF ν , 存在 F1, F2 ∈ bF

满足 F1 ≤ F ≤ F2 且 Pν(F1 ̸= F2) = 0. 与定理 3.3.3 的证明类似地可以得到

Pµ(F ◦ θS1{S<∞}|G µ
S+) = PXS(F )1{S<∞}.

再根据命题 1.4.7 知 G µ
S+ = G µ

T+, 故上述关系与 (3.3.11) 等价. �

§3.4 博雷尔右过程

在本节中我们取 I = R+. 假定存在紧度量空间 Ē 使得 E 与某个 E0 ∈ B(Ē) 同

胚. 在这种情况下, 我们称 E 为卢森 (Lusin) 拓扑空间. 将 E 的博雷尔 σ 代数简记

为 E = B(E). 则存在完备可分度量空间 F 使 (E,E ) 与 (F,B(F )) 可测同构; 参见

[16, p.14]. 我们说 (E,E ) 上的转移半群 (Pt)t≥0 是博雷尔的, 如果对每个 A ∈ E , 映

射 (t, x) 7→ Pt(x,A) 关于 B[0,∞) × E 可测. 这个条件等价于对每个 f ∈ bE , 映射

(t, x) 7→ Ptf(x) 关于 B[0,∞)× E 可测.
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以下考虑卢森拓扑空间 E,固定一个与其拓扑对应的度量 d,并令 Cu(E) = bCu(E, d)

为此空间有界且一致连续的函数构成的集合. 设 (Pt)t≥0 为 E 上的保守博雷尔转移半群.

假设 X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x)是 E 上以博雷尔半群 (Pt)t≥0 为转移半群的右连续马氏过

程, 而 Pµ 是由 (3.3.2) 定义的概率测度. 基于命题 1.4.6, 我们引入记号 G µ
t+ := (G µ

t )+ =

(Gt+)µ. 另外注意 ∩
s>t

Ḡs =
∩
s>t

∩
µ

G µ
s =

∩
µ

∩
s>t

G µ
s =

∩
µ

G µ
t+. (3.4.1)

以后我们将上面的 σ 代数简单记为 Ḡt+. 对于 α > 0, 函数 f ∈ bE 的 α 位势 Uαf 定义

如下:

Uαf(x) =

∫ ∞

0

e−αtPtf(x)dt = Px
{∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
}
. (3.4.2)

注意, 这里关于 t ≥ 0 的积分有意义, 且有 Uαf ∈ bE . 上式定义了 bE 上的一族算子

(Uα)α>0. 若记 f 的上确界范数为 ∥f∥, 则有 ∥αUαf∥ ≤ ∥f∥. 取 f ≡ 1, 可知 αUα 的

算子范数 ∥αUα∥ = 1. 算子族 (Uα)α>0 也可定义在 pE 上, 但这时可能取值 ∞. 我们称

(Uα)α>0 为半群 (Pt)t≥0 或过程 X 的预解式. 利用初等的计算可以证明 (作业):对任意的

α, β > 0 和 f ∈ bE 有如下的预解方程:

(β − α)UαUβf(x) = Uαf(x)− Uβf(x), x ∈ E. (3.4.3)

定理 3.4.1 如果对每个 α > 0 和 f ∈ Cu(E), 在概率测度 Pµ 之下 t 7→ Uαf(Xt) 几乎必

然右连续, 那么在 Pµ 之下 (Xt) 相对于流 (G µ
t+) 具有 E 强马氏性.

证明 根据定理 3.2.7, 我们需证明在概率测度 Pµ 之下 (3.2.7) 对所有 f ∈ bE 和 (G µ
t+)

停时 T 成立. 利用单调类定理, 只需考虑 f ∈ Cu(E). 令 {Tn} 是由 (1.4.3) 定义的 T 的

二分点离散化 (G µ
t ) 停时序列. 则当 n → ∞, 递降地 Tn → T . 由 (Xt) 的轨道的右连续

性及关于流 (G µ
t ) 的马氏性,∫ ∞

0

e−αtPµ[f(Xt+T )1{T<∞}]dt

= Pµ
{∫ ∞

0

e−αtf(Xt+T )1{T<∞}dt
}

= lim
n

Pµ
{∫ ∞

0

e−αtf(Xt+Tn)1{Tn<∞}dt
}

= lim
n

∞∑
k=1

Pµ
{(∫ ∞

0

e−αtf(Xt+k/2n)dt
)
1{Tn=k/2n}

}
= lim

n

∞∑
k=1

Pµ
{(∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
◦ θk/2n1{Tn=k/2n}

}
= lim

n

∞∑
k=1

Pµ
{
Pµ

[( ∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
◦ θk/2n

∣∣∣G µ
k/2n

]
1{Tn=k/2n}

}
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= lim
n

∞∑
k=1

Pµ
{
PXk/2n

(∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
1{Tn=k/2n}

}
= lim

n
Pµ

{
PXTn

(∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
1{Tn<∞}

}
= lim

n
Pµ[Uαf(XTn)1{Tn<∞}] = Pµ[Uαf(XT )1{T<∞}]

= Pµ
{
PXT

(∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
1{T<∞}

}
=

∫ ∞

0

e−αtPµ
{
PXT [f(Xt)]1{T<∞}

}
dt.

因为 t 7→ Pµ[f(Xt+T )1{T<∞}] 与

t 7→ Pµ
{
PXT [f(Xt)]1{T<∞}

}
= Pµ[Ptf(XT )1{T<∞}]

均右连续, 由拉普拉斯变换的惟一性知在概率测度 Pµ 之下 (3.2.7) 成立. �

推论 3.4.2 如果对每个 α > 0 和 f ∈ Cu(E), 函数 x 7→ Uαf(x) 在 E 上连续, 那么在每

个 Pµ 之下 (Xt) 相对于流 (G µ
t+) 具有 E 强马氏性.

定理 3.4.3 如果在概率测度 Pµ 之下 (Xt) 相对于流 (G µ
t+) 具有 E 强马氏性, 那么对每

个 α > 0 和 f ∈ bE 在 Pµ 之下 t 7→ Uαf(Xt) 几乎必然右连续.

证明 首先注意流 (G µ
t+) 满足通常条件. 由强马氏性, 对任何有界 (G µ

t+) 停时 T , 利用

(3.4.2) 我们有

Pµ[e−αTUαf(XT )] = Pµ
{
e−αT

∫ ∞

0

e−αtPtf(XT )dt
}

= Pµ
{
e−αTPXT

(∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)}

= Pµ
{
e−αTPµ

[( ∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
◦ θT

∣∣∣G µ
T+

]}
= Pµ

{
e−αT

(∫ ∞

0

e−αtf(Xt)dt
)
◦ θT

}
= Pµ

{∫ ∞

0

e−α(t+T )f(Xt+T )dt
}
= Pµ

{∫ ∞

T

e−αtf(Xt)dt
}
.

若有有界 (Gt+) 停时列 Tn ↓ T , 则

Pµ[e−αTnUαf(XTn)] = Pµ
{∫ ∞

Tn

e−αtf(Xt)dt
}

→ Pµ
{∫ ∞

T

e−αtf(Xt)dt
}
= Pµ[e−αTUαf(XT )],

对于 g ∈ Cu(E), 过程 t 7→ e−αtg(Xt) 右连续, 因而可选. 利用单调类定理可证, 当 g ∈ bE

时, t 7→ e−αtg(Xt) 也可选. 特别地, t 7→ e−αtUαf(Xt) 可选. 根据定理 2.3.10 知 t 7→
e−αtUαf(Xt) 几乎必然右连续, 因此 t 7→ Uαf(Xt) 是几乎必然右连续的. �
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定义 3.4.1 假设 X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x) 是一个以博雷尔半群 (Pt)t≥0 为转移半群的右

连续马氏过程. 称 X 为右过程, 如果:

(i) 对每个初始分布 µ, α > 0 和 f ∈ bE 在 Pµ 之下 t 7→ Uαf(Xt) 几乎必然右连续;

(ii) (Gt) 右连续且 (G ,Gt) 在 {Pµ : µ 为初始分布} 之下是加强的.

为强调转移半群 (Pt)t≥0 的博雷尔性, 也称 X 为博雷尔右过程. 如果博雷尔转移半群

(Pt)t≥0 有右过程的实现, 就称它是博雷尔右半群.

利用定理 3.3.6 和定理 3.4.1 不难发现, 如果 X 是博雷尔右过程, 那么对每个初始分

布 µ, 在概率测度 Pµ 之下 (Xt) 相对于流 (G µ
t ) 具有 Ē 强马氏性.

定理 3.4.4 设 X 是博雷尔右过程, 那么加强的自然流 (F µ
t ) 和 (F̄t) 都是右连续的.

证明 固定 s ≥ 0 并令 H 是使 Pµ(Y |F µ
s+) ∈ F µ

s 成立的所有随机变量 Y ∈ bF µ 构成

的集合. 由假定和定理 3.4.1知 (Xt)相对于流 (F µ
t+)的强马氏性成立. 特别地, 对任意的

s, t ≥ 0 和 f ∈ bE , 几乎必然地有

Pµ[f(Xs+t)|F µ
s+] = Ptf(Xs),

其中 Ptf(Xs) ∈ bFs ⊂ bF µ
s . 因为 F µ

s 使强化的, 由上式得 Pµ[f(Xs+t)|F µ
s+] ∈ F µ

s , 即

f(Xs+t) ∈ H . 用数学归纳法可以证明, 对任何 tn ≥ · · · ≥ t1 ≥ 0 与 {f1, · · · , fn} ⊂ bE

有 f1(Xs+t1) · · · fn(Xs+tn) ∈ H . 再利用单调类定理得 bF s ⊂ H , 其中 F s = σ(Xs+t :

t ≥ 0). 因为显然 bFs ⊂ H , 再由单调类定理得 bF ⊂ H , 进而 bF µ ⊂ H . 特别地, 对

每个 Y ∈ bF µ
s+ 有 Y = P(Y |F µ

s+) ∈ F µ
s . 因此 F µ

s+ = F µ
s , 即流 (F µ

t ) 是右连续的. 再

由 (3.4.1) 易知 (F̄t) 的右连续性. �

作为这一节的结束,我们给出一个简单而重要的结果,称为布卢门撒尔 (Blumenthal)

的 0-1 律.

定理 3.4.5 令 A ∈ F̄0. 则对每个 x ∈ E 有 Px(A) = 0 或 Px(A) = 1.

证明 首先假定 A ∈ F0. 此时, 对某个 B ∈ E 有 A = X−1
0 (B). 因为 Px{X0 = x} = 1,

我们有

Px(A) = Px(X−1
0 (B)) = Px(X0 ∈ B) = 1B(x).

此式只能取 0 或 1. 更一般地, 若 A ∈ F̄0, 则对每个 x ∈ E 存在 Ax ∈ F0 使得

Px{A△Ax} = 0. 所以 Px(A) = Px(Ax) 也只能取 0 或 1. �
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从表面上看 F̄0 只是 F0 的微不足道的扩张, 上述结果看上去并没有什么令人惊奇

的. 但若注意到 F̄0 = F̄0+, 则可以给出该结果的一些有力的应用, 它表明一个事件是否

会立刻发生是有先兆的. 例如, 若 T 是一个 (F̄t) 停时, 则 {T = 0} ∈ F̄0, 故由上面的结

论 {T = 0} 在 Px 下发生的概率为 0 或 1. 当 T 为某个集合的击中时的情况下, 这种二

分性导出了位势理论中的一个基本概念, 即某个点相对于一个集的正则性或一个集合在

一点的稀疏性.
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第四章 费勒过程

本章里我们讨论一类具有较好分析性质的转移半群所对应的马氏过程,即费勒 (Feller)

过程. 我们将会看到, 这类马氏过程总有左极右连的实现. 我们还将建立此类过程的强马

氏性和拟左连续性. 这些结果将为更一般的研究提供了示范. 本章的主要参考文献是 [5].

§4.1 费勒转移半群

假设 E 为可分的局部紧度量空间,取 E = B(E)为其博雷尔 σ代数. 令 Ẽ = E∪{∂}
是 E 的单点紧化. 也就是说,如果 E 不是紧的,那么点 ∂ 的邻域系就是 E 的所有紧子集

的补集; 如果 E 是紧的, 那么 ∂ 是 Ẽ 的孤立点. 这样 Ẽ 是一个紧度量空间, 取其上的一

个距离 ρ. 令 C(E) 表示 E 上的所有有界连续函数构成的集合. 对于每个 f ∈ C(E) 我

们定义其上确界范数

∥f∥ = sup
x∈Ẽ

|f(x)|. (4.1.1)

令 C0(E) 表示 C(E) 中满足 limx→∂ f(x) = 0 的函数 f 构成的子类. 如果 E 是紧的, 那

么 C(E) = C0(E). 在范数 ∥ · ∥ 下, 函数类 C(E) 和 C0(E) 都是巴拿赫空间.

引理 4.1.1 我们有 E = σ(C(E)) = σ(C0(E)).

证明 因为任何 f ∈ C(E) 关于 E 可测, 显然有 E ⊃ σ(C(E)) ⊃ σ(C0(E)). 另一方面,

设 G ⊂ E 为开集. 对 x ∈ E 令 g(x) = inf{ρ(x, z) : z ∈ Gc} 和 h(x) = g(x)ρ(x, ∂). 显

然 h 在 G 上严格正, 在 Gc 上取零值, 而且 h ∈ C0(E). 再令 fn(x) = 1 ∧ [nh(x)] 则

fn ∈ C0(E) 且当 n→ ∞ 有 fn(x) → 1G(x). 由此知 E ⊂ σ(C(E)) ⊂ σ(C0(E)). �

定义 4.1.1 假设 (Pt)t≥0 是 E 上的转移半群. 我们称 (Pt)t≥0 具有费勒性或者是费勒的,

如果下面性质成立:

(i) 对任意的 t ≥ 0 和 f ∈ C0(E) 有 Ptf ∈ C0(E);

(ii) 对于任意的 x ∈ E 和 f ∈ C0(E) 有 limt→0 Ptf(x) = f(x).

若 E 上的马氏过程 X 的转移半群 (Pt)t≥0 有费勒性, 则称其为费勒过程.

利用引理 4.1.1 和单调类定理不难证明, 空间 E 上的任何转移半群由它在 C0(E) 上

的限制惟一决定. 因此, 对于费勒半群, 我们可以将其作用空间限定为 C0(E). 另外, 任

何费勒半群 (Pt)t≥0 都是博雷尔的, 故可定义其预解式 (Uα)α>0. 不难证明, 例 3.2.1 和例

3.2.3 中定义的半群是费勒半群, 而例 3.2.2 中定义的半群不是费勒半群 (作业).

63
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例 4.1.1 固定常数 α > 0. 对于 f ∈ bB(R) 定义 P0f(x) = f(x) 和

Ptf(x) = e−αt
∞∑
k=0

αktk

k!
f(x+ k), t ≥ 0, x ∈ R.

则 (Pt)t≥0 是 R 上的费勒转移半群. �

例 4.1.2 对于 f ∈ bB(R) 定义 P0f(x) = f(x) 和

Ptf(x) =
1√
2πt

∫
R
f(y)e−(y−x)2/2tdy, t ≥ 0, x ∈ R.

则 (Pt)t≥0 是 R 上的费勒转移半群. �

命题 4.1.2 设 (Pt)t≥0 是 E 上的费勒半群. 对于 α > 0 令 D := UαC0(E). 则 D 为

C0(E) 的稠密线性子空间且不依赖于常数 α 的选择.

证明 首先, 我们证明对 α > 0 和 f ∈ C0(E) 有 Uαf ∈ C0(E). 由于 Ptf ∈ C0(E), 利用

控制收敛定理有

Uαf(x) =

∫ ∞

0

e−αtPtf(x)dt→
∫ ∞

0

e−αtPtf(x0)dt = Uαf(x0) (x→ x0 ∈ E).

类似地, 当 x → ∂ 有 Uαf(x) → 0. 这就证明了 Uαf ∈ C0(E). 再由预解方程 (3.4.3) 可

以看出 D 为 C0(E) 的线性子空间且与常数 α > 0 的选择无关. 下证 D 在 C0(E) 中稠

密. 否则, 存在 g ∈ C0(E) 满足 inff∈D ∥f − g∥ > 0. 由 Hahn-Banach 定理, 存在 C0(E)

上的有界线性泛函 ϕ 使 ϕ(g) ̸= 0 同时对任意 f ∈ D 有 ϕ(f) = 0; 如可参见 [13, p.214].

利用 Riesz 表现定理, 有 E 上的有限符号测度 µ 使 ϕ(f) =
∫
E
fdµ, f ∈ C0(E). 由于

αUαg ∈ D , 我们有

0 = ϕ(αUαg) =

∫
E

αUαg(x)µ(dx) =

∫
E

µ(dx)

∫ ∞

0

e−sPs/αg(x)ds.

在上式中令 α→ ∞, 利用控制收敛定理和条件 (ii) 得到 0 =
∫
E
gdµ = ϕ(g), 与 ϕ 的取法

矛盾. 故 D 在 C0(E) 中的稠密. �

定理 4.1.3 若 (Pt)t≥0 是 E 上的费勒半群,则对任何 f ∈ C0(E)有 limt→0 ∥Ptf − f∥ = 0.

证明 由命题 4.1.2 知 D := UαC0(E) 在 C0(E) 中稠密. 对于 t, α > 0 和 g ∈ C0(E) 有

PtU
αg(x)− Uαg(x) =

∫ ∞

0

e−αsPt+sg(x)ds−
∫ ∞

0

e−αsPsg(x)ds
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=

∫ ∞

t

e−α(s−t)Psg(x)ds−
∫ ∞

0

e−αsPsg(x)ds

= (eαt − 1)

∫ ∞

t

e−αsPsg(x)ds−
∫ t

0

e−αsPsg(x)ds.

显然, 当 t→ 0 时, 上式在上确界范数下趋于零. 所以对 f ∈ D 有 limt→0 ∥Ptf − f∥ = 0.

由 D 在 C0(E) 中的稠密性易得予证结论. �

推论 4.1.4 假设 (Pt)t≥0 是 E 上的费勒半群. 那么映射 (s, x, f) → Psf(x) 在 [0,∞) ×
E × C0(E) 上连续.

证明 对于任何 (s, x, f), (t, y, g) ∈ [0,∞)× E × C0(E) 我们有

|Psf(x)− Ptg(y)| ≤ |Psf(x)− Psg(x)|+ |Psg(x)− Ptg(x)|+ |Ptg(x)− Ptg(y)|
≤ ∥Ps(f − g)∥+ Ps∧t|P|t−s|g − g|(x) + |Ptg(x)− Ptg(y)|
≤ ∥f − g∥+ ∥P|t−s|g − g∥+ |Ptg(x)− Ptg(y)|.

由定理 4.1.3, 上式右端当 (s, x, f) → (t, y, g) 时趋于零. �

推论 4.1.5 假设 (Pt)t≥0 是费勒半群, 而 (Uα)α>0 是它的预解式. 那么对任何 f ∈ C0(E)

有

lim
α→∞

∥αUαf − f∥ = 0. (4.1.2)

证明 对于任何 α > 0, 我们有

∥αUαf − f∥ ≤
∫ ∞

0

αe−αt∥Ptf − f∥dt ≤
∫ ∞

0

e−s∥Ps/αf − f∥ds.

由定理 4.1.3 和控制收敛定理, 上式右端当 α→ ∞ 时趋于零. �

不难看出, 算子 αUα 在 α → 0 和 α → ∞ 时所表现的性质对应于 Pt 当 t → 0 和

t → ∞ 的性质. 这在拉普拉斯变换的理论中是熟知的. 事实上, 预解式 (Uα)α>0 正是半

群 (Pt)t≥0 在算子意义下的拉普拉斯变换.

下面我们考虑 E 上保守的费勒半群 (Pt)t≥0. 因为 E 是可分的局部紧度量空间, 总

可在其上选取一个完备的距离生成其拓扑. 根据定理 3.3.4, 对于 E 上的任何概率测度 µ,

都存在以 µ 为初始分布以 (Pt)t≥0 为转移半群的马氏过程. 为了用鞅论的方法研究费勒

过程的性质, 我们引入下面的概念:

定义 4.1.2 设 f 是定义于 E, 取值于 [0,∞] 的博雷尔可测函数. 如果对每个 t ≥ 0 有

f ≥ e−αtPtf , 我们说 f 关于 (Pt)t≥0 是 α 上平均的. 若还有 f = limt→0 e
−αtPtf , 就说 f

是 α 过份的.
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假设 (Ω,G ,P) 是完备的概率空间, 而 (Gt)t≥0 是定义在此概率空间上的流. 设 X =

(Xt : t ≥ 0) 是 E 上的相对于 (Gt)t≥0 以 (Pt)t≥0 为转移半群的 E 马氏过程.

命题 4.1.6 设 f 是 α 上平均的且 f(Xt) 对每个 t ≥ 0 可积, 则 {e−αtf(Xt) : t ≥ 0} 是关
于 (Gt : t ≥ 0) 的上鞅.

证明 对于 t ≥ r ≥ 0, 由 f 的 α 上平均性和 (Xt,Gt) 的马氏性可得

P[e−αtf(Xt)|Gr] = e−αtP[f(Xt)|Gr] = e−αtPt−rf(Xr) ≤ e−αrf(Xr).

所以 {e−αtf(Xt) : t ≥ 0} 是关于 (Gt : t ≥ 0) 的上鞅. �

上述命题给出了马氏过程与鞅论的一种联系. 这种联系使 α 上平均函数和 α 过份函

数在马氏过程的研究中发挥了重要的作用. 进一步, 我们有

命题 4.1.7 设 α > 0, f ∈ bpE . 则 Uαf 是 α 过份函数, 进而 {e−αtUαf(Xt) : t ≥ 0} 是
关于 (Gt : t ≥ 0) 的上鞅.

证明 对任何 α > 0, 我们有

e−αtPt(U
αf) = e−αt

∫ ∞

0

e−αsPt+sfds =

∫ ∞

t

e−αsPsfds ≤ Uαf.

这表明 Uαf 是 α 上平均的. 当 t→ 0 上面第三项收敛到第四项, 因而 Uαf 是 α 过份的.

因为 Uαf 有界, 由命题 4.1.6 可得此命题的后一结论. �

命题 4.1.8 设 (Xt) 关于 (Gt) 循序可测. 对 α > 0 和 f ∈ bpE 定义

Yt =

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+ e−αtUαf(Xt). (4.1.3)

则 (Yt) 是关于 (Gt) 循序可测的右闭鞅, 从而一致可积.

证明 注意 (4.1.3) 式右边第一项关于 t ≥ 0 连续, 故作为过程循序可测. 而由于 Uαf ∈
bpE , 过程 {Uαf(Xt)} 也循序可测. 所以 (Yt) 关于 (Gt) 循序可测. 现定义有界随机变量

Y∞ =

∫ ∞

0

e−αsf(Xs)ds. (4.1.4)

在马氏系的记号下, 我们有

Uαf(x) = Px
[ ∫ ∞

0

e−αsf(Xs)ds
]
= Px(Y∞). (4.1.5)
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所以, 利用马氏性可得

P(Y∞|Gt) =

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+P
[ ∫ ∞

t

e−αsf(Xs)ds
∣∣∣Gt]

=

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+P
[ ∫ ∞

0

e−α(t+s)f(Xt+s)ds
∣∣∣Gt]

=

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+P
[
e−αt

∫ ∞

0

e−αsf(Xs ◦ θt)ds
∣∣∣Gt]

=

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+ e−αtP
(
Y∞ ◦ θt

∣∣Gt)
=

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+ e−αtPXt(Y∞)

=

∫ t

0

e−αsf(Xs)ds+ e−αtUαf(Xt) = Yt.

因 Y∞ 有界, 故 (Yt) 是右闭鞅, 从而一致可积. �

鞅论中著名的杜布-梅耶尔 (Doob-Meyer) 分解把上鞅分解为一个鞅与一个递增过程

之差. 显然上述命题给出了杜布-梅耶尔分解的一个特例.

§4.2 轨道性质

首先我们来考虑 E 是紧度量空间的情况. 设 d 为 E 上的一个距离. 我们说 E 上的

实函数族 D 分离 E 的点, 是指对于任何 x ̸= y ∈ E 都存在 g ∈ D 使得 g(x) ̸= g(y). 这

是 Stone-Weierstrass 定理中用到的一个概念.

因为 E 是紧度量空间,我们有 C(E) = C0(E). 假设 (Pt)t≥0 是 E 上的保守费勒转移

半群, 相应的预解式记为 (Uα)α>0. 根据定理 3.2.6, 对于 E 上任何概率测度 µ, 存在以 µ

为初始分布以 (Pt)t≥0 为转移半群的马氏过程. 假定 (Ω,G ,Gt,P) 是带流的概率空间, 而

(Xt : t ≥ 0) 是定义在此概率空间上相对于流 (Gt)t≥0 的马氏过程, 以 (Pt)t≥0 为转移半群.

命题 4.2.1 费勒过程 (Xt : t ≥ 0) 是随机连续的, 即对于任意的 ε > 0 和 s ≥ 0 有

lim
t→s

P(d(Xs, Xt) ≥ ε) = 0. (4.2.1)

证明 令 f, g ∈ C(E). 对于 t > s ≥ 0 利用 (Xt) 的马氏性得

P[f(Xs)g(Xt)] = P[f(Xs)Pt−sg(Xs)] → P[f(Xs)g(Xs)] (t→ s+).

令一方面, 对于 s ≥ t ≥ 0 由马氏性有∣∣P[f(Xs)g(Xt)]−P[f(Xs)g(Xs)]
∣∣
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≤
∣∣P[f(Xs)g(Xt)]−P[f(Xt)g(Xt)]

∣∣+ ∣∣P[f(Xt)g(Xt)]−P[f(Xs)g(Xs)]
∣∣

≤
∣∣P[Pt−sf(Xt)g(Xt)]−P[f(Xt)g(Xt)]

∣∣+ ∣∣P[f(Xt)g(Xt)]−P[Pt−s(fg)(Xt)]
∣∣

≤ P
[
|(Pt−sf(Xt)− f(Xt))g(Xt)|

]
+P

[
|f(Xt)g(Xt)− Pt−s(fg)(Xt)|

]
≤

∥∥(Pt−sf − f)g∥+ ∥(fg)− Pt−s(fg)
∥∥.

上式右端随着 t→ s− 趋于零. 综上我们得到

lim
t→s

P[f(Xs)g(Xt)] = P[f(Xs)g(Xs)]. (4.2.2)

下证对于任意的 h ∈ C(E2) 有

lim
t→s

P[h(Xs, Xt)] = P[h(Xs, Xs)]. (4.2.3)

事实上, 如果存在 {f1, g1, · · · , fn, gn} ⊂ C(E) 使得

h(x, y) =
n∑
k=1

fk(x)gk(y), x, y ∈ E, (4.2.4)

由 (4.2.2) 知 (4.2.3) 成立. 由于形如 (4.2.4) 的函数分离 E 的点, 根据 Stone-Weierstrass

定理, 任何 h ∈ C(E2) 都可用形如 (4.2.4) 的函数序列一致地逼近; 参见 [13, p.95]. 据此

易证 (4.2.3) 对于一般的 h ∈ C(E2) 也成立. 取 h : E × E → [0,∞) 为 E 的度量 d 得

limt→sP[d(Xs, Xt)] = 0. 再利用 Chebyshev 不等式即得 (4.2.1). �

引理 4.2.2 假设 t 7→ ξ(t) 是 [0,∞) 的可数绸子集 S 到 E 的映射, 而函数类 C ⊂ C(E)

分离 E 的点. 那么:

(1) 若对任何 g ∈ C 映射 S ∋ t 7→ g(ξ(t)) 在 [0,∞) 上有右极限, 则 S ∋ t 7→ ξ(t) 在

[0,∞) 有右极限;

(2) 若对任何 g ∈ C 映射 S ∋ t 7→ g(ξ(t)) 在 (0,∞) 上有左极限, 则 S ∋ t 7→ ξ(t) 在

(0,∞) 有左极限.

证明 假设 S ∋ t 7→ ξ(t) 在某点 t ∈ [0,∞) 不存在右极限. 由于 E 是紧度量空间, 存在

sn, tn ∈ S 满足 sn ↓ t 和 tn ↓ t, 而同时 limn→∞ ξ(sn) = x ̸= y = limn→∞ ξ(tn). 由于 C 分

离点, 存在 g ∈ C 使得 g(x) ̸= g(y). 因为 g 连续, 我们有

lim
n→∞

g(ξ(sn)) = g(x) ̸= g(y) = lim
n→∞

g(ξ(tn)).

这与假设矛盾, 故 (1) 成立. 类似地可证明 (2). �

现在取 E 的一个可数基 {On : n = 1, 2, · · · }. 可以证明这样的可数基是存在的 (作

业). 对于 x ∈ E 令 fn(x) = inf{d(x, y) : y ∈ Oc
n). 容易证明 {f1, f2, · · · } ⊂ pC(E) 分离

E 的点.
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引理 4.2.3 可数函数族 C0 := {Uαfn : α, n = 1, 2, · · · } ⊂ pC(E) 分离 E 的点.

证明 对于任何 x ̸= y ∈ E 存在某个 On 使得 x ∈ On 而 y /∈ Ōn, 故 fn(x) > 0 = fn(y).

由推论 4.1.5, 当 α → ∞ 有 αUαfn(x) → fn(x) 和 αUαfn(y) → fn(y) = 0. 因此有足够

大的整数 α ≥ 1 使得

|αUαfn(x)− fn(x)|+ αUαfn(y) <
1

2
fn(x).

所以有

αUαfn(x) >
1

2
fn(x) > αUαfn(y).

因而 Uαfn(x) ̸= Uαfn(y), 故 C0 分离 E 的点. �

命题 4.2.4 令 S 是 [0,∞)的可数绸子集. 则存在 Ω0 ∈ G 使 P (Ω0) = 1且对每个 ω ∈ Ω0

样本函数 S ∋ t 7→ Xt(ω) 在 [0,∞) 有右极限, 在 (0,∞) 有左极限.

证明 设 C0 如引理 4.2.3 所给. 则对 g ∈ C0 有 α ≥ 1 和 f ∈ pC0(E) 使 g = Uαf . 由命

题 4.1.7 知 t 7→ e−αtg(Xt) 是非负上鞅. 根据定理 2.3.1, 存在 Ωg ∈ G 满足 P (Ωg) = 1 且

对每个 ω ∈ Ωg 函数 S ∋ t 7→ e−αtg(Xt(ω)) 有有限的左右极限, 从而 S ∋ t 7→ g(Xt(ω))

有有限的左右极限. 令 Ω0 = ∩g∈C0Ωg ∈ G . 则 P (Ω0) = 1 且对 ω ∈ Ω0 和 g ∈ C0

函数 S ∋ t 7→ g(Xt(ω)) 有有限的左右极限. 根据引理 4.2.2 知对所有 ω ∈ Ω0 轨道

S ∋ t 7→ Xt(ω) 有左右极限. �

有了上面的准备, 我们来对过程 (Xt : t ≥ 0) 的样本轨道进行正则化. 设 Ω0 如命题

4.2.4 中所取. 对于 ω ∈ Ωc
0 令 X̃t(ω) = X̂t(ω) = X0(ω). 对于 ω ∈ Ω0 令

X̃t(ω) = lim
S∋s↓t

Xs(ω) (t ≥ 0), X̂t(ω) = lim
S∋s↑t

Xs(ω) (t > 0), (4.2.5)

并补充定义 X̂0(ω) = X0(ω). 不难看出, 对于每个 ω ∈ Ω, 函数 t 7→ X̃t(ω) 右连续且在

每个 t > 0 有左极限 X̂t(ω). 类似地, 对于每个 ω ∈ Ω, 函数 t 7→ X̂t(ω) 左连续且在每个

t ≥ 0 有右极限 X̃t(ω).

定理 4.2.5 由 (4.2.5) 定义的过程 (X̃t : t ≥ 0) 和 (X̂t : t ≥ 0) 都是 (Xt : t ≥ 0) 的修正.

它们都是相对于 (Gt)t≥0 的强化流 (G ∗
t )t≥0 的马氏过程, 且以 (Pt)t≥0 为转移半群.

证明 注意依概率收敛蕴含存在几乎处处必然收敛的子列. 因此, 依据命题 4.2.1, 对每个

固定的 t ≥ 0 存在 sn ∈ S 使 sn ↓ t 且几乎必然地 limn→∞Xsn = Xt. 但是另一方面, 几

乎必然地 limn→∞Xsn = X̃t, 故对每个 t ≥ 0 成立 P(X̃t = Xt) = 1, 即 (X̃t) 是 (Xt) 的修
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正. 由命题 1.4.4 知 (X̃t) 关于强化流 (G ∗
t ) 适应. 再由定理 3.3.2 知 (Xt) 相对于 (G ∗

t ) 也

是以 (Pt) 为转移半群的马氏过程. 故对 t ≥ s ≥ 0, f ∈ bE 和 G ∈ bG ∗
s 有

P[f(X̃s+t)G] = P[f(Xs+t)G] = P[Psf(Xt)G] = P[Psf(X̃t)G].

这就得到关于 (X̃t) 的断言. 关于 (X̃t) 的证明是类似的. �

现在考虑一般的可分局部紧度量空间 E. 设 (Pt)t≥0 是 E 上的费勒半群, 其预解式

记为 (Uα)α>0. 令 Ẽ = E ∪ {∂} 是 E 的单点紧化. 我们可以将 (Pt)t≥0 扩张成 Ẽ 上的保

守费勒半群 (P̃t)t≥0, 相应的预解式记为 (Ũα)α>0. 对于 Ẽ 上的任何概率测度 µ, 根据定理

4.2.5, 存在以 Ẽ 为状态空间, 以 µ 为初始分布, 以 (P̃t)t≥0 为转移半群的左极右连马氏过

程 {(Yt,Gt) : t ≥ 0}. 它的样本函数也许可以取到附加点 ∂, 做为一个值或者左极限.

定理 4.2.6 令 ζ = inf{t ≥ 0 : Yt− = ∂ 或 Yt = ∂}. 那么在集合 {ζ < ∞} 上几乎必然有
Yζ+t = ∂ 对所有 t ≥ 0 成立.

证明 设 ρ 是 Ẽ 的一个度量. 对于 x ∈ Ẽ 令 f(x) = ρ(x, ∂). 那么 f(x) 仅在 x = ∂ 处取

零值. 因为 f ∈ C(Ẽ) = C0(Ẽ), 当 t→ 0 一致地有 P̃tf → f . 不难看出

Ũ1f(x) =

∫ ∞

0

e−tP̃tf(x)dt

也是仅在 x = ∂ 取零值. 记 Zt = e−tŨ1f(Yt). 因为 (Yt) 左极右连, 故 (Zt) 左极右连. 再

注意 ζ = inf{t ≥ 0 : Zt− = 0 或 Zt = 0}. 由命题 4.1.7 知 {(Zt,Gt) : t ≥ 0} 是非负上鞅.

而根据定理 2.3.7, 在集合 {ζ < ∞} 上几乎必然有 Zζ+t = 0 对所有 t ≥ 0 成立. 故得要

证结论. �

定理 4.2.7 假设 (Pt)t≥0 为保守半群, 而 µ 是 E 上的概率测度. 则对任意的 T ≥ 0 有

P(t 7→ Yt 在 [0, T ] 上有界) = 1.

证明 首先明确, 这里所说的 t 7→ Yt 在 [0, T ] 上有界是指集合 (Yt : t ∈ [0, T ]) 相对紧. 按

定理 4.2.6 中的方式定义 ζ. 因为 µ 是 E 上的概率测度, 对任何 T ≥ 0 有

P(ζ ≤ T ) = P(YT = ∂) = P[P̃T (Y0, {∂})] = 0.

所以

P{ζ <∞} = P{有 t ≥ 0 使 Yt = ∂ 或 Yt− = ∂} = 0.

因此 (Yt : t ≥ 0) 实际上是以 E 为状态空间, 以 µ 为初始分布, 以 (Pt)t≥0 为转移半群的

左极右连马氏过程, 而且满足 P(t 7→ Yt 在 [0, T ] 上有界) = 1. �
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定理 4.2.8 可分局部紧度量空间 E 上保守的费勒半群 (Pt)t≥0 必有左极右连的实现.

证明 设 W = DE[0,∞) 是所有左极右连函数 w : [0,∞) → E 构成的集合. 令 Xt(w) =

w(t) 为坐标过程, 而 (F ,Ft) 是坐标过程生成的自然 σ 代数. 对于 t ≥ 0 和 w ∈ W 令

θtw ∈ W 是由 (θtw)(s) = w(t + s) 定义的函数. 对于 x ∈ E 令 (Yt : t ≥ 0) 是 E 上以

Y0 = x 为初始值, 以 (Pt)t≥0 为转移半群的左极右连马氏过程. 其存在性由定理 4.2.7 保

证. 令 Px 为 (Yt : t ≥ 0) 在 (W,F ) 上的分布. 与定理 3.3.4 的证明中类似地可以看出

X = (W,F ,Ft, Xt, θt,P
x) 是以 (Pt) 为转移半群的马氏系, 显然它是左极右连的. �

设 ρ 是 Ẽ 的一个度量, 并令 Cu(E) 表示 E 上关于 ρ 一致连续的函数构成的集合.

则每个函数 f ∈ Cu(E) 可以惟一地延拓为 Ẽ 上的一致连续函数, 故 f − f(∂) ∈ C0(E).

利用此性质容易证明: 对每个 α > 0 和 f ∈ Cu(E), 有 Uαf ∈ Cu(E) (作业).

今设 X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x) 是保守的费勒半群 (Pt)t≥0 的右连续实现. 那么在每

个 Pµ 之下 t 7→ Uαf(Xt) 几乎必然右连续. 根据推论 3.4.2 知 (Xt) 相对于流 (G µ
t+) 具有

强马氏性, 故 X̄ = (Ω, Ḡ , Ḡt+, Xt, θt,P
x) 是以 (Pt)t≥0 为转移半群的博雷尔右过程. 所以

保守的费勒半群是博雷尔右半群. 下面的定理给出了一个比强马氏性更强的结论.

定理 4.2.9 设 T 为取有限值的 (G µ
t+) 停时, 而非负随机变量 S 满足 S ≥ T 和 S ∈ G µ

T+.

则对于每个 f ∈ bE 有

Pµ[f(XS)1{S<∞}|G µ
T+] = PS−Tf(XT )1{S<∞}, (4.2.6)

这里右端理解为函数 (t, x) 7→ Ptf(x) 在 (t, x) = (S − T,XT ) 处的值.

证明 根据函数形式的单调类定理, 我们只需证明 (4.2.6) 对函数 f ∈ C0(E) 成立. 对于

n ≥ 1 令

Un =
[2n(S − T )] + 1

2n
=

∞∑
k=1

k

2n
1{ k−1

2n
≤S−T< k

2n
} +∞ · 1{S−T=∞}.

则在 {S − T < ∞} = {S < ∞} 上有 Un � (S − T ). 因为 S, T ∈ G µ
T+, 所以 Un ∈ G µ

T+.

因而, 我们有 {Un = k/2n} ∈ G µ
T+. 设 A ∈ G µ

T+, 则 An,k = A ∩ {Un = k/2n} ∈ G µ
T+. 由强

马氏性有

Pµ{1A∩{S<∞}f(XT+Un)} =
∞∑
k=1

Pµ{1An,k
f(XT+k/2n)}

=
∞∑
k=1

Pµ{1An,k
Pk/2nf(XT )} = Pµ{1A∩{S<∞}PUnf(XT )}.

由于 t 7→ Ptf(x) 连续. 令 n→ ∞, 根据过程的右连续性有

Pµ{1A∩{S<∞}f(XS)} = Pµ{1A∩{S<∞}PT−Sf(XT )}.
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这就证明了 (4.2.6). �

在上面定理中, 因为要保证 (4.2.6) 右端关于 G µ
T+ 可测, 所以 S 关于 G µ

T+ 的可测性

假定是自然的. 在定理的条件下, 对于每个 t ≥ 0 有 {S ≤ t} ∈ G µ
T+, 进而

{S ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ G µ
t+,

故 S 为 (G µ
t+) 停时. 特别地, 当 S = T + t 时, 定理的结论就是强马氏性.

§4.3 生成元和鞅问题

本节我们对费勒马氏过程的生成元和鞅问题进行简单的讨论. 设 E 是可分的局部紧

度量空间. 令 Ẽ = E∪{∂}是 E 的单点紧化. 回忆 C0(E)表示 E 上满足 limx→∂ f(x) = 0

的函数 f 构成的集合, 它在上确界范数 ∥ · ∥ 下是巴拿赫空间.

定义 4.3.1 费勒转移半群 (Pt)t≥0 的生成元 A 是巴纳赫空间 C0(E) 上的一个线性算子,

定义为

Af = lim
t→0

1

t

(
Ptf − f

)
, (4.3.1)

它的定义域 D(A) 是使上面极限在上确界范数下存在且属于 C0(E) 的所有 f ∈ C0(E)

构成的集合.

定理 4.3.1 假设费勒半群 (Pt)t≥0 有生成元 A. 那么对任意的 t ≥ 0 和 f ∈ D(A) 有

Ptf ∈ D(A) 且

d

dt
Ptf = APtf = PtAf, (4.3.2)

其中的导数在上确界范数收敛下定义.

证明 当 t = 0 时 (4.3.2) 就是 (4.3.1). 对于 t, s > 0, 利用半群的压缩性我们有∥∥∥1
s
(Pt+sf − Ptf)− PtAf

∥∥∥ =
∥∥∥1
s
(PsPtf − Ptf)− PtAf

∥∥∥
=

∥∥∥Pt[1
s
(Psf − f)− Af

]∥∥∥
≤

∥∥∥1
s
(Psf − f)− Af

∥∥∥.
当 s→ 0+ 时上式右端趋于零, 故知 Ptf ∈ D(A) 且 (4.3.2) 对右导数成立. 另一方面, 对

于 t > s > 0 有∥∥∥1
s
(Ptf − Pt−sf)− PtAf

∥∥∥ =
∥∥∥Pt−s[1

s
(Psf − f)− PsAf

]∥∥∥
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≤
∥∥∥1
s
(Psf − f)− PsAf

∥∥∥
≤

∥∥∥1
s
(Psf − f)− Af

∥∥∥+
∥∥Af − PsAf

∥∥.
令 s→ 0+ 知 (4.3.2) 对左导数也成立. �

推论 4.3.2 假设费勒半群 (Pt)t≥0 有生成元 A. 那么对任意的 t ≥ 0 和 f ∈ D(A) 有

Ptf − f =

∫ t

0

PsAfds =

∫ t

0

APsfds, (4.3.3)

其中的积分在上确界范数收敛下定义.

证明 对于任何整数 n ≥ 1 我们有∥∥∥(Ptf − f)−
∫ t

0

PsAfds
∥∥∥

≤
2n∑
k=1

∥∥∥(Pkt/2nf − P(k−1)t/2nf)−
∫ kt/2n

(k−1)t/2n
PsAfds

∥∥∥
=

2n∑
k=1

∥∥∥P(k−1)t/2n

[
(Pt/2nf − f)−

∫ t/2n

0

PsAfds
]∥∥∥

≤ 2n
∥∥∥(Pt/2nf − f)−

∫ t/2n

0

PsAfds
∥∥∥

≤
∥∥∥2n(Pt/2nf − f)− tAf

∥∥∥+
∥∥∥∫ t

0

(Af − Ps/2nAf)ds
∥∥∥.

显然, 当 n→ ∞ 时上式右端趋于零, 故 (4.3.3) 中的第一个等号成立. 第二个等号由定理

4.3.1 推得. �

定理 4.3.3 假设费勒半群 (Pt)t≥0 有生成元 A. 那么对任意的 α > 0 和 f ∈ C0(E) 有

Uαf ∈ D(A) 且 (α− A)Uαf = f ; 而当 f ∈ D(A) 有 Uα(α− A)f = f .

证明 对于 α > 0, t ≥ 0 和 f ∈ C0(E) 有

PtU
αf =

∫ ∞

0

e−αsPt+sfds = eαt
∫ ∞

t

e−αsPsfds.

对上式在 t = 0 求导即得 AUαf = αUαf − f . 对于 α > 0, t ≥ 0 和 f ∈ D(A) 有

UαPtf =

∫ ∞

0

e−αsPs+tfds = eαt
∫ ∞

t

e−αsPsfds.

对上式在 t = 0 求导并利用有界收敛定理得 UαAf = αUαf − f . �
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推论 4.3.4 设费勒半群 (Pt)有生成元 A. 那么对任何 α > 0有 D(A) = UαC0(E). 另外,

若 f ∈ C0(E) 且 g = Uαf , 则 Ag = αg − f .

推论 4.3.5 费勒半群 (Pt) 由其生成元 (A,D(A)) 惟一决定.

证明 假设费勒半群 (Pt) 和 (Qt) 有相同的生成元 (A,D(A)). 由定理 4.3.3 知 (Pt) 和

(Qt) 有相同的预解式 (Uα). 再由拉普拉斯变换的惟一性即知 (Pt) 和 (Qt) 相等. �

由命题 4.1.2 和推论 4.3.4, 生成元 A 的定义域 D(A) 是 C0(E) 的稠密线性子空间.

定理 4.3.6 假设 (Pt) 是以 A 为生成元的费勒半群, 而 (Xt) 是 E 上的关于流 (Gt) 适应

的左极右连过程. 那么 (Xt) 是关于流 (Gt) 以 (Pt) 为转移半群的马氏过程的充要条件是

对于任何 f ∈ D(A) 过程

Mt(f) := f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0

Af(Xs)ds (4.3.4)

相对于 (Gt) 是鞅.

证明 假设 (Xt) 是以 (Pt) 为转移半群相对于流 (Gt) 的马氏过程. 对于 r, t ≥ 0 和

f ∈ D(A), 利用马氏性和推论 4.3.2 有

P[Mr+t(f)|Gr] = P
{[
f(Xr+t)− f(X0)−

∫ r+t

r

Af(Xs)ds−
∫ r

0

Af(Xs)ds
]∣∣∣Gr}

= P
{[
f(Xr+t)−

∫ t

0

Af(Xr+s)ds
]∣∣∣Gr}− f(X0)−

∫ r

0

Af(Xs)ds

= Ptf(Xr)−PXr

[ ∫ t

0

Af(Xs)ds
]
− f(X0)−

∫ r

0

Af(Xs)ds

= Ptf(Xr)−
∫ t

0

PsAf(Xr)ds− f(X0)−
∫ r

0

Af(Xs)ds

= f(Xr)− f(X0)−
∫ r

0

Af(Xs)ds.

故 {Mt(f)} 相对于 (Gt) 是鞅. 反之, 假设对于任何 f ∈ D(A), 由 (4.3.4) 定义的过程

{Mt(f)} 相对于 (Gt) 是鞅. 则对取 u ≥ t ≥ 0 和 G ∈ Gr 有

0 = P{[Mu(f)−Mt(f)]1G} = P
{[
f(Xu)− f(Xt)−

∫ u

t

Af(Xs)ds
]
1G

}
.

再取 r, t ≥ 0. 对任何整数 n ≥ 1, 利用 (4.3.3) 和上式有

P{[f(Xr+t)− Ptf(Xr)]1G}



§4.4 拟左连续性 75

=
2n∑
k=1

P{[Pt−kt/2nf(Xr+kt/2n)− Pt−(k−1)t/2nf(Xr+(k−1)t/2n)]1G}

=
2n∑
k=1

P{[Pt−kt/2nf(Xr+kt/2n)− Pt−(k−1)t/2nf(Xr+kt/2n)]1G}

+
2n∑
k=1

P{[Pt−(k−1)t/2nf(Xr+kt/2n)− Pt−(k−1)t/2nf(Xr+(k−1)t/2n)]1G}

= −
2n∑
k=1

P
{[∫ t−(k−1)t/2n

t−kt/2n
APsf(Xr+kt/2n)ds

]
1G

}
+

2n∑
k=1

P
{[∫ r+kt/2n

r+(k−1)t/2n
APt−(k−1)t/2nf(Xs)ds

]
1G

}
= −

2n∑
k=1

P
{[∫ kt/2n

(k−1)t/2n
Pt−sAf(Xr+kt/2n)ds

]
1G

}
+

2n∑
k=1

P
{[∫ kt/2n

(k−1)t/2n
Pt−(k−1)t/2nAf(Xr+s)ds

]
1G

}
.

利用半群 (Pt)的连续性和过程 (Xt)的轨道的右连续性不难证明, 上式右端当 n→ ∞时
趋于零. 所以

P[f(Xr+t)|G] = P[Ptf(Xr)|G].

由于 D(A) 在 C0(E) 中稠密, 上式对于 f ∈ C0(E) 也成立. 因此知 (Xt) 满足相对于流

(Gt) 以 (Pt) 为转移半群的马氏性. �

在定理 4.3.6 的情况下, 我们说 (Xt,Gt) 满足 (A,D(A)) 的鞅问题. 鞅问题的方法是

马氏过程研究中的重要方法. 关于这方面的系统研究, 可以参阅 [8].

§4.4 拟左连续性

本节中我们将证明费勒过程有一些“左侧化”的性质, 并有此导出拟左连续性. 为此

需要做一些准备, 主要是有关停时的一些预备知识. 考虑完备的概率空间 (Ω,G ,P) 和该

空间上的 σ 代数流 (Gt : t ≥ 0).

定义 4.4.1 对于 (Gt) 停时 τ , 令 Gτ− 是由 G0 和形如 A ∩ {t < τ}, 其中 t ≥ 0 且 A ∈ Gt,

的集合全体记生成的 σ 代数. 显然 τ 关于 Gτ− 可测.

命题 4.4.1 若 τ ≡ t > 0 (常数), 则有 Gτ− = Gt−.
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证明 对于 0 ≤ s < t 和 A ∈ Gs 有 A = A ∩ {s < τ} ∈ Gτ−. 所以 Gs ⊂ Gτ−, 进而

Gt− ⊂ Gτ−. 另一方面, 取 s ≥ 0 和 A ∈ Gs. 若 t ≤ s, 则 A ∩ {s < τ} = ∅. 若 t > s, 则

A ∩ {s < τ} = A. 在上述两种种情况, 都有 A ∩ {s < τ} ∈ Gt−. 所以 Gτ− ⊂ Gt−. �

定义 4.4.2 称映射 τ : Ω → [0,∞] 为 (Gt) 可料时, 如果存在可选时列 {τn} 使得 τn ↑ τ
而且在 {τ > 0} 上对每个 n 有 τn < τ . 这种情况下, 我们说 {τn} 是 τ 的预报列. 显然,

可料时必然是停时.

命题 4.4.2 对于任意的 A ∈ G∞ 有 A ∩ {τ = ∞} ∈ Gτ−.

证明 令 A 为使 A ∩ {τ = ∞} ∈ Gτ− 的所有集合 A ∈ G 构成的集类. 显然 A 为 σ 代

数. 若 A ∈ Gt, 对任何 s ≥ t 有 A ∈ Gs. 所以 A∩ {s < τ} ∈ Gτ−, 故 A∩ {τ = ∞} ∈ Gτ−.

这说明 A ⊃ ∪t≥0Gt, 故 A ⊃ G∞. �

命题 4.4.3 对每个 (Gt) 停时 τ 有 Gτ− ⊂ Gτ .

证明 首先有 G0 ⊂ Gτ . 对于 t ≥ 0 取 A ∈ Gt. 显然 A∩ {t < τ} ∈ Gt. 对于任何 s ≥ 0, 当

s ≤ t 有 (A ∩ {t < τ}) ∩ {τ ≤ s} = ∅, 而当 s > t 显然 (A ∩ {t < τ}) ∩ {τ ≤ s} ∈ Gs. 总

之 A ∩ {t < τ} ∈ Gτ . 所以生成 Gτ− 的每个集合都属于 Gτ . 因此 Gτ− ⊂ Gτ . �

命题 4.4.4 如果 σ 和 τ 为 (Gt)停时且 σ ≤ τ ,那么 Gσ− ⊂ Gτ−. 若在 {σ <∞}∩{τ > 0}
上还成立 σ < τ , 则 Gσ ⊂ Gτ−.

证明 对于任何 A ∈ Gt,由于 A∩{t < σ} ∈ Gt,我们有 A∩{t < σ} = (A∩{t < σ})∩{t <
τ} ∈ Gτ−. 所以 Gσ− ⊂ Gτ−. 现设在 {σ < ∞} ∩ {τ > 0} 上还成立 σ < τ . 对于任何

A ∈ Gσ ⊂ G∞ 有

A = (A ∩ {σ = ∞}) ∪ (A ∩ {τ = 0}) ∪
∪
s∈Q+

(A ∩ {σ < s < τ}).

因为 A ∩ {σ = ∞} ∈ G∞, 由命题 4.4.2 有

A ∩ {σ = ∞} = A ∩ {σ = ∞} ∩ {τ = ∞} ∈ Gτ−.

又由于 A ∩ {σ = 0} ∈ G0 和 {τ = 0} ∈ G0, 有

A ∩ {τ = 0} = (A ∩ {σ = 0}) ∩ {τ = 0} ∈ G0 ⊂ Gτ−.

最后, 由于 A ∩ {σ < s} ∈ Gs, 有

A ∩ {σ < s < τ} = A ∩ {σ < s} ∩ {s < τ} ∈ Gτ−.

综上得 A ∈ Gτ−, 故 Gσ ⊂ Gτ−. �
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命题 4.4.5 设每个 τn 是 (Gt) 停时且 τn ↑ τ . 则 σ(∪nGτn−) = Gτ−.

证明 显然 σ(∪nGτn−) ⊂ Gτ−. 另一方面, 对每个 n 有 G0 ⊂ Gτn−. 再者, 对 t ≥ 0 取

A ∈ Gt, 则有

A ∩ {t < τ} = A ∩
∪
n

{t < τn} =
∪
n

(A ∩ {t < τn}) ∈
∪
n

Gτn−.

所以生成 Gτ− 的每个事件都含于 ∪nGτn−, 故得 Gτ− ⊂ σ(∪nGτn−). �

命题 4.4.6 设 τ 是 (Gt) 可料时且以 τn 为其预报列. 则 σ(∪nGτn) = Gτ−.

证明 由命题 4.4.4 有 Gτn ⊂ Gτ−, 故 σ(∪nGτn) ⊂ Gτ−. 又由于 Gτn− ⊂ Gτn , 命题 4.4.5 的

结论蕴含 σ(∪nGτn) ⊃ Gτ−. �

命题 4.4.7 假定 E 是可分的局部紧度量空间, 而 F 为 G 的子 σ 代数. 设 X 和 Y 为取

值于 E 的两个随机变量. 若对任意 f ∈ C0(E) 都有

P{f(Y )|F} = f(X), (4.4.1)

则 P{X = Y } = 1.

证明 由 (4.4.1) 知 X 关于 F 可测, 因而对任何 f, g ∈ C0(E) 有

P{f(Y )g(X)} = P{P[f(Y )g(X)|F ]} = P{g(X)P[f(Y )|F ]} = P{f(X)g(X)}.

再利用单调类定理可以证明, 对于任何 h ∈ E 2 有 P{h(X,X)} = P{h(Y,X)}. 因此
P{X = Y } = 1. �

命题 4.4.8 令 (Yt : t ≥ 0) 是任意的随机连续的随机过程. 如果对于 t > 0 左右极限 Yt−

和 Yt+ 几乎必然存在, 那么该随机过程在 t 处几乎必然连续.

证明 因为 (Yt)在 t > 0处随机连续,存在数列 sn ↑ t和 tn ↓ t使得几乎必然有 limn Ysn =

Yt = limn Ytn . 但是上面的这两个极限分别为 Yt− 和 Yt+. 因此 P{Yt− = Yt = Yt+} = 1.

�

如果一个随机过程 (Yt : t ≥ 0) 在每个时刻 t ≥ 0 都几乎必然连续, 我们称这个过程

没有固定的不连续时刻. 这可导出随机连续性, 但是从随机连续并不能导出这个性质.

现在考虑可分的局部紧度量空间 E. 设 (Pt)t≥0 是 E 上保守的费勒半群, 而 X =

(Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x) 为 (Pt)t≥0 的右过程实现. 我们用 (F ,Ft) 表示 (Xt) 的自然 σ 代数,

用 (F µ,F µ
t ) 和 (F̄ , F̄t) 表示它的加强化自然 σ 代数.
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定理 4.4.9 设 T 为 (G µ
t ) 可料停时. 则对每个 t ≥ 0, f ∈ bE 和初始分布 µ 有

Pµ{f(XT+t−)1{T<∞}|G µ
T−} = Ptf(XT−)1{T<∞}, (4.4.2)

此处我们规定 X0− = X0.

证明 显然我们可以假定 f ∈ C0(E). 取预报 T 的停时列 {Tn}. 注意每个 Tn <∞. 由强

马氏性我们得到

Pµ{f(XTn+t)|GTn} = Ptf(XTn).

因为 Tn ∈ GTn , 由上式对任何 M ≥ 0 有

Pµ{f(XTn+t)1{Tn≤M}|GTn} = Ptf(XTn)1{Tn≤M}. (4.4.3)

因为在集合 {T = 0} 上 Tn = 0, 在 {T > 0} 上 Tn � T , 我们有

lim
n→∞

f(XTn+t) =

{
f(Xt), 如果 T = 0,

f(XT+t−), 如果 0 < T <∞.

由命题 4.4.8几乎必然 Xt = Xt−. 因此上式右端统一为 f(XT+t−),故 limn→∞ f(XTn+t) =

f(XT+t−). 类似地有 limn→∞ Ptf(XTn) = Ptf(XT−). 由命题 4.4.6 知 GTn 递增趋向于

GT−. 在 (4.4.3) 中令 n→ ∞ 并对左端应用推论 2.2.5 我们有

Pµ{f(XT+t−)1{T≤M}|GT−} = Ptf(XT−)1{T≤M}.

令 M → ∞ 知 (4.4.2) 成立. �

定理 4.4.10 设 T 为 (G µ
t ) 可料停时. 则对每个 t ≥ 0, f ∈ bE 和初始分布 µ 有

Pµ{f(XT+t)1{T<∞}|G µ
T−} = Ptf(XT−)1{T<∞}, (4.4.4)

此处我们规定 X0− = X0.

证明 只需考虑 f ∈ C0(E). 取序列 tn � t, 对每个 tn 应用 (4.4.2), 然后取极限即得到

(4.4.4). �

推论 4.4.11 设 T 为 (G µ
t ) 可料停时. 则在 {T <∞} 上相对每个概率测度 Pµ 几乎必然

地有 XT = XT−.
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证明 在 (4.4.4) 中令 t = 0 知对任何 f ∈ bE 有

Pµ{f(XT )1{T<∞}|GT−} = f(XT−)1{T<∞}.

现令 Ẽ = E ∪ {∂} 为 E 的单点紧化, 而 Ẽ 为其博雷尔 σ 代数. 定义 X∞ = X∞− = ∂

(即使极限 limt→∞Xt ∈ E 存在). 由上式不难推出, 对任何 f ∈ bẼ 有

Pµ{f(XT )|GT−} = f(XT−).

根据命题 4.4.7 知几乎必然地有 XT = XT−, 此即定理的结论. �

推论 4.4.12 设 T 为 (G µ
t ) 可料停时. 则对于任意的 Y ∈ bḠ 和初始分布 µ 有

Pµ[1{T<∞}Y ◦ θT |G µ
T−] = PXT−(Y )1{T<∞}. (4.4.5)

定理 4.4.9 和定理 4.4.10 都可认为是强马氏性的“左侧化”版本. 下面的定理不要求

T 可料, 因而加强了推论 4.4.11 的结果.

定理 4.4.13 令 {Tn} 是 (G µ
t ) 停时列, 且递增到 (G µ

t ) 停时 T . 那么在 {T < ∞} 上相对
每个概率测度 Pµ 几乎必然有 limn→∞XTn = XT .

证明 我们把问题转化为推论 4.4.11 的情况. 令 A = ∩n≥1{Tn < T}. 我们有 {Tn < T} ∈
G µ
T 和 A ∈ G µ

T . 再定义

T ′
n =

{ Tn 在 {Tn < T} 上,
∞ 在 {Tn = T} 上;

T ′ =
{ T 在 A 上,

∞ 在 Ac 上.

不难知道 T ′
n和 T ′都是可选的. 在 A上 T ′

n = Tn递增到 T = T ′,而在 Ac = ∪n≥1{Tn = T}
上 T ′

n 显然递增到 T ′. 接下来, 注意对任何 n, 在 A ⊂ {Tn < T} 上有 T ′
n = Tn < T = T ′.

由此知在 Ω 上停时 T ′
n ∧ n 递增到 T ′ 并且 T ′

n ∧ n < T ′. 因而 T ′ 是可料的. 应用推论

4.4.11的结果,我们知道在 {T ′ <∞} = A∩{T ′ <∞} = A∩{T <∞}上有 XT ′ = XT ′−,

进而

lim
n→∞

XTn = lim
n→∞

XT ′
n
= XT ′− = XT ′ = XT .

在 Ac ∩ {T <∞} 上显然有 limn→∞XTn = XT . 从而定理得证. �

上面定理中所描述的性质称为过程 X = (Ω,G ,Gt, Xt, θt,P
x) 的拟左连续性. 具有拟

左连续性的右过程通常称为亨特 (Hunt) 过程.

我们曾经证明,对于满足通常条件的概率空间上定义的循序可测过程,任意集合 A ∈
E 的击中时和进入时都是可选的. 但是, 我们的证明依赖于另外一个未证明的定理. 接下

来, 我们给出有关此问题的简短讨论, 它还表明了为什么对自然流的加强化是必要的. 拟

左连续性在这里也发挥着重要作用. 回忆集合 A ∈ E 的击中时 TA 和进入时 DA 的定义:

TA = inf{t > 0 : Xt ∈ A}, DA = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ A}.
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定理 4.4.14 对于任何开集 A ⊂ E, 进入时间 DA 和击中时间 TA 相对于右连续化的自

然流 (Ft+) 是可选的. 对开集或闭集 A ⊂ E, 进入时间 DA 和击中时间 TA 相对于加强

的自然流 (F µ
t ) 和 (F̄t) 是可选的.

证明 由命题 1.3.11 的证明中的讨论, 我们只需证明对 DA 的结论. 如果 A ⊂ E 是开的,

那么对每个 t > 0 有等式

{DA < t} =
∪
r∈Qt

{Xr ∈ A}, (4.4.6)

其中 Qt = Q∩ [0, t). 事实上, 假定 DA < t, 那么对某个 s ∈ [DA, t) 有 Xs ∈ A. 由右连续

性知对某个有理数 r ∈ (DA, t) 有 Xr ∈ A. 所以 (4.4.6) 的左端是右端的子集. 相反的包

含关系显然,故 (4.4.6)得证. 因为 (4.4.6)的右端显然属于 Ft,我们得出 {DA < t} ∈ Ft,

从而 {DA ≤ t} ∈ Ft+. 这说明 DA 相对于右连续化的自然流 (Ft+) 是可选的. 由于加强

的自然流 (F µ
t ) 和 (F̄t) 右连续, 故 DA 关于这两个流也可选.

接下来我们考虑 A ⊂ E 是闭集的情况. 此时存在开集序列 An 满足对每个 n ≥ 0 有

An ⊃ Ān+1 且 A = ∩nAn = ∩nĀn. 例如, 可取 An = {x ∈ E : d(x,A) < 1/n}. 显然 DAn

递增且不大于 DA, 故存在极限

S :=↑ lim
n→∞

DAn ≤ DA.

另外, 对任意 B ∈ E , 在 {DB <∞} 上有 XDB
∈ B̄. 事实上, 如果 DB <∞, 那么对每个

δ > 0, 存在 t ∈ [DB, DB + δ) 满足 Xt ∈ B. 因而再由右连续性有 XDB
∈ B̄ 成立. 这样,

对所有的 n 我们有 XDAn
∈ Ān, 从而由拟左连续性在 {S <∞} 上 Pµ 几乎必然地有

XS = lim
n→∞

XDAn
∈

∞∩
n=1

Ān = A,

这意味着 S ≥ DA. 于是在 {S < ∞} 上 Pµ 几乎必然有 DA = S. 但是在 {S = ∞} 上
显然 DA = S. 这就证明了 Pµ 几乎必然地 DA =↑limn→∞DAn . 因为每个 DAn 相对于

(F µ
t ) 和 (F̄t) 可选, 所以 DA 也相对于这两个流可选. �
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莱维过程是一类非常重要的马氏过程,此类过程具有空间的平移不变性,这为研究带

来很多便利. 本章里我们介绍莱维过程和卷积半群的概念, 并讨论两种最简单的莱维过

程, 即普瓦松过程和布朗运动. 在此基础上, 我们给出莱维过程的莱维-伊藤表示定理. 有

关莱维过程的系统讨论, 可参见 [1, 17].

§5.1 独立增量性

定义于带流概率空间 (Ω,G , (Gt),P : t ≥ 0)上,取值于 Rd 的适应过程 X = (Xt : t ≥
0) 称为相对于流 (Gt) 的独立增量过程, 如果对任何 t > s ≥ 0, 增量 Xt −Xs 与 Gs 独立.

若 X = (Xt : t ≥ 0) 是相对于流 (Gt) 的独立增量过程, 而且对任何 t > s ≥ 0 及 r ≥ 0,

增量 Xr+t −Xr+s 与 Xt −Xs 还是同分布的, 则称 X = (Xt : t ≥ 0) 为相对于流 (Gt) 的

平稳独立增量过程或莱维过程.

定义 5.1.1 设 (µt)t≥0 是欧氏空间 Rd 上的概率测度族. 称 (µt)t≥0 为卷积半群, 如果

µs ∗ µt = µs+t (s, t ≥ 0) 且当 t→ 0+ 时 µt
w−→ δ0. 这里 “∗” 表示卷积, 而 “

w−→” 表示概

率测度的弱收敛.

假若 X = (Xt : t ≥ 0)是 Rd 上相对于流 (Gt)t≥0 的平稳独立增量过程,记 Xt−X0 的

分布为 µt, 则显然 (µt)t≥0 构成一个卷积半群, 称为 X 的卷积半群. 显然, 若 (Xt : t ≥ 0)

为相对于流 (Gt)的莱维过程,则 (Xt−X0 : t ≥ 0)为相对于该流的零初值莱维过程,并且

二者具有相同的卷积半群. 所以, 在很多情况下, 我们可以只研究零初值的莱维过程, 而

将一般初值的结果作为推论.

卷积半群是研究莱维过程的重要和基本的工具. 给定 Rd 上的卷积半群 (µt)t≥0,对于

任何 t ≥ 0 我们可以定义 Rd 上的核 Pt(x, dy) 如下:

Pt(x,B) = µt(B − x), x ∈ Rd, B ∈ B(Rd), (5.1.1)

其中 B − x := {y − x : y ∈ B} = {z : z + x ∈ B}. 利用示性函数-简单函数-有界可测函

数的程序, 不难验证

Ptf(x) =

∫
Rd

f(y)Pt(x, dy) =

∫
Rd

f(x+ z)µt(dz), f ∈ bB(Rd). (5.1.2)

定理 5.1.1 由 (5.1.1) 定义的核 (Pt)t≥0 构成 Rd 上一个费勒转移半群.

81
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证明 假设 f ∈ C0(Rd). 由 (5.1.2) 显然有 Ptf ∈ C0(Rd). 因为当 t → 0+ 时 µt
w−→ δ0,

所以对任何 x ∈ Rd 有 Ptf(x) → f(x). 另外, 对于 s, t ≥ 0 有∫
Rd

Ps(x, dy)

∫
Rd

f(z)Pt(y, dz) =

∫
Rd

Ps(x, dy)

∫
Rd

f(y + z)µt(dz)

=

∫
Rd

µs(dy)

∫
Rd

f(x+ y + z)µt(dz)

=

∫
Rd

f(x+ z)µs+t(dz)

=

∫
Rd

f(z)Ps+t(x, dz).

所以 (Pt)t≥0 是一个转移半群. �

引理 5.1.2 设 F 是 (Ω,G ,P) 上的 σ 代数, 而 (X, Y ) 是取值于抽象乘积可测空间

(E2,E 2) 的随机变量, 且 X 关于 F 可测. 则对任何 f ∈ bE 2 有

P[f(X, Y )|F ] = P[f(x, Y )|F ]|x=X .

证明 若有 g, h ∈ bE 使得 f(x, y) ≡ g(x)h(y), 则结论显然. 对于一般的函数 f , 结论可

由单调类定理推出. �

定理 5.1.3 设 (Pt)t≥0为由 (5.1.1)定义的转移半群,而 X = (Xt : t ≥ 0)相对于流 (Gt)t≥0

是以 (µt)t≥0 为卷积半群的莱维过程. 那么 X 相对于流 (Gt)t≥0 是以 (Pt)t≥0 为转移半群

的马氏过程.

证明 任取 f ∈ bB(Rd). 对于 t ≥ s ≥ 0, 注意到 Xt −Xs 与 Gs 的独立性, 对 f(x, y) =

f(x+ y) 应用引理 5.1.2 和 (5.1.2) 有

P[f(Xt)|Gs] = P
[
f(Xs +Xt −Xs)|Gs

]
= P

[
f(x+Xt −Xs)|Gs

]
|x=Xs

=

∫
Rd

f(x+ y)µ(dy)
∣∣
x=Xs

= Pt−sf(Xs)|x=Xs = Pt−sf(Xs).

所以 X 相对于流 (Gt)t≥0 是以 (Pt)t≥0 为转移半群的马氏过程. �

定理 5.1.4 设 (Pt)t≥0为由 (5.1.1)定义的转移半群,而 X = (Xt : t ≥ 0)相对于流 (Gt)t≥0

是以 (Pt)t≥0 为转移半群的马氏过程. 则 X 相对于流 (Gt)t≥0 是以 (µt)t≥0 为卷积半群的

莱维过程.
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证明 对于 f ∈ bB(Rd) 和 t ≥ 0, 由 (5.1.2) 有

Px[f(Xt −X0)] = Px[f(Xt − x)] =

∫
Rd

f(y − x)Pt(x, dy) =

∫
Rd

f(y)µt(dy).

再由马氏性, 对 t ≥ s ≥ 0 有

Px[f(Xt −Xs)|Gs] = Px[f(Xt−s −X0) ◦ θs|Gs]

= PXs [f(Xt−s −X0)] =

∫
Rd

f(y)µt−s(dy).

这说明 Xt −Xs 独立于 Gs 并有分布 µt−s, 因而 X 相对于流 (Gt)t≥0 是以 (µt)t≥0 为卷积

半群的莱维过程. �

例 5.1.1 设 X = (Xt : t ≥ 0) 是相对于流 (Gt) 的独立增量过程且可积. 对于 t ≥ s ≥ 0

有

P(Xt|Gs) = P(Xs + (Xt −Xs)|Gs) = Xs +P(Xt −Xs) = Xs +P(Xt)−P(Xs).

因此当 t 7→ P(Xt) 单调上升时, X 是下鞅; 当 t 7→ P(Xt) 单调下降时, X 是上鞅; 当

t 7→ P(Xt) 是常数时, X 是鞅. �

称欧氏空间 Rd 上的概率测度 µ 是无穷可分的, 如果对任何整数 n ≥ 1 都有概率测

度 µn 使得 µ = µn ∗ · · · ∗ µn (n 重卷积). 无穷可分概率测度有一种典型表示. 考虑向量

b ∈ Rd, 非负定对称矩阵 A ∈ Rd×d 和 Rd 上的 σ 有限测度 G. 假定后者满足 G({0}) = 0

且 ∫
Rd

(1 ∧ |y|2)G(dy) <∞,

其中 “| · |” 表示欧氏范数. 在这些条件之下, 可定义 Rd 上的复值连续函数

ψ(λ) = i⟨b, λ⟩ − 1

2
⟨λ,Aλ⟩+

∫
Rd

(ei⟨λ,y⟩ − 1− i⟨λ, y⟩1{|y|≤1})G(dy). (5.1.3)

下面的定理是概率论中熟知的, 如可参见 [17, pp.37–38].

定理 5.1.5 (莱维-辛钦公式) 欧氏空间 Rd 上的概率测度 µ 是无穷可分的当且仅当其特

征函数有表达式 ∫
R
ei⟨λ,x⟩µ(dx) = eψ(λ), λ ∈ Rd,

其中 ψ(λ) 是形如 (5.1.3) 的连续函数, 且由 µ 惟一决定.
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利用上面的莱维-辛钦公式, 我们可以给出卷积半群的一种典型表示.

定理 5.1.6 欧氏空间 Rd 上的概率测度族 (µt)t≥0 构成一个卷积半群当且仅当其特征函

数有表达式 ∫
R
ei⟨λ,x⟩µt(dx) = etψ(λ), t ≥ 0, λ ∈ Rd, (5.1.4)

其中 ψ(λ) 是形如 (5.1.3) 的函数.

证明 由卷积半群的定义不难看出, 对任意的 t ≥ 0 概率测度 µt 是无穷可分的, 故有惟一

的形如 (5.1.3) 的连续函数 ψt(λ) 使得∫
R
eiλxµt(dx) = eψt(λ), t ≥ 0, λ ∈ Rd.

再由卷积半群的定义, 当 t→ s+ 时,∫
R
eiλxµt(dx) =

∫
R
eiλxµs(dx)

∫
R
eiλxµt−s(dx) →

∫
R
eiλxµs(dx).

所以 t 7→ ψt(λ) 右连续. 由关系 µt = µt/n ∗ · · · ∗ µt/n (n 重卷积) 得 ψt(λ) = nψt/n(λ). 故

对任何正有理数 m/n 有

ψm/n(λ) =
1

n
ψm(λ) =

m

n
ψ1(λ), λ ∈ Rd.

令 ψ(λ) = ψ1(λ). 由上式和 t 7→ ψt(λ) 的右连续性知 ψt(λ) = tψ(λ) 对所有 t ≥ 0 成立.

因此我们有表达式 (5.1.4). �

§5.2 普瓦松过程

本节中我们讨论普瓦松过程的基本结构, 它们是最简单的一类莱维过程. 首先明确

这类过程的定义. 固定常数 α > 0. 对于 t ≥ 0 令 µt 是以 αt 为参数的普瓦松分布, 即

µt({k}) =
(αt)k

k!
e−αt, k = 0, 1, 2, · · · .

则 µt 有特征函数

∞∑
k=0

eikλµt({k}) = etα(e
iλ−1), t ≥ 0, λ ∈ R.
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不难验证, 如上定义的 (µt)t≥0 是 R 上的卷积半群. 其对应的转移半群 (Pt)t≥0 有如下表

示:

Ptf(x) =

∫
R
f(x+ z)µt(dz) = e−αt

∞∑
k=0

αktk

k!
f(x+ k), (5.2.1)

其中 t ≥ 0, x ∈ R 而 f ∈ bB(R).

假定 (Ω,G ,Gt,P) 为带流的概率空间. 关于流 (Gt : t ≥ 0) 适应的过程 (Nt : t ≥ 0)

称为参数为 α > 0 的 普瓦松过程, 如果对任何 t > s ≥ 0 及 k ≥ 0, 都有

P(Nt −Ns = k|Gs) =
αk(t− s)k

k!
e−α(t−s). (5.2.2)

所以参数为 α > 0 的普瓦松过程就是以 (µt)t≥0 为卷积半群的莱维过程, 其转移半群

(Pt)t≥0 由 (5.2.1) 给出. 此后我们假定 N0 为正整数, 因而 (Nt : t ≥ 0) 不降且只取正整数

值.

定理 5.2.1 对任何 f ∈ bB(R), 函数 t 7→ Ptf 在上确界范数下连续可微且

∂

∂t
Ptf(x)

∣∣∣
t=0

= α[f(x+ 1)− f(x)], x ∈ R. (5.2.3)

证明 利用 (5.2.1) 和泰勒展式得

Ptf(x) = e−αtf(x) + αte−αtf(x+ 1) + e−αt
∞∑
k=2

αktk

k!
f(x+ k)

= f(x)− αtf(x) +
∞∑
k=2

(−αt)k

k!
f(x) + αtf(x+ 1)

+αt

∞∑
k=1

(−αt)k

k!
f(x+ 1) + e−αt

∞∑
k=2

αktk

k!
f(x+ k).

故有常数 C > 0 使得∣∣∣1
t
[Ptf(x)− f(x)]− α[f(x+ 1)− f(x)]

∣∣∣
≤ α

∞∑
k=2

(αt)k−1

k!
|f(x)|+ α

∞∑
k=1

(αt)k

k!
|f(x+ 1)|

+α
∞∑
k=2

(αt)k−1

k!
|f(x+ k)|

≤ C∥f∥t.

于是 (5.2.3) 成立. 与定理 4.3.1 证明中类似地不难发现 t 7→ Ptf 在上确界范数下连续可

微. �
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推论 5.2.2 参数为 α > 0 的普瓦松过程的生成元 A 的定义域 D(A) 重合于 C0(R) 且

Af(x) = α[f(x+ 1)− f(x)], x ∈ R, f ∈ C0(R).

定理 5.2.3 给定参数为 α > 0 的普瓦松过程 (Nt : t ≥ 0), 对 n ≥ 0 定义停时 Sn =

inf{t ≥ 0 : Nt −N0 ≥ n}. 再对 n ≥ 1 令 Tn = Sn − Sn−1. 则 {Tn : n ≥ 1} 是独立同分布
的随机变量, 且都服从参数 α 的指数分布.

证明 取非负实数列 {λn}, 只需证明对 n ≥ 1 有

P
( n∏
i=1

e−λTi
)
=

n∏
i=1

1

α+ λi
. (5.2.4)

根据 (5.2.2), 对于 t ≥ 0 我们有

P(T1 ≥ t) = P(Nt −N0 = 0) = e−αt,

故 T1 服从参数为 α 的指数分布. 所以 (5.2.4) 对于 n = 1 成立. 假设该式对某个 n ≥ 1

成立. 采用马氏系的记号并利用强马氏性, 我们有

P
( n+1∏
i=1

e−λiTi
)

= P
[ n∏
i=1

e−λiTiP(e−λn+1Tn+1 |GSn)
]

= P
[ n∏
i=1

e−λiTiP(e−λn+1T1◦θSn |GSn)
]

= P
[ n∏
i=1

e−λiTiPNSn (e−λn+1T1)
]

= P
( n∏
i=1

e−λiTi
) 1

α+ λn+1

=
n+1∏
i=1

1

α+ λi
.

因而 (5.2.4) 对于所有 n ≥ 1 成立. �

根据上面定理, 我们可以给出普瓦松过程的一种简单构造. 给定概率空间 (Ω,F ,P)

上的一个服从参数为 α > 0 的指数分布的独立随机变量列 {Tn : n ≥ 1}, 令 S0 = 0 和

Sn =
∑n

i=1 Ti (n ≥ 1). 现定义随机过程

Nt = sup{n ≥ 0 : Sn ≤ t} =
∞∑
n=0

1{Sn≤t}, t ≥ 0.

定理 5.2.4 以上构造的随机过程 (Nt : t ≥ 0) 是参数为 α 的关于自然流的普瓦松过程.
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证明 令 W 是所有左极右连函数 w : [0,∞) → Z+ 构成的集合, 并定义其自然 σ 代

数 F = σ(ws : s ≥ 0). 显然 (Nt : t ≥ 0) 在空间 (W,F ) 上的分布完全由随机变量

列 {Tn : n ≥ 1} 决定. 由于 {Tn : n ≥ 1} 与定理 5.2.3 中的随机变量列同分布, 过程

(Nt : t ≥ 0) 也与定理 5.2.3 的同分布. 因此立得予证结论. �

普瓦松过程在应用中经常出现. 随机变量 Nt 常被视为某个服务系统在 t ≥ 0 时刻

前接到的服务请求的次数. 这样 Sn (n ≥ 1) 可理解为第 n 次服务请求的时刻. 此外, 根

据定理 5.2.4 知道, 例 1.1.4 中定义的过程 (Xt : t ≥ 0) 和 (Yt : t ≥ 0) 都是参数为 α 的普

瓦松过程.

§5.3 布朗运动

布朗运动是植物学家布朗发现的一种自然现象. 布朗发现漂浮在液体表面的花粉颗

粒会无序地运动. 1905 年, 爱因斯坦指出, 花粉的运动是因为液体分子在各个方向撞击它

们的缘故. 爱因斯坦还计算出了布朗运动增量的分布. 后来, 维纳证明这种随机过程可以

在连续轨道上实现, 因此布朗运动也称为维纳过程, 它属于几类重要的随机过程的交集.

例如, 布朗运动是鞅, 是莱维过程, 并且有连续修正, 等等.

首先令 µ0 = δ0. 对于 t > 0 令 µt 为欧氏空间 Rd 上的正态分布 N(0, t), 即 µt(dx)

有密度

p(t, x) :=
1

(2πt)d/2
exp

{
− |x|2

2t

}
, t > 0, x ∈ Rd, (5.3.1)

其中 “| · |” 表示欧氏范数.

命题 5.3.1 如上定义的 (µt)t≥0 是 Rd 上的卷积半群.

证明 可利用正态分布的可加性,对任意的 s, t > 0,若 ξs 和 ξt 分别服从正态分布 N(0, s)

和 N(0, t) 且相互独立, 则 ξs + ξt 分别服从正态分布 N(0, s + t). 有此知 µs ∗ µt = µs+t

成立. 另外, 对于 Rd 上的任意的有界连续函数 f , 利用积分变换和控制收敛定理, 有∫
R
f(x)µt(dx) =

1√
2πt

∫
R
f(x)e−x

2/2tdx =
1√
2π

∫
R
f(
√
tz)e−z

2/2dz → f(0).

所以 (µt)t≥0 是卷积半群. �

既然上面定义的 (µt)t≥0 是卷积半群, 根据定理 5.1.1, 我们可以从它出发定义 Rd 上

的一个费勒转移半群 (Pt)t≥0 如下:

Ptf(x) =

∫
Rd

f(z + x)p(t, z)dz =

∫
Rd

f(y)p(t, y − x)dy, (5.3.2)

其中 t ≥ 0, x ∈ Rd 而 f ∈ bB(Rd).
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定理 5.3.2 对任何 t > 0 及 f ∈ bB(Rd), 函数 Ptf 在 Rd 上连续.

证明 利用 (5.3.2) 和控制收敛定理易得. �

上面定理中所述的性质称为 (Pt)t≥0 的强费勒性. 以 (Pt)t≥0 为转移半群的马氏过程

称为 d 维布朗运动. 布朗运动与位势理论有密切的联系. 通常称转移半群 (Pt)t≥0 为热半

群, 称概率核 Pt(x, dy) 为热核. 不难验证, 对任何 f ∈ bB(Rd), 函数 u(t, x) := Ptf(x) 满

足热传导方程

∂u

∂t
(t, x) =

1

2
△u(t, x), t > 0, x ∈ Rd, (5.3.3)

其中 △ 是拉普拉斯 (Laplace) 算子:

△ =
∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2d
, x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd.

令 C2
0(Rd) 为 C0(Rd) 中具有连续的一阶和二阶偏导数且这些偏导数均属于 C0(Rd) 的函

数的全体. 不难验证 (5.3.3) 在上确界范数下对所有 t ≥ 0 成立 (作业). 所以布朗运动的

强生成元 A 的定义域 D(A) 包含 C2
0(Rd) 且对任何 f ∈ C2

0(Rd) 有

Af(x) =
1

2
△f(x), x ∈ Rd. (5.3.4)

相对于流 (Gt : t ≥ 0) 的布朗运动 (Bt : t ≥ 0) 是莱维过程. 对任何 t > s ≥ 0, 增量

Bt − Bs 服从正态分布 N(0, t − s). 所以 P(Bt − Bs|Gs) = P(Bt − Bs) = 0. 因此布朗运

动是鞅. 类似地可以验证 B2
t − t 也是鞅.

为了证明布朗运动具有连续轨道的实现, 我们需要一个引理. 设 a > 0 为常数. 我们

说定义在 R+ 上的函数 f 是 a 阶 Hölder 连续的, 如果对于任何 T ≥ 0 都有常数 CT ≥ 0

使得

|f(s)− f(t)| ≤ CT |s− t|a, s, t ∈ [0, T ].

形如 i/2n 的二分点称为 n 阶二分点. 设 N 是任何给定的自然数, D 是 R+ 上二分点全

体, 即

D =
{
i/2n : i, n = 0, 1, 2, · · ·

}
,

令 DN = D ∩ [0, N ].

引理 5.3.3 设 f 是 D上的函数,而 a > 0为常数. 若对任何自然数 N ,都存在常数 C > 0

及自然数 k, 当 m ≥ k 时有∣∣∣f( i

2m

)
− f

( i− 1

2m

)∣∣∣ ≤ C

2ma
, i = 1, 2, · · · , 2mN,

则 f 可以唯一地延拓成 R+ 上的 a 阶 Hölder 连续函数.
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证明 第1步) 证明 f 在 D 上的 a 阶 Hölder 连续性. 为此固定自然数 N 及对应的常

数 C > 0 与自然数 k. 设 s, t ∈ DN 满足 |s − t| ≤ 1/2k. 取自然数 m ≥ k 使得

1/2m+1 < |s − t| ≤ 1/2m. 则 s 落在某个小区间 [p/2m, (p + 1)/2m) 中. 下面我们来计算

f(s) 与 f 在该小区间左端点的值 f(p/2m) 之间的差. 因 s ∈ DN , 其二进表示为

s =
p

2m
+

b1
2m+1

+ · · ·+ bl
2m+l

,

其中 bj 取值为 0 或 1, 令

s0 =
p

2m
, sj = s0 +

j∑
i=1

bi
2m+i

, j = 1, 2, · · · , l.

显然 p/2m = s0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sl = s, 且 sj−1 与 sj 或相同或是 m+ j 阶二分点的相邻点.

由定理条件

|f(sj)− f(sj−1)| ≤
C

2(m+j)a
, j = 1, 2, · · · , l.

因此 ∣∣∣f(s)− f
( p

2m

)∣∣∣ ≤ l∑
j=1

|f(sj)− f(sj−1)| ≤
∞∑
j=1

C

2(m+j)a
=

C

2ma(2a − 1)
. (5.3.5)

另一方面, t 与 s 的距离不超过 1
2m

, 故 t 必落在三个小区间[p− 1

2m
,
p

2m

)
,
[ p
2m
,
p+ 1

2m

)
,
[p+ 1

2m
,
p+ 2

2m

)
中之一, 而 f(t) 与 f 在该小区间左端点的值之差不大于 (5.3.5) 右端的值. 再由已知, f

在上面任一小区间左右端点的值之差不大于 C/2ma. 注意 1/2m+1 < |s− t| ≤ 1/2m, 因此

|f(s)− f(t)| ≤ C

2ma
+

2C

2ma(2a − 1)
=

C(2a + 1)

2ma(2a − 1)
≤ C1|s− t|a, (5.3.6)

其中 C1 = 2aC(2a + 1)(2a − 1)−1. 即 f 在 DN 上是 a 阶 Hölder 连续的.

第2步)对任何 x ∈ [0, N ],有点列 {sn} ⊂ DN ,使得 sn → x. 显然 {f(sn)}是 Cauchy

列, 记其极限为 FN(x), 此极限值与收敛点列 {sn} 的选取无关. 因此 FN 是 [0, N ] 上的

函数, 是 f 限制在 DN 上的连续延拓, 显然这个延拓是唯一的. 对任何 x, y ∈ [0, N ] 且

|x − y| ≤ 1/2k, 取点列 {sn}, {tn} ⊂ DN 满足 |sn − tn| ≤ 1/2k 且 sn → x, tn → y. 由

(5.3.6) 有 |f(sn)− f(tn)| ≤ C1|sn − tn|a, 取极限得

|FN(x)− FN(y)| ≤ C1|x− y|a,

即 FN 在 [0, N ] 上是 a 阶 Hölder 连续的. 另外, 显然函数列 {FN : N ≥ 1} 是相容的, 即

FN+1 限制在 [0, N ]上与 FN 一致.现在对任何 x ∈ R+,取 N ≥ x,并定义 F (x) = FN(x).

由相容性, 该定义无歧义, 而且 F 是 f 在 R+ 上的唯一延拓. 显然 F 在 R+ 上是 a 阶

Hölder 连续的. �
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定理 5.3.4 (维纳) 对任意的维数 d ≥ 1, 存在从 x ∈ Rd 出发且具有连续轨道的 d 维标准

布朗运动存在.

证明 首先假设 d = 1, 并取 x ∈ R. 根据定理 1.2.6 和定理 3.2.5, 可以在某个概率空间

(Ω,G ,P) 上构造以热半群为转移半群的马氏过程 (Xt : t ≥ 0) 且 X0 = x. 由正态分布的

性质, 对任何 t > s ≥ 0 及整数 k ≥ 1,

P
[
|Xt −Xs|2k

]
=

1√
2π(t− s)

∫
R
x2k exp

{
− x2

2(t− s)

}
ds = C(k)|t− s|k,

其中 C(k) = (2k − 1)!!. 特别地, 在下面的证明中我们只用到 P
[
|Xt −Xs|4

]
= 3|t − s|2.

取 a > 0, 由 Chebyshev 不等式,

P
{∣∣∣X i−1

2m
−X i

2m

∣∣∣ ≥ 1

2ma

}
≤ 24maP

[∣∣∣X i−1
2m

−X i
2m

∣∣∣4] = 3

22m(1−2a)
.

然后, 固定自然数 N , 并令

Am =
2mN∪
i=1

{∣∣∣X i−1
2m

−X i
2m

∣∣∣ ≥ 1

2ma

}
.

那么

P(Am) ≤
2mN∑
i=1

3

22m(1−2a)
=

3N

2m(1−4a)
.

这样, 当 4a < 1 时有
∑∞

m=0 P(Am) <∞. 由 Borel-Cantelli 引理, 若记

ΩN
0 = lim inf

m→∞
Acm =

∞∪
n=1

∞∩
m=n

Acm,

则 ΩN
0 ∈ G 且 P(ΩN

0 ) = 1. 再令

Ω0 =
∞∩
N=1

ΩN
0 =

∞∩
N=1

∞∪
n=1

∞∩
m=n

Acm ∈ G ,

则 P(Ω0) = 1. 对任何 ω ∈ Ω0,轨道 t 7→ Xt(ω)满足: 对任何自然数 N ,存在 n = n(ω,N),

使得当 m ≥ n 时,∣∣∣X i−1
2m

(ω)−X i
2m

(ω)
∣∣∣ < 1

2ma
, i = 1, 2, · · · , 2mN.

由引理 5.3.3, 对任何 ω ∈ Ω0, 我们可将{Xt(ω) : t ∈ D} 唯一地延拓成连续函数 {Bt(ω) :

t ≥ 0}. 对 ω /∈ Ω0, 定义 Bt(ω) = x. 显然对固定的 t ≥ 0, 可取点列 {tn} ⊂ D 满足
tn → t, 从而 Bt = x1Ωc

0
+ limn→∞Xtn1Ω0 . 因此 Bt 是随机变量, 故 B = (Bt : t ≥ 0) 是一
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个实值随机过程. 另外 Bt 是 {Xtn}的几乎必然收敛的极限,而 P
[
|Xtn −Xt|2

]
= |tn− t|,

故 Xt 是 {Xtn} 的 L2 极限. 所以几乎必然 Bt = Xt, 即 (Bt : t ≥ 0) 是 (Xt : t ≥ 0) 的修

正, 故 (Bt : t ≥ 0) 也是以热半群为转移半群的马氏过程.

当 d ≥ 2 时, 令 x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd. 由第 1 步的结论, 可以在某个概率空

间 (Ω,G ,P) 上构造以热半群为转移半群的 d 个独立的 1 维的马氏过程 (Bi
t : t ≥ 0),

i = 1, · · · , d, 且 Bi
0 = xi. 不难验证, d 维过程 {(B1

t , · · · , Bd
t ) : t ≥ 0} 是以热半群为转移

半群的马氏过程, 即它是从 x ∈ Rd 出发且具有连续轨道的 d 维标准布朗运动. �

由引理 5.3.3 及定理 5.3.4 的证明, 对于任何常数 0 < a < 1/4, 布朗运动是 a 阶局部

Hölder 连续的. 这里的限制 0 < a < 1/4 来自于等式 P
[
|Xt −Xs|4

]
= 3|t− s|2. 若我们

在证明中改用等式 P
[
|Xt − Xs|2k

]
= C(k)|t − s|k, 则只需 0 < a < (k − 1)/2k. 由整数

k ≥ 1的任意性, 对任何常数 0 < a < 1/2, 布朗运动的轨道都是 a阶局部 Hölder连续的.

在很多文献中,标准布朗运动是指从原点出发,具有连续轨道的布朗运动.所以,标准

布朗运动是一个中心化的高斯过程,而且当 d = 1时,对任意的 s, t ≥ 0有P(BtBs) = t∧s.
反之, 因为中心化高斯过程的有限维分布由其协方差矩阵唯一决定, 故我们有下列刻画.

定理 5.3.5 从零出发且具有连续轨道的实值过程 B = (Bt : t ≥ 0) 是标准布朗运动, 当

且仅当它是中心化的高斯过程且对任意的 s, t ≥ 0 有 P(BtBs) = t ∧ s.

利用上面定理, 容易验证下列关于布朗运动的性质, 详细的证明留给读者.

推论 5.3.6 设 (Bt : t ≥ 0) 是标准布朗运动, 而 (Ft : t ≥ 0) 为其自然流. 则有如下性质:

(1) 马氏性: 对任何 s ≥ 0, 过程 (Bt+s −Bs : t ≥ 0) 是独立于 Fs 的标准布朗运动;

(2) 自相似性: 对任何 c > 0, 过程 (c−1Bc2t : t ≥ 0) 是一个标准布朗运动;

(3) 0 与 ∞ 的对称性: 设 B 是标准的, 定义

B̃t =

{
tB1/t, t > 0,

0, t = 0.

则 (B̃t : t ≥ 0) 也是标准布朗运动.

虽然布朗运动的轨道是连续的, 但下面的定理说明它们是处处不可导的.

定理 5.3.7 设 B = (Bt : t ≥ 0) 是定义在概率空间 (Ω,G ,P) 上的 d 维标准布朗运动. 则

存在 Ω0 ∈ G 满足 P(Ω0) = 1, 且对任何 ω ∈ Ω0, 函数 t 7→ Bt(ω) 在 R+ 的任何长度非零

的区间上都不是有界变差的.
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证明 为简单起见, 我们假定 d = 1. 对于任何 t > s ≥ 0, 有

P[(Bt −Bs)
2 − (t− s)]2 = P[(Bt −Bs)

4 − 2(t− s)(Bt −Bs)
2 + (t− s)2]

= 3(t− s)2 − 2(t− s)2 + (t− s)2] = 2(t− s)2.

另外, 设 t2 > s2 ≥ t1 > s1 ≥ 0, 则由独立增量性,

P{[(Bt1 −Bs1)
2 − (t1 − s1)][(Bt2 −Bs2)

2 − (t2 − s2)]} = 0.

现在, 固定 t > s ≥ 0, 取 [s, t] 的一个划分

∆n := {s = tn,0 < tn,1 < tn,2 < · · · < tn,kn = t}

使得当 n→ ∞ 时, 有

|∆n| := max
1≤j≤kn

|tn,j − tn,j−1| → 0.

记 ∆Btn,j
= Btn,j

−Btn,j−1
和 ∆tn,j = tn,j − tn,j−1. 计算得

P
{[ kn∑

j=1

(∆Btn,j
)2 − (t− s)

]2}
= P

{[ kn∑
j=1

(
(∆Btn,j

)2 −∆tn,j
)]2}

=
kn∑
j=1

P
{[

(∆Btn,j
)2 −∆tn,j

]2}
=

kn∑
j=1

2(∆tn,i)
2 ≤ 2(t− s)|∆n| → 0.

即
∑kn

j=1(Btn,j
− Btn,j−1

)2 在 L2 意义下收敛于 t− s, 因此存在划分列 {∆n} 的一个子列,

仍然记为 {∆n}, 使得几乎必然

kn∑
j=1

(Btn,j
−Btn,j−1

)2 → t− s.

因为 B = (Bt : t ≥ 0) 连续, 使上式成立的轨道在 [s, t] 一定不是有界变差的. 现在将上

述收敛不成立的 ω 组成的集合记为 Ns,t. 容易验证, 若 ω /∈ Ns,t, 则 r 7→ Br(ω) 在 [s, t]

上不是有界变差的. 令

N =
∪

s,t∈Q,0≤s<t

Ns,t ∈ G , Ω0 := Ω \N ∈ G ,

其中 Q 是有理数集. 则 P(Ω0) = 1, 而且对任何 ω ∈ Ω0, 轨道 t 7→ Bt(ω) 在任何长度非

零的区间上都不是有界变差的. �
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§5.4 莱维-伊藤表示

我们首先给出随机测度的概念. 设 E 是完备可分的度量空间, 并记 E = B(E). 用

M 表示 E 上博雷尔测度的全体, 并定义 M 上的 σ 代数

M = σ({ν 7→ ν(B) : B ∈ E }).

定义在某个完备的概率空间 (Ω,F ,P), 取值于 (M,M ) 的随机元 X 称为 E 上的随机测

度. 显然 X 诱导了(Ω,F ) 到 (E,E ) 的一个核 (ω,B) 7→ X(ω,B). 反之 (Ω,F ) 到 (E,E )

的任何一个核可自然地视为 E 上的随机测度. 给定 E 上的随机测度 X, 定义

µ(B) = E[X(B)], B ∈ E .

由 Fubini 定理易证 µ 是 E 上的测度, 称为 X 的强度. 用 M0 ⊂ M 表示 E 上的非负整

数值 (可取无穷值) 测度全体, 并令M0 =M0 ∩M . 如果 E 上的一随机测度 X 只在 M0

中取值, 我们称其为整值随机测度.

定义 5.4.1 设 µ 是 E 上的一个测度. 我们称 E 上以 µ 为强度的整值随机测度 X 为普

瓦松随机测度, 如果它满足下列条件:

(1) 若 B ∈ E 且 µ(B) <∞, 则 X(B) 服从参数为 µ(B) 的普瓦松分布;

(2) 若 B1, · · · , Bn ∈ E 两两不相交, 则 X(B1), · · · , X(Bn) 独立.

由上面的定义不难看出,若 X 是 E 上以 µ为强度的普瓦松随机测度,则 X 在 F ∈ E

上的限制是以 µ|F 为强度的普瓦松随机测度. 给定普瓦松随机测度 X 和 E 上的博雷尔

函数 f , 简记

X(f) :=

∫
E

f(x)X(dx), (5.4.1)

只要右边的积分几乎必然有意义.

定理 5.4.1 设 µ 为 E 上的 σ 有限测度. 那么 X 是以 µ 为强度的普瓦松随机测度当且

仅当对于任何 f ∈ pE 有

P exp{−X(f)} = exp
{
−

∫
E

(1− e−f(x))µ(dx)
}
. (5.4.2)

证明 假设 X 是以 µ 为强度的普瓦松随机测度. 取 B1, · · · , Bn ∈ E 两两不相交, 且

µ(Bi) <∞, 1 ≤ i ≤ n. 对于任何非负实数 α1, · · · , αn, 由普瓦松随机测度的定义有

P exp
{
−

n∑
i=1

αiX(Bi)
}
= exp

{
−

n∑
i=1

(1− e−αi)µ(Bi)
}
. (5.4.3)
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所以 (5.4.2) 对简单函数 f =
∑n

i=1 αi1Bi
成立. 利用控制收敛定理可证 (5.4.2) 对任何函

数 f ∈ pE 成立. 反之, 假若 (5.4.2) 对任何函数 f ∈ pE 成立, 取 f =
∑n

i=1 αi1Bi
知

(5.4.3) 成立. 所以 X 是以 µ 为强度的普瓦松随机测度. �

定理 5.4.2 对于 E 上的任何 σ 有限测度 µ, 存在以 µ 为强度的普瓦松随机测度 X.

证明 首先, 考虑 0 < µ(E) < ∞ 的情况. 由推论 1.2.7, 存在概率空间 (Ω,F ,P) 及其上

满足如下条件的随机变量族:

(1) {ξi : i = 1, 2, · · · } 是取值于 E 的随机变量, 有相同的分布 µ(E)−1µ(dx);

(2) η 是服从以 µ(E) 为参数的普瓦松分布的随机变量;

(3) 所有随机变量 {η, ξi : i = 1, 2, · · · } 是相互独立的.

定义随机测度 X :=
∑η

i=1 δξi (如果 η = 0, 约定和式为零). 对于任何 f ∈ bpE 有

P exp{−X(f)} = P exp
{
−

η∑
i=1

f(ξi)
}

=
∞∑
n=0

e−µ(E)µ(E)
n

n!
P exp

{
−

n∑
i=1

f(ξi)
}

=
∞∑
n=0

e−µ(E)µ(E)
n

n!

( 1

µ(E)

∫
E

e−f(x)µ(dx)
)n

= exp
{
− µ(E) +

∫
E

e−f(x)µ(dx)
}

= exp
{
−
∫
E

(
1− e−f(x)

)
µ(dx)

}
.

由定理 5.4.1 知 X 是以 µ 为强度的普瓦松随机测度. 现在, 我们考虑 µ(E) = ∞ 的情

况. 因为 µ 是 σ 有限的, 存在两两不相交的集合列 {En} ⊂ E 使得 0 < µ(En) < ∞ 且
∪nEn = E. 由第 1 步和推论 1.2.7, 存在 E 上的独立随机测度族 {Xi : i = 1, 2, · · · }, 其
中 Xi 的强度为 µ(Ei)

−1µ(dx)|Ei
. 令 X =

∑∞
i=1Xi. 容易验证 (5.4.2) 仍然成立. 所以 X

是以 µ 为强度的普瓦松随机测度. �

命题 5.4.3 设 X 是以 E 上的 σ 有限测度 µ 为强度的普瓦松随机测度. 如果函数 f ∈ E

相对 µ 可积, 则 (5.4.1) 右边的积分有意义, 并且有

P[X(f)] =

∫
E

f(x)µ(dx). (5.4.4)
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证明 如果 f 非负, 则 (5.4.1) 右边的积分有意义. 我们取 θ > 0, 在 (5.4.1) 中用 θf 代替

f , 对该式关于 θ 求导数得

P[X(f) exp{−θX(f)}] =
∫
E

f(x)e−θf(x)µ(dx) exp
{
−

∫
E

(1− e−θf(x))µ(dx)
}
. (5.4.5)

再令 θ � 0 得 (5.4.4). 对于一般的情况, 予证结果可由积分的线性性推得. �

给定 E 上的以 σ 有限测度 µ 为强度的普瓦松随机测度 X, 我们可定义随机符号测

度 X̃ = X − µ. 对于 E 上的博雷尔函数 f , 形式地定义

X̃(f) =

∫
E

f(x)X̃(dx). (5.4.6)

下面的定理说明在自然条件下此式有意义, 其证明给出了右端积分的含义的解释.

命题 5.4.4 如果函数 f ∈ E 相对 µ 平方可积, 则 (5.4.6) 右边作为平方可积随机变量有

意义, 而且有 P[X̃(f)] = 0 和

P[X̃(f)2] =

∫
E

f(x)2µ(dx). (5.4.7)

证明 第 1步)假定 µ 有限且 f ∈ bE . 此时 X(E)服从参数为 µ(E) 的普瓦松分布, 各阶

矩有限. 因而 (5.4.6) 右边有意义. 由命题 5.4.3, 显然有 P[X̃(f)] = 0. 如果 f ∈ bpE , 我

们可以对 (5.4.5) 求关于 θ > 0 的导数得

P[X(f)2 exp{−θX(f)}] =
[ ∫

E

f(x)e−θf(x)µ(dx)
]2

exp
{
−
∫
E

(1− e−θf(x))µ(dx)
}

+

∫
E

f(x)2e−θf(x)µ(dx) exp
{
−

∫
E

(1− e−θf(x))µ(dx)
}
.

再令 θ � 0 推出

P[X(f)2] =
[ ∫

E

f(x)µ(dx)
]2

+

∫
E

f(x)2µ(dx).

由命题 5.4.3即得 (5.4.7). 对于 f ∈ bE 的情况,利用分解 f = f+−f− 可证 P[X̃(f)] = 0

和 (5.4.7) 仍然成立.

第 2 步) 假定 µ 有限且函数 f ∈ E 相对 µ 平方可积. 对于 n ≥ 1 和 x ∈ E 定义

fn(x) = f(x)1{|f(x)|≤n}. 显然 X̃(fn) 有意义, 且各阶矩有限. 特别地, 有 P[X̃(fn)] = 0 且

(5.4.7) 对 f = fn 成立. 不难验证 {X̃(fn)} 在 L2 意义下是柯西列. 记它的极限为 X̃(f),

易证 P[X̃(f)] = 0 且 (5.4.7) 成立.

第 3 步) 对于一般情况, 取可测集序列 {En} ⊂ E 满足 E = ∪∞
n=1En 且对每个 n ≥ 1

有 µ(En) < ∞. 对于 n ≥ 1 和 x ∈ E 定义 gn(x) = f(x)1En(x). 由于 X 在 En 上的
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限制是以有限测度 µ|En 为强度的普瓦松随机测度, 由上步知 X̃(gn) 有意义, 平方可积,

P[X̃(gn)] = 0 且 (5.4.7) 对 f = gn 成立. 不难发现 {X̃(gn)} 在 L2 意义下是柯西列. 记

它的极限为 X̃(f), 易证 P[X̃(f)] = 0 且 (5.4.7) 成立. �

例 5.4.1 设 α > 0 是常数而 m 是 R+ 上的勒贝格测度. 给定 R+ 上以 αm 为强度的普

瓦松随机测度 X, 我们定义 Nt = X(0, t]. 不难证明随机过程 N = (Nt : t ≥ 0) 是一个普

瓦松过程.

现在我们讨论莱维过程的轨道的构造. 为简单起见, 我们只讨论一维的情况. 由定理

5.1.6, 欧氏空间 R 上的概率测度族 (µt)t≥0 构成一个卷积半群当且仅当其特征函数有表

达式 ∫
R
eiλxµt(dx) = exp

{
t
[
ibλ− 1

2
σ2λ2 +

∫
R
(eiλy − 1− iλy1{|y|≤1})G(dy)

]}
, (5.4.8)

其中 b ∈ R 和 σ ∈ R+ 为常数, 而 G 是 R 上的 σ 有限测度, 满足 G({0}) = 0 且∫
R
(1 ∧ y2)G(dy) <∞.

考虑完备的概率空间 (Ω,F ,P). 假设在此概率空间上定义了标准布朗运动 {B(t) :

t ≥ 0} 和强度为 dsG(dx) 的普瓦松随机测度 {N(ds, dx) : s ≥ 0, x ∈ R}. 那么 {B(t)} 和
{N(ds, dx)} 必然是独立的; 参见 [14, p.77]. 对于 t ≥ 0 令 Gt 是由随机变量族

B(s), N([0, s]×B), 0 ≤ s ≤ t, B ∈ B(R) 且 G(B) <∞,

生成的 σ 代数的强化, 再令

X(t) = bt+ σB(t) +

∫
[0,t]

∫
{|y|≤1}

yÑ(ds, dx) +

∫
[0,t]

∫
{|y|>1}

yN(ds, dx), (5.4.9)

其中 Ñ(ds, dx) = N(ds, dx)− dsG(dx). 根据命题 5.4.3 和命题 5.4.4, 上式右边的两个积

分有意义.

定理 5.4.5 (莱维-伊藤表示) 由 (5.4.9) 定义的随机过程 {X(t) : t ≥ 0} 相对于流 (Gt)t≥0

是以 (µt)t≥0 为卷积半群的莱维过程, 并且它有左极右连的修正.

证明 利用布朗运动和普瓦松随机测度的性质不难发现 {X(t) : t ≥ 0} 相对于流 (Gt)t≥0

有独立平稳增量性, 因而是莱维过程. 分别记

ξ(t) =

∫
[0,t]

∫
{|y|≤1}

yÑ(ds, dy), η(t) =

∫
[0,t]

∫
{|y|>1}

yN(ds, dy).
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那么 {ξ(t) : t ≥ 0} 和 {η(t) : t ≥ 0} 都是相对于流 (Gt)t≥0 的莱维过程, 相互独立且独立

于 {B(t) : t ≥ 0}. 再令

ξn(t) =

∫
[0,t]

∫
{1/n<|y|≤1}

yÑ(ds, dy) =

∫
[0,t]

∫
{1/n<|y|≤1}

yN(ds, dy)− ant

其中

an =

∫
{1/n<|y|≤1}

yG(dy).

由命题 5.4.4 的证明, 在 L2 收敛的意义下有 ξn(t) → ξ(t). 对于任何 λ ∈ R 有

Peiλη(t) = P exp
{∫

[0,t]

∫
{|y|>1}

iλyN(ds, dy)
}

= exp
{∫

[0,t]

ds

∫
{|y|>1}

(eiλy − 1)G(dy)
}

= exp
{
t

∫
{|y|>1}

(eiλy − 1)G(dy)
}
.

类似地, 不难发现

Eeiλξn(t) = exp
{
t

∫
{1/n<|y|≤1}

(eiλy − 1− iλy)G(dy)
}
.

在上式中令 n→ ∞ 得

Eeiλξ(t) = exp
{
t

∫
{|y|≤1}

(eiλy − 1− iλy)G(dy)
}
.

因为 σB(t)服从正态分布 N(0, σ2t),所以 X(t) = bt+σB(t)+ξ(t)+η(t)有分布 µt. 由于

G([−1, 1]c) < ∞, 对任何 t ≥ 0 几乎必然有 N([0, t]× [−1, 1]c) < ∞. 所以 {η(t) : t ≥ 0}
几乎必然右连续. 显然, 莱维过程 {ξ(t) : t ≥ 0} 是随机右连续的鞅, 根据定理 2.3.2 它有

左极右连修正. 再因为 {B(t) : t ≥ 0} 连续, 所以 {X(t) : t ≥ 0} 有左极右连修正. �

前面的 (5.4.9) 给出了零初值莱维过程的一个构造. 事实上, 任何以 (µt)t≥0 为卷积半

群的零初值莱维过程都可以分解为 (5.4.9) 的形式; 参见 [17, p.120]. 分别记由该莱维过

程的转移半群和生成元为 A 和 (Pt)t≥0. 对于 λ ∈ R 考虑复数值函数 f(x) = eiλx, 我们有

Ptf(x) = exp
{
ixλ+ t

[
ibλ− 1

2
σ2λ2 +

∫
R
(eiλy − 1− iλy1{|y|≤1})G(dy)

]}
.

如果将 A 的定义域扩充到复数值函数, 那么不难发现

Af(x) = f(x)
[
ibλ− 1

2
σ2λ2 +

∫
R
(eiλy − 1− iλy1{|y|≤1})G(dy)

]
.
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注意 f ′(x) = f(x)iλ 和 f ′′(x) = −f(x)λ2, 于是有

Af(x) = bf ′(x) +
σ2

2
f ′′(x) +

∫
R
[f(x+ y)− f(x)− yf ′(x)1{|y|≤1}]G(dy). (5.4.10)

显然, 如果将 f 换为形如 x 7→ eiλx 的函数的线性组合, 上式仍然成立. 事实上, 我们有

C2
0(R) ⊂ D(A) 且 (5.4.10) 对于 C2

0(R) 中的 (实值) 函数 f 都是成立的; 参见 [17, p.208].



参考文献
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