代数表示论简介
在数学研究中，我们随处可见表示的思想。例如，复数可以用实平面上的点（或数对）表示；有限维复向量空间上的线性变换可以用它的Jordan标准形表达。狭义的表示是指一个代数系统（如群，结合环，李代数等）在某个向量空间上的作用，这些作用常常自然地出现在数学和物理的研究中。比如，分子的对称性可以用某个群刻画，利用这个群的表示理论可以大大简化分子振动微分方程的求解问题。20世纪30年代，德国女数学家Noether系统地发挥了表示的思想，她把表示解释为模，由此奠定了现代表示论的基础。

有限维(结合)代数是抽象代数中的一个古老的分支。它的起点是Hamilton在1843年发现的有名的四元数代数。此后，历经许多大数学家之手，终于由Wedderburn在20世纪初建立了半单代数的表示理论。目前人们研究的主要是各种各样的非半单代数的表示理论。代数表示论的主要目标是研究有限维代数上的不可分解模以及它们之间的同态映射。一个有限维代数A通常可以用一个箭图Q（即有向图）及某种关系表示, 研究代数A上的模相当于研究箭图Q上的表示。给定一个域k, 所谓箭图Q的一个表示，是指如下的要素：在Q的每个顶点处放一个（有限维）k-向量空间，在Q的每条边上放一个k-线性映射。对于Q的两个表示，可以建立它们之间的同态映射。我们关心的是表示的同构类。把箭图Q的全体表示放在一起，就构成了表示的范畴。这是代数表示论的最基本的研究对象。

例如，不难看出，在复数域上如下箭图的表示的同构类与复数矩阵的Jordan标准形一一对应：
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上世纪70年代初，瑞士数学家Gabriel证明了如下的著名结果：箭图Q是表示有限型的（即Q的不可分解表示的同构类只有有限多个）当且仅当Q的底图是有限多个如下形式的图的不交并：
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(n≥1):      •          •        …         •          •
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(n≥4):      •           •        …        •          •
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(n=6,7,8):   •         •       •       •   …  •          •
               1         2        4       5       n-1         n

这些图称为Dynkin图，它们最早出现在著名数学家Killing和Cartan关于复半单李代数的分类理论中。这个结论不但指出了箭图的表示与李代数理论的内在联系，而且也宣告了现代代数表示论的诞生。Gabriel定理的证明也是很有意思的，它综合应用了整二次型、同调代数以及代数几何等不同的工具，在这里你可以体会到如何从不同的角度刻画同一个数学对象从而把问题的研究引向深入的方法。这个证明展现了数学的统一性之美。

代数表示论的许多问题用线性代数的语言就可以充分地表达，这些问题常常叫做矩阵问题。例如，一个有名的问题是分类如下箭图的不可分解表示（称之为Kronecker问题，由Weierstrass提出并研究，最终被Kronecker完全解决）：
•
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它等价于如下的矩阵问题：设M和N是两个n阶复矩阵，对它们同时施行相同的初等变换，求矩阵对（M，N）在此变换下的标准形。解决这个问题需要较高的矩阵技巧，而且人们发现，仅仅用线性代数的方法有很大的局限性。今天，我们解决这个问题的一般方法是Auslander-Reiten理论，这是代数表示论中基于同调代数建立起来的独特方法。相比之下，后一种方法更加系统和深刻。

经过近半个世纪的发展，代数表示论形成了一系列独具特色的研究方法，例如：箭图的表示，覆盖理论，倾斜理论，几乎可裂序列，Auslander-Reiten箭图，整二次型，Tame-Wild分类，等等，这一个个理论异彩纷呈，美不胜收。另一方面，代数表示论的发展与数学的许多分支发生了深刻的联系。Gabriel的定理只是代数表示论与李代数的联系的一个起点，著名数学家Kac和Ringel后来更进一步揭示了代数表示论与李理论的内在联系，例如，Ringel证明了有限维代数的Ringel-Hall代数可以作为相应的李代数的量子群的实现。本世纪初，人们发现了代数表示论与丛代数（Cluster algebra）的内在联系。丛代数目前在数学和物理的各个领域找到了越来越多的应用，而在其发展过程中，代数表示论的方法扮演着重要的角色。今天，代数表示论的理论与方法与同调代数、交换代数、代数几何、群表示论、李理论、量子群、组合方法等数学领域发生着深刻的联系。

如果你想了解代数表示论中更丰富的知识，可以参考代数表示论的专门网站FDLIST: http://www.math.uni-bielefeld.de/~fdlist/
在这个网站中列出了大量的教科书、专著和文献。你还可以从这个网站上了解到代数表示论的最近进展。
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