
第七章 常微分方程

复习 1

复习
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基本概念一阶方程

类型
1.直接积分法
2.可分离变量
3.齐次方程
4.可化为齐次
方程

5.全微分方程
6.线性方程

7.伯努利方程

可降阶方程

线性方程
解的结构

定理1;定理2
定理3;定理4

欧拉方程

二阶常系数线性
方程解的结构

特征方程的根
及其对应项

f(x)的形式及其
特解形式

高阶方程

待
定
系
数
法

特征方程法

一、主要内容
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微分方程解题思路

一阶方程

高阶方程

分离变量法

全微分方程

常数变易法

特征方程法

待定系数法

非
全
微
分
方
程

非
变
量
可
分
离

降
阶

作
变
换

作变换

积分因子
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1、基本概念

微分方程 凡含有未知函数的导数或微分的方程
叫微分方程．

微分方程的阶 微分方程中出现的未知函数的最

高阶导数的阶数称为微分方程的阶．

微分方程的解 代入微分方程能使方程成为恒等
式的函数称为微分方程的解．
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通解 如果微分方程的解中含有任意常数，并且
任意常数的个数与微分方程的阶数相同，这样的
解叫做微分方程的通解．

特解 确定了通解中的任意常数以后得到的解，
叫做微分方程的特解．

初始条件 用来确定任意常数的条件.

初值问题 求微分方程满足初始条件的解的问题，
叫初值问题．
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dxxfdyyg )()( =形如

(1)   可分离变量的微分方程

解法 ò ò= dxxfdyyg )()(
分离变量法

2、一阶微分方程的解法

)(
x
yf

dx
dy

=形如(2)  齐次方程

解法
x
yu =作变量代换
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)(
111 cybxa
cbyaxf

dx
dy

++
++

=形如

齐次方程．,01 时当 == cc

，

令

kYy
hXx

+=
+= ,

（其中h和k是待定的常数）

否则为非齐次方程．

(3)  可化为齐次的方程

解法

化为齐次方程．
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)()( xQyxP
dx
dy

=+形如

(4)  一阶线性微分方程

,0)( ºxQ当 上方程称为齐次的．

上方程称为非齐次的.,0)( ºxQ当

齐次方程的通解为 .
)(ò=

- dxxP
Cey

（使用分离变量法）

解法
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非齐次微分方程的通解为

ò+ò=
-

ò
dxxPdxxP eCdxexQy )()( ])([

（常数变易法）

(5)  伯努利(Bernoulli)方程

nyxQyxP
dx
dy )()( =+形如 )1,0( ¹n

方程为线性微分方程.时，当 1,0=n
方程为非线性微分方程.时，当 1,0¹n
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解法 需经过变量代换化为线性微分方程．

,1 nyz -=令

.))1)(((
)()1()()1(

1

ò +ò-ò=

=
---

-

cdxenxQe

zy
dxxPndxxPn

n
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3、可降阶的高阶微分方程的解法

解法

),(xPy =¢令

特点 .y不显含未知函数

),()2( yxfy ¢=¢¢

型)()1( )( xfy n =

接连积分n次，得通解．

型

解法

代入原方程, 得 )).(,( xPxfP =¢

,Py ¢=¢¢
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),(xPy =¢令

特点 .x不显含自变量

),()3( yyfy ¢=¢¢ 型

解法

代入原方程, 得 ).,( Pyf
dy
dpP =

,
dy
dpPy =¢¢

４、线性微分方程解的结构

（1） 二阶齐次方程解的结构:

)1(0)()( =+¢+¢¢ yxQyxPy形如
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定理 1 如果函数 )(1 xy 与 )(2 xy 是方程(1)的两个

解,那末 2211 yCyCy += 也是(1)的解.（ 21 ,CC 是常

数）

定理 2：如果 )(1 xy 与 )(2 xy 是方程(1)的两个线性

无关的特解, 那么 2211 yCyCy += 就是方程(1)的通

解.

（2）二阶非齐次线性方程的解的结构:

)2()()()( xfyxQyxPy =+¢+¢¢形如
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定理 3  设 *y 是 )2( 的一个特解, Y 是与(2)对应

的齐次方程(1)的通解, 那么 *yYy += 是二阶

非齐次线性微分方程(2)的通解.

定理 4   设非齐次方程(2)的右端 )(xf 是几个函

数之和, 如 )()()()( 21 xfxfyxQyxPy +=+¢+¢¢

而
*
1y 与

*
2y 分别是方程,

   )()()( 1 xfyxQyxPy =+¢+¢¢

   )()()( 2 xfyxQyxPy =+¢+¢¢

的特解, 那么
*
2

*
1 yy + 就是原方程的特解.
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５、二阶常系数齐次线性方程解法

( ) ( 1)
1 1 ( )n n

n ny p y p y p y f x-
- ¢+ + + + =!形如

n阶常系数线性微分方程

0=+¢+¢¢ qyypy 二阶常系数齐次线性方程

)(xfqyypy =+¢+¢¢ 二阶常系数非齐次线性方程

解法 由常系数齐次线性方程的特征方程的根确
定其通解的方法称为特征方程法.
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02 =++ qprr

0=+¢+¢¢ qyypy

  特征根的情况      通解的表达式
实根 21 rr ¹
实根 21 rr =
复根 ba ir ±=2,1

xrxr eCeCy 21

21 +=
xrexCCy 2)( 21 +=

)sincos( 21 xCxCey x bba +=

特征方程为
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( ) ( 1)
1 1 0n n

n ny p y p y p y-
- ¢+ + + + =!

特征方程为
1

1 1 0n n
n nr p r p r p-
-+ + + + =!

特征方程的根 通解中的对应项

rk重根若是
rxk

k exCxCC )( 1
110

-
-+++ !

b±a j
k

复根

重共轭若是
xk

k

k
k

exxDxDD

xxCxCC
a-

-

-
-

b++++

b+++

]sin)(

cos)[(
1

110

1
110

!

!

推广： 阶常系数齐次线性方程解法n
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６、二阶常系数非齐次线性微分方程解法

)(xfqyypy =+¢+¢¢ 二阶常系数非齐次线性方程

型)()()1( xPexf m
xl=

解法 待定系数法.

,)(* xQexy m
xk l=设

ïî

ï
í

ì
=

是重根

是单根

不是根

l
l
l

2
,1

0
k
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型]sin)(cos)([)()2( xxPxxPexf nl
x wwl +=

],sin)(cos)([ )2()1(* xxRxxRexy mm
xk wwl +=设

次多项式，是其中 mxRxR mm )(),( )2()1(

{ }nlm ,max=

î
í
ì

±
±

=
.1
;0

是特征方程的单根时

不是特征方程的根时

wl
wl
j
j

k
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7、欧拉方程

欧拉方程是特殊的变系数方程，通过变量代换

可化为常系数微分方程.xtex t ln== 或

)(1
)1(1

1
)( xfypyxpyxpyx nn

nnnn =+¢+++ -
--
!

的方程(其中 nppp !21 ,

形如

叫欧拉方程.为常数)，
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二、典型例题

( cos sin )d ( sin cos )d .y y y yy x y x x y x y
x x x x
+ = -

求通解例1

解 原方程可化为

cos sind ( ),
d sin cos

y y y
y y x x x

y y yx x
x x x

+
=

-
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,
x
yu =令 ., uxuyuxy ¢+=¢= 代入原方程得

),
cossin
sincos(
uuu
uuuuuxu

-
+

=¢+

sin cos dd ,
2 cos

u u u xu
u u x
-

=

分离变量

两边积分

,lnln)cosln( 2 Cxuu += - ,cos 2x
Cuu =\

,cos 2x
C

x
y

x
y

=\ 所求通解为 .cos C
x
yxy =
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.32 3
4

3 yxyyx =+¢求通解例2

解 原式可化为 ,32 3
4

2 yxy
x

y =+¢

,32 23
1

3
4

xy
x

yy =+¢
--

即

,3
1

-
= yz令 原式变为 ,323 2xz

x
z =+¢-

,
3
2 2xz
x

z -=-¢即

对应齐方通解为 ,3
2

Cxz =

一阶线性非齐方程

伯努利方程
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,)( 3
2

xxCz =设 代入非齐方程得

,)( 23
2

xxxC -=¢
7
33( ) .

7
C x x C\ = - +

原方程的通解为

1 2
33 33 ,

7
y x Cx
-
= - +

利用常数变易法

32
33 3

7
y Cx x .

-
æ ö

= -ç ÷
è ø
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.
2
1 2

y
yy
¢+

=¢¢求通解例3

解 .x方程不显含
d( ), ,
d
py p y y p
y

¢ ¢¢= =令

代入方程，得
2d 1 ,

d 2
p pp
y y

+
=

2
1 11 ,( 0),p C y C+ = >解得，

1 1p C y ,\ = ± -

1 1,y C y¢ = ± -即 故方程的通解为：

1 2
1

2 1 2 ,C y x C
C

¢- = ± + 1 2
1 1 2

1( ) .
2

y C C x C-= + +或
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2 e e , (1) (1) 1.x xy y y x y y¢¢ ¢ ¢- + = - = =求解 例4

解 特征方程 ,0122 =+- rr 特征根 ,121 == rr

对应的齐次方程的通解为：
1 2( )e .xY C C x= +

设原方程的特解为：

* 21e ( 1)d d ( 3) e .
6

x xy x x x x x= - = -òò
故原方程的通解为： 2 3

1 2
1 ( 3 )e .
6

xy C C x x x= + - +

,1)1( =y! 1 2
62 ,
e

C C\ + = +
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,1)1( =¢y! 1 2
5( 2 )e 1,
6

C C\ + - =

1 2
62 5 .
e

C C+ = + 求解得：

1 2
6 1, 3.
e

C C= - =

所以, 原方程满足初始条件的特解为

1 2 31 [6e 1 3 3 ]e .
6

xy x x x-= - + - +

3
1 2 2

1 [ ( 6) ]e ,
6

xy C C C x x¢ = + + - +
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14 ( cos 2 ).
2

y y x x¢¢ + = +求解方程例5

解 特征方程 ,042 =+r

特征根 1,2 2i,r = ±

齐次方程通解： .2sin2cos 21 xCxCY +=

原方程的特解：

*
2

1 ( cos2 )sin2 d
2sin2 d .

sin 2

x x x x
y x x

x

+
=

ò
ò
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1 ( cos 2 )sin 2 d
2
x x x x+ò

1 1 1sin 2 cos 2 cos4
8 4 16

x x x x= - -

21 1 1 1sin 2 + sin2 cos2
8 8 4 16

x x x x= - - ，

*
2

1 2sin 2 4 cos2 1sin 2 (2+ )d
16 sin 2

x x xy x x
x

- -
= ò
1 2 1sin 2 (2 cot 2 )
16 sin 2 2

xx x x
x

= + -

1 1 1sin 2 cos 2 .
8 8 32
x x x x= + -
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故原方程的通解为

.2sin
8
1

8
12sin2cos 21 xxxxCxCy +++=
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.
)(),(

1)()(
2

此方程的通解（２）

的表达式；（１）

，试求：的齐次方程有一特解为

，对应有一特解为设

xfxp
x

x
xfyxpy =¢+¢¢例6

解 （１） 由题设可得：

3 2

2 2 ( ) 0,
2 1 ( ) ( ),

xp x

p x f x
x x

+ =ì
ï
í

- =ïî

解此方程组，得
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.3)(,1)( 3x
xf

x
xp =-=

（２） 原方程为 .31
3x

y
x

y =¢-¢¢

，的两个线性无关的特解

程是原方程对应的齐次方显见 2
21 ,1 xyy ==

是原方程的一个特解，又
x

y 1* =

由结构定理得方程的通解为

.12
21 x
xCCy ++=
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一、 选择题:  

1、 一阶线性微分方程 )()( xQyxPy +=¢ 的通解是(   ). 

 (A)  
( )d ( )de [ ( )e d ]P x x P x xy Q x x C-ò ò= +ò ； 

 (B)  
( )d ( )de ( )e dP x x P x xy Q x x-ò ò= ò ； 

 (C)  
( )d ( )de [ ( )e d ]P x x P x xy Q x x C-ò ò= +ò ； 

(D)  
( )de P x xy C -ò= . 

2、方程 yyxyx ++=¢ 22 是(    ) 方程. 

  (A)齐次；(B)一阶线性；(C)伯努利；(D)可分离变量. 

测 验 题
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3、 2 2

d d 0, (1) 2y x y
x y
+ = = 的特解是(   ). 

  (A)
3 3 2x y+ = ；          (B) 933 =+ yx ； 

(C) 133 =+ yx ；         (D) 333 =+ yx . 

4、方程 xy sin=¢¢¢ 的通解是(    ). 

  (A) 32
2

1cos CxCxCxy +++= ； 

  (B) 
2

1 2 3siny x C x C x C= + + + ； 

  (C) 1cos Cxy += ；        (D) xy 2sin2= . 

5、方程 0=¢+¢¢¢ yy 的通解是(    ). 

(A) 1cossin Cxxy +-= ；     (C) 1cossin Cxxy ++= ； 

(C) 321 cossin CxCxCy +-= ；(D) 1sin Cxy -= . 



复习 35

6、若 1y 和 2y 是二阶齐次线性方程 0)()( =+¢+¢¢ yxQyxPy  

的两个特解,则 2211 yCyCy += 是该方程的 (    ). 

(A) 通解；(B) 解；(C) 特解；(D) 非解. 

7、求方程 0)( 2 =¢-¢ yyy 的通解时,可令(    ). 

  (A) ,y p y p¢ ¢¢ ¢= = ；     (B) 
d,
d
py p y p
y

¢ ¢¢= = ； 

  (C) 
d,
d
py p y p
x

¢ ¢¢= = ；   (D) 
d,
d
py p y p
y

¢ ¢¢ ¢= = . 

8、已知方程 02 =-¢+¢¢ yyxyx 的一个特解为 xy = ,于  

   是方程的通解为(    ). 

  (A) 2
21 xCxCy += ；    (B)

x
CxCy 1
21 += ； 

  (C) 1 2e
xy C x C= + ；    (D) 1 2e

xy C x C -= + . 



复习 36

9、已知方程 0)()( =+¢+¢¢ yxQyxPy 的一个特 1y解为 , 

  则另一个与它线性无关的特解为(    ). 

  (A) 
( )d2

2 1 1 e dP x xy y y x-- ò= ò ；(B) 
( )d2

2 1 1 e dP x xy y y x- ò= ò ； 

  (C) 
( )d1

2 1 1 e dP x xy y y x-- ò= ò ； (D) 
( )d1

2 1 1 e dP x xy y y x- ò= ò . 

10、方程 3 2 e cos2xy y y x¢¢ ¢- + = 的一个特解形式是(   ). 

  (A) 1e cos2
xy A x= ； 

  (B) 1 1e cos2 e sin2x xy A x x B x x= + ； 

  (C) 1 1e cos 2 e sin 2x xy A x B x= + ； 

   (D) 
2 2

1 1e cos 2 e sin 2x xy A x x B x x= + . 
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二、 求下列一阶微分方程的通解: 

  1、 )1(lnln +=+¢ xaxyxyx ；  2、
3 3d 0

d
y xy x y
x
+ - = ； 

  3、
2 2

d dd d 0y x x yx x y y
x y
-

+ + =
+

. 

三、 求下列高阶微分方程的通解:  

1、 012 =-¢-¢¢ yyy ；  2、 2 (e 4)xy y y x¢¢¢ ¢¢ ¢+ - = + . 

 

四、 求下列微分方程满足所给初始条件的特解:  

1、
3 2 2d 2( )d 0y x x xy y+ - = , 11 == yx 时， ； 

2、 xyyy cos2 =+¢+¢¢ ,
2
3,00 =¢== yyx 时， . 
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五、已知某曲线经过点 )1,1( ,它的切线在纵轴上 

的截距等于切点的横坐标,求它的方程 . 

六、 设可导函数 )(xj 满足  

   
0

( )cos 2 ( )sin d 1
x

x x t t t xj j+ = +ò , 求 )(xj . 

七、 我舰向正东 海里1 处的敌舰发射制导鱼雷, 

鱼雷在航行中始终对准敌舰.设敌舰以 0v常数 沿 

正北方向直线行驶,已知鱼雷速度是敌舰速度的 

两倍,求鱼雷的航行曲线方程,并问敌舰航行多远 

时,将被鱼雷击中? 
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测验题答案

一、1、C；  2、A；  3、B；  4、A；  5、C；   

    6、B；  7、B；  8、B；  9、A；  10、C. 

二、1、
x
caxy
ln

+= ；   

    2、
22 2

1e 1xy C x- = + + ；   

    3、 C
x
yyx =-+ arctan222 . 

三、1、 )cosh(1
21

1

CxC
C

y += ；   

    2、
2 2 2

1 2 3
1 4e e ( )e
6 9

x x xy C C C x x x x-= + + + - - - . 
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四、1、 0)ln21( 2 =-+ yyx ；   

    2、
1e sin
2

xy x x-= + . 

五、 xxxy ln-= . 

六、 xxx sincos)( +=j . 

七、 )10(
3
2)1(

3
1)1( 2

3
2
1

££+-+--= xxxy . 


