
第七章 常微分方程

常微分方程(第四讲) 1

第五讲: 高阶常微分方程
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解法：连续积分 n 次即可

( 1) ( )dny f x x- = ò

... ...

1、形如 的微分方程
( ) ( )ny f x=

( 2) ( )d dny f x x x- = ò ò

... ( )d d d d
n

n

y f x x x x x= ò ò ò ò !"##$##%
"#$#%

1  可降阶的高阶微方
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2、形如 的微分方程

代入原方程, 得

解法：

特点： .,, )1( -¢ kyyy !及不显含未知函数

( ) ( ),ky p x=令

., )()()1( knnk pypy -+ =¢=则

( )( ) ( 1), ( ), , ( ) .n k n kp f x p x p x- - -= !

p(x)的(n-k)阶方程

),(xp求得 ( ) ( )ky p x=将 连续积分k次即可.

),,,( )1()()( -= nkn yyxfy !
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.0)4()5( 的通解求方程 =- yxy

解 ),()4( xpy =设

代入原方程 ,0=-¢ ppx

xCp 1=解线性方程, 得

两端积分,得

原方程通解

)()5( xpy ¢=

）（ 0¹p

,1
)4( xCy =即

,
2
1

2
2

1 CxCy +=¢¢¢ ,!!

,
26120 54

233251 CxCxCxCxCy ++++=

5 3 2
1 2 3 4 5 .y D x D x D x D x D= + + + +

例 1
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3、形如 的微分方程

d ( ),
d
yy p y
x

¢ = = d d ,
d d
p yy pp
y x

¢¢ ¢= × =

求得其解为

特点： .x右端不显含自变量

解法：令

2 2 ,y pp p p¢¢¢ ¢ ¢¢= + ... ... ,

1 1( ) ( , , , ).ny p y y C Cj -¢ = = !

( ) ( ) ( 1)( , , , )n k ny f y y y -= !

代入原方程得新函数 的 阶方程，( 1)n-( )p y

( ) ( 1)( , , , ).n ny p p p -¢=F !

再积分即可.
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.02 的通解求方程 =¢-¢¢ yyy

解
d d d ,
d d d
p y py p
y x y

¢¢ = × =),( ypy =¢设

例 2

代入，得
2d 0,

d
py p p
y

× - =
d 0,
d
pp y p
y

æ ö
× - =ç ÷

è ø
即

d 0
d
py p
y

× - =由 ， ,1yCp =可得

1
2e .C xy C=原方程通解为

1
d ,
d
y C y
x

\ =

).0',0:( 含于其中的解即注 Cyyp ===
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特点：

解法：

( ) ( )( ) ( ), , , , , , , ,n k nF x ty ty ty t F x y y y¢ ¢=! !

de ,z xy z ò¢ =!
d2( )e ,z xy z z ò¢¢ ¢= +

... ... , d( ) ( 1)( , , , )e ,z xn ny z z z - ò¢=F !

4、齐次方程： ( )( ), , , , 0nF x y y y¢ =!

可通过变换
de z xy ò= 将其降阶，得新 

未知函数 ( )z x . 

代入原方程并消去
de z xy ò= ，得新函数 ( )z x  

n阶 k 次齐次函数 
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( )( 1), , , , 0.nf x z z z -¢ =!

.)( 22 的通解求方程 yxyyyx ¢-=¢¢

解 设
de ,z xy ò= 代入原方程,得 ,12

2x
z
x

z =+¢

,1
2
1

x
C

x
z +=解其通解为

1 1
2

1 d

2e e .
C Cx

x x xy C x
æ ö+ -ç ÷
è øò

= =
原方程通解为

例3

的 1n - 阶方程： 
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一般 n 阶线性齐次微分方程标准形

( ) ( 1)
1( ) ( ) 0;n n

ny P x y P x y-+ + + =!

一般 n 阶线性非齐次微分方程标准形

( ) ( 1)
1( ) ( ) ( ).n n

ny P x y P x y f x-+ + + =!

（1）

（2）

2  高阶线性微分方程

一般 n 阶常系数线性非齐次微分方程标准形

( ) ( 1)
1 1 0;n n

n ny p y p y p y-
- ¢+ + + + =!

一般 n 阶常系数线性齐次微分方程标准形

（3）
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( ) ( 1)
1 1 ( ).n n

n ny p y p y p y f x-
- ¢+ + + + =! （4）

特征方程为：

1
1 1 0.n n

n nr p r p r p-
-+ + + + =!

特征根 通解中的对应项

rk重根若是
1

0 1 1( )ek rx
kC C x C x -
-+ + +!

1
0 1 1

1
0 1 1

[( )cos

( )sin ]e

k
k

k x
k

C C x C x x

D D x D x x a

b

b

-
-

-
-

+ + +

+ + + +

!

!

若是 k 重共轭
复根 ia b±

（5）



5.4  高阶线性微分方程（30） 11

注意:

代数学基本定理：在复数域中，n 次代数方

特征方程的每一个根都对应着齐次方程通解

程有 n个根,且复数根成对出现。

中的一项, 且每一项各有一个任意常数.
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定理 1 如果 1 2, , , ny y y! 是n阶齐次方程(1) 

定理 2  设 *y 是n阶非齐次线性方程（2）的一个 

的n个线性无关的特解, 那么 

就是方程(1)的通解. 

1 1 2 2 n ny C y C y C y= + + +!

特解, Y是与方程(2)对应的齐次方程(1)的通解, 

那么 *yYy +=  是n阶非齐次线性微分方程(2) 

的通解. 
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定理 3  设非齐次方程(2)的右端 )(xf 是几个函数 

解的叠加原理

之和，比如 1 2( ) ( ) ( )f x f x f x= + ，而 *
1y 与 *

2y 分别是

方程  

和 
( ) ( 1)

1 2( ) ( ) ( )n n
ny P x y P x y f x-+ + + =!  

( ) ( 1)
1 1( ) ( ) ( )n n

ny P x y P x y f x-+ + + =!

的特解，那么 *
2

*
1 yy + 就是原方程的特解. 
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特征根为 1 2 3 4 51, i, i,r r r r r= - = = = = -

故所求通解为：

1 2 3 4 5e ( )cos ( )sin .xy C C C x x C C x x-= + + + +

解 ,0122 2345 =+++++ rrrrr特征方程为

,0)1)(1( 22 =++ rr

(5) (4) (3)2 2 0 .y y y y y y¢¢ ¢+ + + + + =

求微分方程

的通解

例4
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求微分方程例5

解 4 3 22 3 4 4 0,r r r r+ - - + =特征方程：

1 2 3 41, 2.r r r r= = = = -特征根：

因此，齐次方程的通解为：

2
1 2 3 4( +C e ( )e .x xy C x C C x -= + +）

(4) 2 3 4 4 0y y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢+ - - + =

.的通解
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解

33 2 8 .y y y x¢¢¢ ¢- - = -求微分方程 的通解例6

3 23 2 ( 1) ( 2) 0,r r r r- - = + - =特征方程：

1 2 31, 2.r r r= = - =

2
1 2 3( +C )e e .x xY C x C-= +

特征根：

1 e xy -=选择齐次方程的一个特解： ，待定原

因此，对应的齐次方程的通解为：

方程的特解： * e .xy u -=
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33 8 e .xu u x¢¢¢ ¢¢- = -

3d 3d38e e e dx xxu p x x-ò ò¢¢ = = - ò

求其各阶导数，代入原方程并整理得：

这是一个一阶线性非齐次微分方程，依公式

作变换： ( ),u p p x¢¢ = = 则方程变为：

33 8 e .xp p x¢ - = -

3 3 28e e dx xx x-= - ò
3 2(4 6 6 3)e .xx x x= + + +
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3 2(4 6 6 3)e .xu x x x¢¢ = + + +即

积分得： 3 2(4 6 18 15)e ;xu x x x¢ = - + -

再积分得： 3 2(4 18 54 69)e .xu x x x= - + -

2 3 2
1 2 3( +C )e e 4 18 54 69.x xy C x C x x x-= + + - + -

因此， * 3 24 18 54 69.y x x x= - + -

于是，原方程的通解为：
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解法：欧拉方程是特殊的变系数方程，通过变

量代换可化为常系数微分方程.

)(1
)1(1

1
)( xfypyxpyxpyx nn

nnnn =+¢+++ -
--
!

形如:

的方程(其中 1 2, , , np p p! 叫欧拉方程.为常数)

特点：各项未知函数导数的阶数与乘积因子自

变量的幂次数相同．

3  欧拉方程
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作变量变换 e ln ,tx t x= =或

d d d 1 d ,
d d d d
y y t y
x t x x t
= × = ×

2 2

2 2 2

d 1 d d ,
d d d
y y y
x x t t

æ ö
= -ç ÷

è ø

将自变量换为 ,t

3 3 2

3 3 3 2

d 1 d d d3 2 ,
d d d d
y y y y
x x t t t

æ ö
= - +ç ÷

è ø
... ... ,
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用D表示对自变量 t 求导的运算
d ,
dt

上述结果可以写为

,Dyyx =¢
2

2 2
2

d d ( ) ( 1) ,
d d
y yx y D D y D D y
t t

¢¢ = - = - = -

3 2
3

3 2

3 2

d d d3 2
d d d
( 3 2 ) ( 1)( 2) ,

y y yx y
t t t
D D D y D D D y

¢¢¢ = - +

= - + = - -
... ... ,
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.)1()1()( ykDDDyx kk +--= !

将上式代入欧拉方程，则化为以 为自变量t
的常系数线性微分方程. 求出这个方程的解后，

t把 换为 ，xln 即得到原方程的解.

一般地，

例8 求欧拉方程

223 34 xyxyxyx =¢-¢¢+¢¢¢ 的通解．

解 作变量变换 e ln ,tx t x= =或
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原方程化为
2( 1)( 2) ( 1) 4 3e ,tD D D y D D y Dy- - + - - =

即 3 2 22 3 3e ,tD y D y Dy- - =

或

3 2
2

3 2

d d d2 3 3e .
d d d

ty y y
t t t
- + =

此方程所对应的齐次方程为

3 2

3 2

d d d2 3 0,
d d d
y y y
t t t
- + =

其特征方程 ,032 23 =-- rrr
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特征方程的根为 .3,1,0 321 =-== rrr

所以齐次方程的通解为

3 32
1 2 3 1 3e e .t t CY C C C C C x

x
-= + + = + +

设特解为 2 2e ,ty b bx* = =

代入原方程，得 .
2
1

-=b

所给欧拉方程的通解为

.
2
1 23

3
2

1 xxC
x
CCy -++=

,
2

2xy -=*即
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欧拉方程解法思路

变系数的线

性微分方程

常系数的线

性微分方程

变量代换

注意：欧拉方程的形式．

e lntx t x= =或

4  小结与思考题
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.ln433
;ln2ln222

;01

22

22

2

xxxyyxyx
xxyyxyx

yyxyx

+=+¢-¢¢

-=+¢-¢¢

=-¢+¢¢

．

．

．

：求下列欧拉方程的通解

课堂练习题

2 22
1 1 2

2 2 2 3
1 2

1 11 . 2 (ln ln ) .
2 4

13 ln ln .
6

Cy C y C x C x x x
x

y C x C x x x x x

= + = + + + +

= + + +

． ．

．

课堂练习题答案


