
第七章 常微分方程

常微分方程(第三讲) 1

第三讲: 特殊二阶常微分方程的
解法
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1、形如 的二阶微分方程( )y f x¢¢ =

例 1 求解自由落体运动微分方程

2

0 0 0 02

d , | , | ,
d t t
s g s s s v
t = =¢= = =

其中 g 为重力加速度. 

解 对原方程作一次不定积分，得

1  可降阶的微分方程
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1
d d ,
d
s g t gt C
t
= = +ò

再对上式作不定积分，得

0
d d .
d
s g t gt v
t
= = +ò

当 时， 得 ，即0t = 0 0|ts v=¢ = 1 0C v=

2
0 0 2

1d
2

s gt v t gt v t C= + = + +ò（ ）

当 时， 得 .0t = 0 0|ts s= = 2 0C s=
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2
0 0

1
2

s gt v t s= + +

为所求特解.

2、形如 的二阶微分方程( )y f y¢¢ =
2d2 d =2 d =2 d =d( )

d
yy y y y y y
x
¢

¢¢ ¢ ¢ ¢因

故 2
12 ( )d .y f y y C¢ = +ò

2d( ) 2 ( )dy f y y¢ =即

注：相当于代换 ( ).y p p y¢ = =
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分离变量并积分，得

2

1

d .
2 ( )d

y x C
f y y C

= ± +
+

ò
ò

例 2 求单摆运动微分方程

2

2

d sin 0
d

g
t l
q q+ =

的通解. 

解 代入上面的公式，得( ) singf
l

q q= -

1d 2 ( )d d ,y f y y C x= +ò



常微分方程(第三讲) 6

2

1

d ,
2 sin d

t C
gC
l

q

q q
= ± +

-
ò

ò
积分得

为所求通解.

2

1

d

2 cos
t C

gC
l

q

q
= ± +

+
ò

注：通常取 sinq q» ，

sin .ga t
l

q =特解：

=0 =0| 0, |t t
ga
l

q q ¢= =且 ，

1 2sin( )gC t C
l

q = +通解： ；

2

d
cos
x g t B

lA x
= ± +

+
ò

注：等价于椭圆积分
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3、形如 的二阶微分方程( )y f y¢¢ ¢=

( ),y p p x¢ = =令 则方程变为
d ( )
d
p f p
x
=

积分得 1.
d
( )
p x C

f p
= +ò

d( ) ,
( )
pp

f p
j = ò令 即 1.( )p x Cj = +

若可求其反函数： 1( , )p y g x C¢= =

1 2( , )d .y g x C x C= +ò则积分可得：

当 时，( ) 0f p ¹
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若 的反函数不易求出，则两边

对 y 求导，得

1( )p x Cj = +

分离变量并求积分，得

2( )d ( ) ( )d .y p p p p p p p Cj j j¢= = - +ò ò

d 1( ) ,
d
pp
y p

j¢ =

1

2

( ) ,

( ) ( )d .

x p C

y p p p p C

j

j j

= -ìï
í

= - +ïî ò
从而得通解：

即，奇解

当 时，( ) 0f a =

,y a¢ = .y ax C= +
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例 3

解

求解悬链线微分方程

O

H A

M

T

gsr

q

x

y

2

0 0

1 1 ,

| , | 0.x x

y y
a

y a y= =

ì ¢¢ ¢= +ï
í
ï ¢= =î

令 ，则y p¢ =

2d 1 1 ,
d
p p
x a
= +

12

d ,
1
p x C

ap
= +

+
ò
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0 0| , | 0x xy a y= =¢= = ，

1sinh( );xy p C
a

¢ = = +

.cosh
a
xay =

代入初始条件：

得到特解（悬链线）

积分,可得：

1 2cosh( ) .xy a C C
a

= + +

再积分,得：
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二阶线性齐次微分方程的标准形式

二阶线性非齐次微分方程的标准形式

2

2

d d( ) ( ) ( )
d d
y yP x Q x y f x
x x
+ + =

2

2

d d( ) ( ) 0
d d
y yP x Q x y
x x
+ + = （1）

（2）

2  二阶线性微分方程
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即，二阶线性微分方程

时，当 0)( =xf 二阶线性齐次微分方程；

时，当 0)( ¹xf 二阶线性非齐次微分方程.

2

2

d d( ) ( ) ( )
d d
y yP x Q x y f x
x x
+ + =
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二阶线性微分方程的解的结构

1、二阶齐次方程解的结构:

定理 1   若函数 )(1 xy 与 )(2 xy 是方程(1)的两 

个解,  则 2211 yCyCy += 也是(1)的解（ 21, CC  

是常数）. 

问题： 一定是通解吗？2211 yCyCy +=
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函数的线性相关性： 

如,

xx 22 sin,cos1，

2e e , ex x x-， 线性无关；

线性相关.

时，当 ),( ¥+-¥Îx

设 nyyy ,,, 21 ! 为定义在区间I内的n个函数． 

若存在n个不全为零的常数使在该区间内有式 

恒成立，则称这n个函数在区间I内线性相关． 

02211 =+++ nn ykykyk !

否则，线性无关.
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特别地，若在 I上有 常数，¹
)(
)(

2

1

xy
xy

 则函数 )(1 xy

与 )(2 xy 在 I上线性无关. 

如： ,0=+¢¢ yy ,sin,cos 21 xyxy ==

,tan
1

2 常数且 ¹= x
y
y .sincos 21 xCxCy +=

定理 1¢    若 )(1 xy 与 )(2 xy 是方程(1)的两个 

线性无关的特解, 则 2211 yCyCy += 就是方程 

(1)的通解. 
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2、二阶非齐次线性方程的解的结构:

定理 2  设 *y  是二阶非齐次线性方程（2）的一 

个特解, Y是与方程 (2) 对应的齐次方程 (1)的 

通解, 那么 *yYy +=  是二阶非齐次线性微分方 

程(2)的通解. 

证明  将 *yYy += 代入非齐次方程(2)直接检验. 

可知 *yYy += 是方程(2)的解. 又因为 y Y= 对 

的齐次方程的通解，所以必含两个任意常数. 
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解的叠加原理

定理 2¢  设非齐次方程(2)的右端 )(xf 是几个函 

数之和, 如， 1 2( ) ( ) ( )f x f x f x= + , 

而 *
1y 与 *

2y 分别是方程  

   )()()( 1 xfyxQyxPy =+¢+¢¢  

和 

   )()()( 2 xfyxQyxPy =+¢+¢¢  

的特解, 那么 *
2

*
1 yy + 就是原方程的特解. 
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求解的降阶法与常数变易法

1、齐次线性方程求线性无关特解---降阶法

的一个非零特解，是方程设 )1(1y

2 1( ) ,y u x y=令 代入(1)式,  得

,0))()(())(2( 111111 =+¢+¢¢+¢+¢+¢¢ uyxQyxPyuyxPyuy

1 1 1(2 ( ) ) 0.y u y P x y u¢¢ ¢ ¢+ + =即



常微分方程(第三讲) 19

解得
( )d

2
1

1 e ,P x xp u
y

-ò¢= =

( )d

2
1

1 e dP x xu x
y

-ò\ = ò
( )d2

2 1 1 e d ,P x xy y y x-- ò= ò
刘维尔公式

（3）

1 1 1(2 ( ) ) 0.y p y P x y p¢ ¢+ + =

降阶方程
( ),u p p x¢ = =再令 则有 p 的一阶方程:
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定理 3  设 1y 为二次齐次方程(1)的一个非零特解，

则齐次方程（1）的通解为：    

例6 已知 1 exy = 为微分方程  

2 0y y y¢¢ ¢- + =  

的一个特解，求其通解. 

解  由刘维尔公式，方程的另一个特解为  
2d2

2 e e e d e d exx x x xy x x x- ò= = =ò ò ， 

所以， 1 1 2 2 1 2+ = + exy C y C y C C x= （ ） 为其通解. 

（4）( )d2
1 1 2 1 1 e d .P x xy C y C y y x-- ò= + ò
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例 7  验证
2

1y x= 为方程 0432 =+¢-¢¢ yyxyx 的解，

求一个与该解线性无关的特解。 

解  方程的标准形为  
2

3 4 0y y y
x x

¢¢ ¢- + =
， 

3d2 4 2 4 3ln
2 e d e d

x xxy x x x x x x- -ò= =ò ò 	

由刘维尔公式，方程的另一个特解为  

2 1 2d ln .x x x x x-= =ò
�� ���

�
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2、求解非齐次线性方程通解---常数变易法

设对应齐次方程通解为：

1 1 2 2 .Y C y C y= +

非齐次方程通解为： 2211 )()( yxcyxcy +=

22112211 )()()()( yxcyxcyxcyxcy ¢+¢+¢+¢=¢

令 0)()( 2211 =¢+¢ yxcyxc

22112211 )()()()( yxcyxcyxcyxcy ¢¢+¢¢+¢¢+¢¢=¢¢
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得代入方程将 ),2(,, yyy ¢¢¢

)())()()((
))()()(()()(

2222

11112211

xfyxQyxPyxc
yxQyxPyxcyxcyxc

=+¢+¢¢+
+¢+¢¢+¢¢+¢¢

)()()( 2211 xfyxcyxc =¢¢+¢¢

(5)
联立方程组:

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) 0,
( ) ( ) ( ).

y c x y c x
y c x y c x f x
¢ ¢+ =ì

í ¢ ¢ ¢ ¢+ =î

1 2

1 2

( ) 0,
y y

w x
y y

= ¹
¢ ¢

!系数行列式
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,
)(
)()( 2

1 xw
xfyxc -=¢\ ,

)(
)()( 1

2 xw
xfyxc =¢

积分可得： 1 1 2
( )( ) d ,
( )
f xc x C y x
w x

= - ò

2 2 1
( )( ) d ,
( )
f xc x C y x
w x

= + ò
非齐次方程通解为：

1 1 2 2 1 2 2 1
( ) ( )d d .
( ) ( )
f x f xy C y C y y y x y y x
w x w x

= + - +ò ò

(6)
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.1
1
1

1
的通解求方程 -=

-
-¢

-
+¢¢ xy

x
y

x
xy

解 ,0
1
1

1
1 =

-
-

-
+

xx
x

! 齐次方程特解为

1 e .xy = 由刘维尔公式(3)

d2 1
2 e e e d .

x xx x xy x x
-- -ò= = -ò

对应齐次方程的通解为:

1 2e .xY C C x= +

例 8
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1 2( )e ( ) ,xy c x c x x= +设原方程的通解为

1 2

1 2

e ( ) ( ) 0,

e ( ) ( ) 1.

x

x

c x xc x

c x c x x

¢ ¢ì + =ï
í

¢ ¢+ = -ïî

解得

1 1( ) e ex xc x x C- -= - - + ，22 )( Cxxc +-=

原方程的通解： 2
1 2e 1.xy C C x x x= + - - -

1 2( ) ( )c x c x¢ ¢， 应满足方程组（5）

1( ) e ,xc x x -¢ = 2( ) 1.c x¢ = -

即
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e
( ) e (1 ),

e 1

x
x

x

x
w x x= = -

若用公式（6）求解，先要计算

于是

即，原方程的通解为

1 1 1( ) e d ( 1)e ,x xc x C x x C x- -= - = - +ò
2 2 1( ) d ,c x C x C x= - = -ò

2
1 2 1 2( )e ( ) e 1.x xy c x c x x C C x x x= + = + - - -
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定理 4  设 1y 为二次齐次方程(1)的一个非零特解，则

非齐次方程（2）的一个特解为： 

（7）

（8）

*
2 1 1 2

( ) ( )d d ,
( ) ( )
f x f xy y y x y y x
w x w x

= -ò ò

( )d ( )d* 2
1 1 1[ e ( )e d ]d .P x x P x xy y y y f x x x-- ò ò= ò ò

其中 2y 由公式（3）确定. 

定理 3¢  设 1y 为二次齐次方程(1)的一个非零特解，

则非齐次方程（2）的一个特解为： 
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证   设 1y 为齐次方程(1)的一个非零特解，设非齐次 

方程(2)的一个非零特解为
*

1 ( )y y u x= ，则 

* *
1 1 1 1 1, 2 ,y y u y u y y u y u y u¢ ¢¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢= + = + +

将以上各式代入非齐次方程(2)并整理，得 

1 1 1( 2 ) ( ),y u Py y u f x¢¢ ¢ ¢+ + =

1

1 1

( )( 2 ) ,y f xu P u
y y
¢

¢¢ ¢+ + =即 

这是关于u¢的一阶线性微分方程，代入公式得 
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从而， 
*

1 ( )y y u x=
 为所求. 

1 1

1 1
( 2 )d ( 2 )d

1

( )e e d
y y

P x P x
y yf xu x

y

¢ ¢
- + +ò ò¢ = ò

于是 

1

( )d ( )d2
1e ( )e d .P x x P x xy y f x x-- ò ò= ò

1

( )d ( )d2
1( ) [ e ( )e d ]d ,P x x P x xu x y y f x x x-- ò ò= ò ò
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42 e .xy y y x¢¢ ¢- + =求微分方程 的通解

解 观察得 为对应的齐次方程的解.1 exy =

由公式（3）
2d2

2 e e e d e .xx x xy x x- ò= =ò
所以齐次方程的通解为：

1 2 e .xY C C x= +（ ）

例 9

因为
1 2 2

1 2

e e
( ) e 0,

e ( 1)e

x x
x

x x

y y x
w x

y y x
= = = ¹

¢ ¢ +
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*
2 1 1 2

( ) ( )d d
( ) ( )
f x f xy y y x y y x
w x w x

= -ò ò
4 4

2 2

e ee e d e e d
e e

x x
x x x x

x x

x xx x x x= -ò ò

方程的通解为： 

4 5 61e d e d e
30

x x xx x x x x x= - =ò ò

6
1 2

1( )e .
30

xy C C x x= + +

根据定理 3¢非齐次方程的一个特解为： 
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又根据定理 4 非齐次方程的一个特解为： 

d d* 2
1 1 1[ e ( )e d ]dP x P xy y y y f x x x-- ò ò= ò ò

2d 2d2 4e [e e e e e d ]dx xx x x xx x x-- ò ò= ò ò
4 5 61 1e [ d ]d e d e .

5 30
x x xx x x x x x= = =ò ò ò

6
1 2

1 )e .
30

xy C C x x= + +（

于是，方程的通解为： 
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注意： 

1 2
1 2 1 2

1 2

( )
y y

w x y y y y
y y

¢ ¢= = -
¢ ¢  

( )d2
1 1 1 1 2= [ e d ]P x xy y y x y y-- ò ¢ ¢-ò

( )d ( )d2 1
1 1 1 1 1 2= [ e d e ]P x x P x xy y y x y y y- -- -ò ò¢ ¢+ -ò

( )d
1 2 1 2

( )d

= +e

=e .

P x x

P x x

y y y y-

-

ò¢ ¢-

ò
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*
2 1 1 2

( ) ( )d d
( ) ( )
f x f xy y y x y y x
w x w x

= -ò ò

( )d ( )d2
1 1 1[ e ( )e d ]d .P x x P x xy y y f x x x-- ò ò= ò ò

实际上，定理 4也可由（7）式直接获得： 

2
2 1 1 1

1

( ) ( )d d
( ) ( )

yf x f xy y x y y x
w x y w x

= -ò ò

2
1 1

1

( )[( ) d ]d
( )

y f xy y x x
y w x

¢= ò ò
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一般二阶微分方程解法：

通过代换将其化成较低阶方程求解.

( ) ,y f x¢¢ = ( ) .y f y¢¢ ¢=( ) ,y f y¢¢ =

( , ) .y f y y¢¢ ¢=( , ) ,y f x y¢¢ ¢=

主要有下面三个特殊类型：

还可用于下面两个类型：

3 小结与思考题
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二阶线性方程求解主要内容：

线性方程解的结构；函数的线性相关性；

降阶法与常数变易法.
补充内容 （观察特解！）0)()( =+¢+¢¢ yxQyxPy

,0)()()1( =+ xxQxP若 ;xy =特解

,0)()(1)2( =++ xQxP若 e ;xy =特解

,0)()(1)3( =+- xQxP若 e .xy -=特解
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思考题

      已知 31 =y ， 2
2 3 xy += ，

2
3 3 exy x= + +

都是微分方程 

 
( ) ( ) ( ) ( )162222 22 -=-+¢--¢¢- xyxyxyxx  
 
的解，求此方程的通解. 
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思考题解答

321 ,, yyy! 都是微分方程的解,

3 2 e ,xy y\ - = ,212 xyy =-
是对应齐次方程的解,

3 2
2

2 1

exy y
y y x
-

=
-

! ¹常数

所求通解为\
2

1 2e 3.xC C x= + +

( ) ( )1 3 2 2 2 1 1y C y y C y y y= - + - +
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一、求下列各微分方程的通解: 

1．
2e xy x -¢¢ = ；         2.

1 exy y x
x

¢¢ ¢= + ； 

3． yyy ¢+¢=¢¢ 3)( ；    4. 0
1
2 2 =¢
-

+¢¢ y
y

y . 

二、 求下列各微分方程满足所给初始条件的特解: 

1. 1,2,ln 11 =¢-=
¢

¢=¢¢ == xx yy
x
yyyx ； 

2. 2,1),(2 00
2 =¢=¢-¢=¢¢ == xx yyyyyy . 

课堂练习题
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三、 验证
2

1
xy e= 是方程 0)24(4 2 =-+¢-¢¢ yxyxy  

的解,并写出该方程的通解. 

四、验证
2

1 e xy = 是方程 08)12(2)12( =+¢+-¢¢- yyxyx  

的一个解,求此方程的通解. 

五、已知
1

1 exy x-= 为方程 2 0xy y xy¢¢ ¢+ - = 的解，

求非齐次方程
xxyyyx e=-¢+¢¢ 2 的通解. 
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六、已知齐次线性方程 02 =+¢-¢¢ yyxyx 的通 

解为 xxCxCxY ln)( 21 += ,求非齐次线性方 

程 xyyxyx -=+¢-¢¢2
 的通解. 
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一、1．
2

1 2
1 ( 1)e
4

xy x C x C-= + + + ；   

    2．
2

1 2( 1)exy x C x C= + + + ； 

    3． 2 1arcsin( e )xy C C= + ；4. 
1

1 21 ( )y C x C -= - + . 

二、1．
1( 1)e xy x -= - + ；  2.

πtan( )
4

y x= + . 

课堂练习题答案

三、
2

)( 21
xxCCy e+= ；  四、 )14( 2

2
2

1 ++= xCCy xe ； 

五、 1 2
1 e( e e )

2

x
x xy C C

x
-= + + ；六、 ||ln

2
1||ln 2

21 xxxxCxCy -+= . 


