
第七章 常微分方程
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第一讲: 微分方程基本概念
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引例 1 一曲线通过点(1,2),且在该曲线上任一点
),( yxM 处的切线的斜率为 x2 ,求这曲线的方程. 

解 )(xyy =设所求曲线为
d 2
d
y x
x
=

2 dy x x= ò2,1 == yx 时其中 ,2 Cxy +=即

,1=C求得 .12 += xy所求曲线方程为

1、问题的提出

1  微分方程的定义
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解 )(, tssst =米秒钟行驶设制动后

2

2

d 0.4;
d
s
t
= -

1
d 0.4
d
sv t C
t

= = - + 21
22.0 CtCts ++-=

当 0t = 时，
d0, 20
d
ss v
t

= = = ， 

引例 2   列车在平直的线路上以 20 米/秒的速度 

行驶,当制动时列车获得加速度 4.0- 米/秒
2
,问开 

始制动后多少时间列车才能停住？以及列车在这 

段时间内行驶了多少路程？ 
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代入条件后知 0,20 21 == CC

,202.0 2 tts +-=

d 0.4 20,
d
sv t
t

= = - +

故

),(50
4.0
20

秒==t

列车在这段时间内行驶了

).(5005020502.0 2 米=´+´-=s

开始制动到列车完全停住共需
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微分方程: 凡含有未知函数的导数或微分的方

如 ,xyy =¢

2( )d d 0,t x t x x+ + =

2 3 e ,xy y y¢¢ ¢+ - =

,yx
x
z

+=
¶
¶

实质: 联系自变量,未知函数以及未知函数的

2、微分方程的定义

程叫微分方程.

某些导数(或微分)之间的关系式.
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微分方程的阶: 微分方程中出现的未知函数

分类1: 常微分与偏微分方程.

,0),,( =¢yyxF

一阶与高阶微分方程.

( , ).y f x y¢ =

,0),,,,( )( =¢ nyyyxF ! ).,,,,( )1()( -¢= nn yyyxfy !

分类2:

的最高阶导数的阶数.

一阶微分方程：

高阶 微分方程:( 2)n ³
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齐次微分方程：

若
( ) ( )( , , , , ) ( , , , , ),n k nF x ty ty ty t F x y y y¢ ¢=! !

则称方程
( )( , , , , ) 0nF x y y y¢ =!

分类3: 齐次与非齐次微分方程.

为 阶 次齐次微分方程.否则称为非齐次微分

方程.

n k
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分类5: 微分方程与微分方程组.

3 2 ,
2 .

x

x

y y z
z y z
¢ = -ì

í ¢ = -î

分类4: 线性与非线性微分方程.

),()( xQyxPy =+¢如，线性微分方程：

2( ) 2 0.x y yy x¢ ¢- + =非线性微分方程：



常微分方程(第一讲) 9

微分方程的解: 使微分方程成为恒等式的函数.    

,)( 阶导数上有在区间设 nIxy j=

.0))(,),(),(,( )( =jj¢j xxxxF n
!

微分方程的解的分类：

(1)通解: 微分方程的解中含有任意常数,且任

意常数的个数与微分方程的阶数相同.

3  微分方程的解
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,y y¢ =如， xy Ce ;=通解

,0=+¢¢ yy y C x C x1 2sin cos ;= +通解

例 3 求函数 1 2e cos e sinx xy C x C x= + 所满足的 
微分方程. 

解 得的一阶和二阶导数求已知函数对 ,x

1 2e (cos sin ) e (cos sin )x xy C x x C x x¢ = - + +
 

1 2e ( 2sin ) e (2cos )x xy C x C x¢¢ = - +  
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因为函数e cosx x和e sinx x所线性无关，所以 

函数 1 2e cos e sinx xy C x C x= + 中的参数 21 CC和 独立， 

从以上函数 y和导函数 'y 的表达式中解出 1C 和 2C  

将其代入函数 1 2e ( 2sin ) e (2cos )x xy C x C x¢¢ = - + ，

得微分方程  2 2 0y y y¢¢ ¢- + = ， 

1

2

e [ (sin cos ) sin ]

e [ (sin cos ) cos ]

x

x

C y x x y x

C y x x y x

-

-

¢= + -

¢= - + 	

而函数 1 2e cos e sinx xy C x C x= + 为它的通解. 

得 
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(2)特解:  确定了通解中任意常数以后的解.

解的图象:  微分方程的积分曲线.

通解的图象: 积分曲线族.

初始条件:  用来确定任意常数的条件.

过定点的积分曲线;
î
í
ì

=
=¢

= 00

),(
yy
yxfy

xx

一阶:

初值问题: 求微分方程满足初始条件的解的问题.
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二阶:
î
í
ì

¢=¢=

¢=¢¢

== 00 00
,

),,(
yyyy

yyxfy

xxxx

过定点且在定点的切线的斜率为定值的积分曲线.

补充: 微分方程的初等解法: 初等积分法.

求解微分方程 求积分

(通解可用初等函数或积分表示出来)
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解 1 2
d sin cos ,
d
x kC kt kC kt
t
= - +!

2
2 2

1 22

d cos sin ,
d
x k C kt k C kt
t
= - -

例 4 验证:函数 ktCktCx sincos 21 += 是微分 

方程
2

2
2

d 0
d
x k x
t
+ = 的解，并求满足初始条件 

0
0

d, 0
dt

t

xx A
t=

=

= = 的特解. 
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将
2

2

d
d
x
t
和 x的表达式代入原方程，得 

2 2
1 2 1 2( cos sin ) ( cos sin )

0.
k C kt C kt k C kt C kt- + + +

º

.sincos 21 是原方程的解故 ktCktCx +=

0
0

d, 0,
dt

t

xx A
t=

=

= =! .0, 21 ==\ CAC

所求特解为 .cosktAx =
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例 5 有高为1米的半球形容器, 水从它的底部小

4 建立微分方程

孔流出, 小孔横截面积为1平方厘米(如图).  开始

时容器内盛满了水, 水从小孔流出过程中容器里

水面的高度h(水面与孔口中心间的距离)随时间t

变化,试建立其微分方程.

解 由力学知识得,水从孔口流
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cm100

h

o
r

h
dhh+

出的流量为

d 0.62 2 ,
d
VQ S gh
t

= = ×

流量系数 孔口截面面积 重力加速度

d 0.62 2 d , (1)V gh t\ =1=S! ,cm2

设在微小的时间间隔 ],,[ ttt D+

水面的高度由h降至 ,hh D+ 2d π d ,V r h= -
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,200)100(100 222 hhhr -=--=!

2d π(200 )d , (2)V h h h\ = - -

比较(1)和(2)得:
2π(200 )d 0.62 2 d ,h h h gh t- - =

即为未知函数的微分方程，化简得

3

0

πd (200 )d ,
0.62 2

| 100.t

t h h h
g

h =

ì = - -ï
í
ï =î
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状态下，绳索曲线的微分方程.

试建立在平衡下垂绳索仅受重力的作用而

索，两端固定，设有一均匀、柔软的绳

.
例 6

解 如图建立坐标系，设

).(xyy =绳索曲线方程为

O

H A

M

T

gsr

q

x

y

之间的其上任意点 ),( yxM

., sAM 其长记为弧段

A考虑绳索最低点 和
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的重量为，则弧假设绳索的线密度为 AMr

一点的张力平行由于绳索柔软，故在每.gsr

点处在设弧向外于该点处的切线，方向 AAM.

的且切线点处的张力为在的张力为 MTTMH ,,

.q倾角为

的外力相互平衡，故由于作用于弧段AM

.cossin HTgsT == qrq
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:两式相除，并注意到

2

0
tan , 1 d .

x
y s y xq¢ ¢= = +ò

2

0

1 1 d , .
x Hy y x a

a gr
¢ ¢= + =ò 其中

从而可得微积分方程：

求导，得微分方程：进一步，两边对x

.11 2y
a

y ¢+=¢¢
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:,|| 则初始条件为设 aOA =

.0|,| 00 =¢= == xx yay

2

0 0

1 1 ,

| , | 0.x x

y y
a

y a y= =

ì ¢¢ ¢= +ï
í
ï ¢= =î

于是，带初始条件的微分方程为

（悬链线方程）
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微分方程; 微分方程的阶; 微分方程的解;

通解; 初始条件; 特解; 初值问题; 积分曲线.

5  小结与思考题
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思考题

    函数 xy 2e3= 是微分方程 04 =-¢¢ yy 的

一个解吗？什么解? 
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思考题解答

,e6 2xy =¢! ,e12 2xy =¢¢

=-¢¢ yy 4 ,0e34e12 22 =×- xx

xy 2e3=! 中不含任意常数,

故为微分方程的特解.
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一、 填空题: 

 1、 1052 2 =+¢¢+¢¢¢ yxyyx 是_____微分方程； 

2、 0
d
d

d
d

2

2

=++
c
Q

t
QR

t
QL 是_____微分方程； 

3、 qr
q
r 22 sin
d
d

=+ 是_____微分方程. 

二、确定函数关系式 )sin( 21 CxCy -= 所含的参数,使其 

满足初始条件 1=p=xy , 0=¢ p=xy . 

课堂练习题
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四、已知函数 1ee -+-= - xbay xx
,其中 ba , 为任 

意常数,试求函数所满足的微分方程 . 

三、设曲线上点 ),( yxP 处的法线与x轴的交点为Q,且 

线段PQ被 y轴平分,试写出该曲线所满足的微分方程. 
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一、1、三阶线性非齐次（单个）常； 

2、二阶线性齐次（单个）常； 

3、一阶非线性非齐次（单个）常. 

二、 1 2
π1, 2 π , 0, 1, 2, .
2

C C k k= = + = ± ± !  

三、 02 =+¢ xyy .          四、 xyy -=-¢¢ 1 . 

课堂练习题答案


