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定积分在几何上的应用
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1、微元法

引例 曲边梯形面积 ( )d
b

a
A f x x= ò

曲边梯形由连续曲线

)(xfy = )0)(( ³xf 、

x轴与两条直线 ax = 、

bx = 所围成。
a b x

y

o

)(xfy =

面积 ?A =  

1  定积分的几何应用
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面积表示为定积分的步骤如下

（1）把区间 ],[ ba 分成n个长度为 ixD 的小区间， 

（2）计算 iAD 的近似值

iii xfA D»D )(x ii xDÎx

（3）求和，得A的近似值 .)(
1

ii

n

i

xfA D» å
=

x

相应的曲边梯形被分为n个小窄曲边梯形，第i    

个小窄曲边梯形的面积为 iAD ，则 å
=
D=

n

i
iAA

1
. 



积，则 åD= AA ，并取 ( )dA f x xD » ， 
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（4）求极限，得A的精确值

ii

n

i
xfA D= å

=®
)(lim

10
x

l
( )d

b

a
f x x= ò

提示 若用 AD  表示任一小区间 

lim ( )dA f x x= å ( )d .
b

a
f x x= ò

a b x

y

o

)(xfy =

x dx x+

Ad

面
积
元
素

],[ xxx D+ 上的窄曲边梯形的面积， 

于是 ( )dA f x x»å  
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一般地，当所求量U符合下列条件： 

（1）U是与变量x的变化区间[ , ]a b 有关的量； 

（2）U对于区间[ , ]a b 具有可加性，即如果把 

（3）部分量 iUD 的近似值可表示为 ii xf D)(x ； 

就可以考虑用定积分来表达这个量U . 

区间[ , ]a b 分成许多部分区间，则U相应地分 

成许多部分量，而U等于所有部分量之和； 
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微元法的一般步骤：

（1）根据问题的具体情况，选取一个变量例如 

（2）把区间[ , ]a b 分成n个小区间，取其中任一小 
x为积分变量，并确定它的变化区间[ , ]a b ； 

区间，记为[ , d ]x x x+ ，求出该小区间对应的量 

UD 的近似值.   若 UD 能近似地表为[ , ]a b 上的一 
个连续函数在x处的值 )(xf 与dx的乘积，就称 

( )df x x为所求量U的微元，记作dU，即  

d ( )dU f x x=
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（3）以所求量U的微元 ( )df x x为被积表达式， 

这个方法通常叫做微元法或元素法．

应用方向：平面图形的面积；体积；平面曲线

的弧长；功；水压力；引力和平均值等．

在区间 ],[ ba 上作定积分，得 

此即为所求量U的积分表达式. 

( )d
b

a
U f x x= ò



第六章定积分的应用 8

x

y

o

)(xfy =

a b x

y

o

)(1 xfy =

)(2 xfy =

a b

曲边梯形的面积

( )d
b

a
A f x x= ò

曲边梯形的面积

2 1[ ( ) ( )]d
b

a
A f x f x x= -ò

2、直角坐标系情形

x x x+ D x x x+ D
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例 1 计算由两条抛物线 xy =2 和 2xy = 所围成的

图形的面积. 

解 两曲线的交点

)1,1()0,0(

面积元素 2d ( )dA x x x= -

选 为积分变量x ]1,0[Îx

1 2

0
( )dA x x x= -ò

1

0

3

33
2

2
3

ú
û

ù
ê
ë

é
-=
xx .

3
1

=

2xy =

2yx =
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例 2  计算由曲线 xxy 63 -= 和 2xy = 所围成

的图形的面积.

解 两曲线的交点

).9,3(),4,2(),0,0( -Þ
î
í
ì

=

-=
2

3 6
xy

xxy

选 为积分变量x ]3,2[-Îx

],0,2[)1( -Îx 3 2
1d ( 6 )dA x x x x= - -

],3,0[)2( Îx 2 3
2d ( 6 )dA x x x x= - +

2xy =

xxy 63 -=
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于是所求面积 21 AAA +=

0 3 2

2
( 6 )dA x x x x

-
= - -ò

3 2 3

0
( 6 )dx x x x+ - +ò

.
12
253

=

说明：注意各积分区间上被积函数的形式．

问题：积分变量只能选 吗？x
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例 3  计算由曲线 xy 22 = 和直线 4-= xy 所围

成的图形的面积.
解 两曲线的交点

).4,8(),2,2( -Þ
î
í
ì

-=
=

4
22

xy
xy

选 为积分变量y ]4,2[-Îy
2

d 4 d ,
2
yA y y

æ ö
= + -ç ÷
è ø

24

2
4 d 18.

2
yA y y

-

æ ö
= + - =ç ÷

è ø
ò

xy 22 =

4-= xy
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设曲边梯形的曲边为参数方程：
( )
,

( )
x t
y t

j
y

=ì
í =î

则曲边梯形的面积
2

1
( ) ( )d .

t

t
A t t ty j¢= ò

其中参数值 t的变化范围在 1t 和 2t 之间，且在 

[ 1t , 2t ]上 )(tx j= 具有连续导数， )(ty y= 连续. 

3、参数方程情形
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例 4  求椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

的面积.

解 椭圆的参数方程
î
í
ì

=
=

tby
tax

sin
cos

由对称性知总面积等于4倍第一象限部分面积．

0
4 d

a
A y x= ò π

2

0
4 sin d( cos )b t a t= ò

π
2 2

0
4 sin dab t t= ò π .ab=



21 [ ( )] d .
2

A
b

a
j q q= ò

第六章定积分的应用 15

设由曲线 )(qj=r 及射线 

xo

bq =

qd

aq = q

qq d+

面积元素 21d [ ( )] d
2

A j q q=

曲边扇形的面积

4、极坐标系情形

)(qj=raq = 、 bq = 围成一曲边扇 

形，求其面积．这里， )(qj  

在 ],[ ba 上连续，且 0)( ³qj ． 
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例 5  求双纽线 qr 2cos22 a= 所围平面图形

的面积.

解 由对称性知总面积=4倍第一象限部分面积

14AA =
π
4 2

0
2 cos 2 da q q= ò

.2a=

xy =

qr 2cos22 a=

1A

2 π/4
0sin 2 |a q=
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例 6 求心形线 )cos1( q+= ar 所围平面图形的

面积 )0( >a .

解 2 21d (1 cos ) d
2

A a q q= +

利用对称性知

.
2
3 2ap=

qd

π2 2

0

12 (1 cos ) d
2

A a q q= × +ò
π2 4

0
4 cos d ( )

2 2
a tq q

q= =ò
π/22 4 2

0

3π8 cos d 8
16

a t t a= =ò
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求在直角坐标系下、参数方程形式

下、极坐标系下平面图形的面积.

（注意恰当的选择积分变量有助于简化

积分运算）

小结与思考题
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思考题

设曲线 )(xfy = 过原点 )0,0( 及 )3,2( ，单调增加

并连续可导. 过曲线上任一点 ),( yx 作两坐标轴

的平行线，其中一条平行线与 x轴及曲线围成

的面积为另一条平行线与 y轴及曲线围成的面

积的 2倍，求该曲线方程. 
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思考题解答

1S

2S

x

y

o

)(xfy =
),( yx12 2SS =

2 0
( )d

x
S f x x= ò!

1 2 0
( )d

x
S xy S xy f x x= - = - ò

0 0
( )d 2[ ( )d ]

x x
f x x xy f x x\ = -ò ò
0

3 ( )d 2 ,
x
f x x xyÞ =ò 两边同时对 求导x
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3 2 2y y xy¢= + 2xy y¢Þ =

积分，得
2 ,y Cx=

因为曲线 )(xfy = 过点 )3,2( 9
2

CÞ =

,
2
92 xy =\ 因为 )(xf 为单调增加函数 

所以，所求曲线为：

].2,0[,2
2
3

Î= xxy
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一、 填空题： 

1. 由曲线
1 1e , e
2 2

xy y= = 及 y轴所围成平面区域的面积 

是__________； 

2. 由曲线
22 xy -= 及直线 xy = 所围成平面区域的面积 

是__________； 

3. 由曲线 1,1,1,1 2 =-==-= xxyxxy 所围成平

面区域的面积是__________. 

课堂练习题
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二、 求由下列各曲线所围成的图形的面积： 

1. =y 2x 与直线 xy = 及 xy 2= . 

2. 求星形线
î
í
ì

=

=

tay
tax

3

3

sin
cos

所围图形的面积. 

*三、设曲线 2xy = 与它的两条相互垂直的切线所围成的 

平面图形面积为S，其中一条切线的切点为 ),( 2aaA ， 

（ 0>a ），求S，并确定a的值使得面积S最小. 
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一、1.  
2
1
；      2.  

2
9
；      3.  2.  

     

二、1.  
6
7
；      2.  23 π

8
a .    

 

*三、  
3

1
2

1 2 1, ( ) | .
2 3 12a

a S a a
=

= = =
.
 

课堂练习题答案
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旋转体就是由一个平面图形饶这平面内

一条直线旋转一周而成的立体．这直线叫做

旋转轴．

圆柱 圆锥 圆台

5、旋转体的体积
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一般地，如果旋转体是由连续曲线 )(xfy = ， 

取积分变量为x， ],,[ baxÎ 在 ],[ ba 上 

x dxx + x

y

o

)(xfy =

直线 ax = 、 bx = 及x轴所围成的曲边梯形绕x  

轴旋转一周而成的立体，体积为多少？ 

任取小区间[ , d ]x x x+ ， 

取以 dx  为底的窄边梯 

形绕x轴旋转而成的薄 

片的体积为体积元素， 
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2d π[ ( )] dV f x x=

旋转体的体积为： 2π[ ( )] d
b

a
V f x x= ò

类似，若旋转体是由连续曲线 )( yx j= 、直线 

2π[ ( )] d
d

c
V y yj= ò x

y

o

)( yx j=
c

d

cy = 、 dy = 及 y轴所围成 

的曲边梯形绕 y轴旋转一周 

而成的立体，其体积为： 
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y

例 7  连接坐标原点O及点 ),( rhP 的直线、直线

hx = 及x轴围成一个直角三角形．将它绕x轴旋
转构成一个底半径为r、高为h的圆锥体，计算
圆锥体的体积． 

r解

h

P

x
h
ry =

取积分变量为x， ],0[ hxÎ

在 ],0[ h 上任取小区间[ , d ]x x x+ ， 

x
o

直线 方程为OP
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以dx为底的窄边梯形绕x轴旋转而成的薄片
的体积为 

2

d π drV x x
h
é ù= ê úë û

圆锥体的体积

2

0
π d

h rV x x
h

æ ö= ç ÷
è øò

2 3

2
0

π
3

h
r x
h

é ù
= ê ú

ë û
21 π .

3
r h=

y

r
h

P

x
o



第六章定积分的应用 30

a- ao

y

x

例 8 求星形线 3
2

3
2

3
2

ayx =+ )0( >a 绕x轴旋转 
构成旋转体的体积. 

解1 ,3
2

3
2

3
2

xay -=!

3

3
2

3
2

2
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=\ xay

],[ aax -Î

旋转体的体积 

32 2
3 3π d

a

a
V a x x

-

æ ö
= -ç ÷

è ø
ò 332 π .

105
a=
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a- ao

y

x

解2

旋转体的体积 

2 2

0
π d 2π d

a a

a
V y x y x

-
= =ò ò

332 π .
105

a=

因星形线的参数方程为：
î
í
ì

=

=

tay
tax

3

3

sin
cos

，故 

π/23 7 2

0
6π sin cos da t t t= ò

π/2 π/23 7 9

0 0
6π [ sin d sin d ]a t t t t= -ò ò

3 6!! 8!!6π [ ]
7!! 9!!

a= - 3 6!!6π
9!!

a=
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例 9  求摆线 )sin( ttax -= ， )cos1( tay -= 的

一拱与 0=y 所围成的图形分别绕 x轴、 y轴旋

转构成旋转体的体积. 

解1 绕x轴旋转的旋转体体积 

2π 2

0
π ( )d

a

xV y x x= ò
2π 2 2

0
π (1 cos ) (1 cos )da t a t t= - × -ò

2π3 2 3

0
π (1 3cos 3cos cos )da t t t t= - + -ò 2 35π .a=

ap2ap

)(xy
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解2 绕x轴旋转的旋转体体积 

2π 2

0
π ( )d

a

xV y x x= ò
2π 2 2

0
π (1 cos ) (1 cos )da t a t t= - × -ò

3 5!!π32π
6!!2

a= 2 35π .a=

ap2πa

)(xy

2π3 6

0
8π sin d ( 2 )

2
ta t t u= =ò

π/23 6

0
32π sin da u u= ò
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绕 y轴旋转的旋转体体积 

可看作平面图OABC与OBC  

分别绕 y轴旋转构成旋转体的体积之差. 

2

2 2

0
π ( )d

a

yV x y y= ò 1

2 2

0
π ( )d

a
x y y-ò

o

y

xap2
A

BCa2 )(2 yxx =
)(1 yxx =

π 2 2

2π
π ( sin ) sin da t t a t t= - ×ò

π 2 2

0
π ( sin ) sin da t t a t t- - ×ò

2π3 2

0
π ( sin ) sin d .a t t t t= - -ò ( π)t u= +

解3
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π3 2

π
π ( π sin ) sin dyV a u u u u

-
= + +ò

3 36π .a=

π3 2 2

π
π [( sin ) π 2π( sin )]sin da u u u u u u

-
= + + + +ò

π π2 3 2

0 0
4π [ sin d sin d ]a u u u u u= +ò ò

π π/22 3 2

0 0

π4π [ sin d 2 sin d ]
2

a u u u u= +ò ò
2 3 0

π
π π4π [ cos | 2 ]
2 2!!2

a u= + × 2 3 14π [π π]
2

a= +
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补充:               如果旋转体是由连续曲线 )(xfy = 、

直线 ax = 、 bx = 及x轴所围成的曲边梯形绕
y轴旋转一周而成的立体，体积为： 

2π | ( ) |d
b

y a
V xf x x= ò

上例解4
2π

0
2π | ( ) |d

a

yV xf x x= ò
2π

0
2π ( sin ) (1 cos )d[ ( sin )]a t t a t a t t= - × - -ò

2π3 2

0
2π ( sin )(1 cos ) da t t t t= - -ò
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作变换 πt u= + ，则d dt u= ，且 

.6 33ap=

π3 2

π
2π ( π sin )(1 cos ) dyV a u u u u

-
= + + +ò

π2 3 2

0
4π (1 cos ) da u u= +ò

π2 3 4

0
16π cos d ( 2 )

2
ua u u v= =ò

π/22 3 4

0
32π cos da v v= ò

2 3 3!!π32π
4!!2

a=
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例 10  求由曲线 24 xy -= 及 0=y 所围成的图

形绕直线 3=x 旋转构成旋转体的体积. 

解 取积分变量为 y , ]4,0[Îy

体积元素为
2 2

d [π π ]dV PM QM y= -

2 2[π(3 4 ) π(3 4 ) ]dy y y= + - - - -

12π 4 d ,y y= -
4 3/2 4

00
12π 4 d(4 ) 8π(4 ) |y y y= - - - = - -ò 64π.=

3

dyP Q
M

4

0
12π 4 dV y y\ = -ò
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xo a b

6、平行截面面积为已知的立体体积

x dxx +

如果一个立体不是旋转体，但却知道该立体上

)(xA 表示过点

x且垂直于x轴
的截面面积， )(xA 为x的已知连续函数

d ( )d ,V A x x= ( )d .
b

a
V A x x= ò立体体积

垂直于一定轴的各个截面面积，那么，这个立

体的体积也可用定积分来计算.
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例 11    一平面经过半径为R的圆柱体的底圆中 

R

R-

x

yo
解 a取坐标系如图

底圆方程为 222 Ryx =+

垂直于x轴的截面为直角三角形
x

截面面积 ,tan)(
2
1)( 22 axRxA -=

立体体积 2 21 ( ) tan d
2

R

R
V R x xa

-
= -ò .tan

3
2 3 aR=

心，并与底面交成角a，计算这平面截圆柱体所 

得立体的体积. 
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例 12  求以半径为R的圆为底、平行且等于底
圆直径的线段为顶、高为h的正劈锥体的体积. 

解 取坐标系如图

底圆方程为

,222 Ryx =+ x

y

o Rx

垂直于x轴的截面为等腰三角形
截面面积 22)( xRhyhxA -=×=

立体体积 2 2d
R

R
V h R x x

-
= -ò .

2
1 2hRp=
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旋转体的体积

平行截面面积为已知的立体的体积

ïî

ï
í

ì
绕 轴旋转一周x

绕 轴旋转一周y

绕非轴直线旋转一周

小结与思考题
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*思考题

求曲线 4=xy ， 1³y ， 0>x 所围成的图

形绕 y轴旋转构成旋转体的体积. 
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思考题解答

x

y

oî
í
ì

=
=
1
4

y
xy

交点 ),1,4(

立体体积 2

1
π dyV x y

+¥
= ò

21

16π dy
y

+¥
= ò

¥+

úû
ù

êë
é-p=

1

16
y

.16p=

1=y
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一、 填空题： 

1、 由连续曲线 ,)(xfy = 直线 ax = ， bx =  )0( ba ££ 及 

x轴所围图形 轴绕 x 旋转一周而成的立体的体积 =xV   

______， 轴绕 y 旋转一周而成的立体的体积 =yV _____； 

2、 ( )d
b

a
V f x x= ò 常用来表示_________立体的体积； 

3、 抛物线 xy 82 = 及直线 )0( 00 >= xxx 所围成的图形绕 x 轴

旋转而成的立体的体积__________； 

4、 0,,0,cosh ==== yaxx
a
xay 所围成的图 x形绕 轴旋转而

成的立体的体积 =V ____________. 

课堂练习题



第六章定积分的应用 46

二、 有一铁铸件，它是由抛物线 1
10
1,

10
1 22 +== xyxy  

与直线 10=y 围成的图形 轴绕 y 旋转一周而成的旋

转体，算出它的质量（长度单位是厘米，铁的密度是

38.7 厘米克 ）. 

三、 设直线 baxy +=  与直线 0=x ， 1=x  及 

0=y  所围成梯形面积等于A，试求 ba ,  的值 

使这个梯形绕 y  轴旋转所得体积最小，并求这个

体积值. 



第六章定积分的应用 47

一、1、
2π ( )d

b

a
f x xò ,        2π | ( ) | d

b

a
xf x xò ； 

2、已知平行截面面积的；    

3、
2
04 xπ ；                4、 ]2sinh2[

4

3

+
aπ

. 

 

二、741 π (克).         三、 0, ; π .a b A A= = . 

课堂练习题答案
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xo

y

0MA =

nMB =1M
2M 1-nM

设A、B是曲线弧上的两个端点，在弧上插入分点 

BMMMMMA nni == - ,,,,, 110 !!

并依次连接相邻分点得一内接折线，当分点的数目 

7、平面曲线的弧长
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无限增加且每个小弧段都缩向一点时，此折现的 

长 ||
1

1å
=

-

n

i
ii MM 的极限存在，则称此极限为曲线弧 

AB的弧长. 

设曲线弧 )(xfy =     

一阶连续导数 

)( bxa ££ ， 其中 

)(xf  在 ],[ ba  上有 xo

y

a b

)(xfy =
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xo

y

a bx dxx +

取积分变量为x，在 ],[ ba 上任取小区间[ , d ]x x x+ ， 

以对应小切线段的长代替小弧段的长. 

} dy

小切线段的长： 
2 2(d ) (d )x y+ 21 dy x¢= +

弧长元素:

2d 1 ds y x¢= +

弧长公式:
21 d .

b

a
s y x¢= +ò

)(xfy =
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例 13 计算曲线 2
3

3
2 xy = 上相应于x从a到b的一

段弧的长度. 

解 ,2
1

xy =¢!

1
2 2d 1 ( ) d 1 d ,s x x x x\ = + = +

所求弧长为

1 d
b

a
s x x= +ò ].)1()1[(

3
2

2
3

2
3

ab +-+=

a b
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例 14  计算曲线 0
sin d

x
ny n q q= ò 的弧长 )0( p££ nx . 

解
nn

xny 1sin ×=¢ ,sin
n
x

=

21 d
b

a
s y x¢= +ò

π

0
1 sin d

n x x
n

= +ò
ntx = π

0
1 sin dt n t+ ×ò
2 2

π

0
sin cos 2sin cos d
2 2 2 2
t t t tn tæ ö æ ö= + +ç ÷ ç ÷

è ø è øò
π

0
sin cos d
2 2
t tn tæ ö= +ç ÷

è øò .4n=
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设曲线弧为 ,
)(
)(

î
í
ì

=
=

ty
tx

y
j

)( ba ££ t

其中 )(),( tt yj 在 ],[ ba 上具有连续导数.

2 2d (d ) (d )s x y= + 2 2 2[ ( ) ( )](d )t t tj y¢ ¢= +

2 2( ) ( )dt t tj y¢ ¢= +

弧长公式: 2 2( ) ( )d .s t t t
b

a
j y¢ ¢= +ò
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例 15  求星形线 3
2

3
2

3
2

ayx =+ )0( >a 的全长. 

解 星形线的参数方程为:

î
í
ì

=

=

tay
tax

3

3

sin
cos

)20( p££ t

根据对称性 14ss =

( ) ( )
π

2 22
0

4 dx y t¢ ¢= +ò
π
2
0

4 3 sin cos da t t t= ò .6a=

第一象限部分的弧长
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例 16 证明正弦线 xay sin=  )20( p££ x 的弧长

等于椭圆
î
í
ì

+=

=

tay

tx

sin1

cos
2

  )20( p££ t 的周长. 

证 设正弦线的弧长等于 1s
2π 2

1 0
1 ds y x¢= +ò

2π 2 2

0
1 cos da x x= +ò

设椭圆的周长为 2s  

π 2 2

0
2 1 cos d ,a x x= +ò
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( ) ( )
2π 2 2

2 0
d ,s x y t¢ ¢= +ò

根据椭圆的对称性知

( ) ( ) ( )
π 2 22

2 0
2 sin 1 cos ds t a t t= + +ò

π 2 2

0
2 1 cos da x x= +ò ,1s=

故原结论成立.

π 2 2

0
2 1 cos da t t= +ò
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设曲线弧为 )( bqa ££)(qrr =

其中 )(qr 在 ],[ ba 上具有连续导数. 

î
í
ì

=
=

qq
qq

sin)(
cos)(

ry
rx

! )( bqa ££

2 2d ds x y q¢ ¢\ = + 2 2( ) ( )d ,r rq q q¢= +

弧长公式: 2 2( ) ( )d .s r r
b

a
q q q¢= +ò
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例 17 求极坐标系下曲线

3

3
sin ÷

ø
ö

ç
è
æ=

qar 的长. 

)0( >a

解

2 2( ) ( )ds r r
b

a
q q q¢\ = +ò

3
1

3
cos

3
sin3

2

××÷
ø
ö

ç
è
æ=¢

qqar! ,
3

cos
3

sin
2 qq
×÷

ø
ö

ç
è
æ= a

3 π .
2
a=

6 4 2
3π 2 2

0
sin sin cos d
3 3 3

a aq q q
qæ ö æ ö æ ö= +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è øò
2

3π

0
sin d
3

a q
qæ ö= ç ÷

è øò

££ q0( )3p

π/2 2

0
6 sin da u u= ò
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例 18  求阿基米德螺线 qar =  )0( >a 上相应

于q从0到 p2 的弧长. 

解 ,ar =¢!

2 2( ) ( )ds r r
b

a
q q q¢\ = +ò

2 2π 1 4π ln(2π 1 4π ).
2
aa= + + + +

2π 2 2 2

0
da aq q= +ò

2π 2

0
1da q q= +ò
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平面曲线弧长的概念

直角坐标系下

参数方程情形下

极坐标系下

弧微分的概念

求弧长的公式
ïî

ï
í

ì

小结与思考题
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思考题

    闭区间 ],[ ba 上的连续曲线 )(xfy =
是否一定可求长？
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思考题解答

不一定．

仅仅有曲线连续还不够，必须保证曲线光滑

才可求长．
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一、 填空题： 

1、 由曲线
23 xy = 及

22 xy -= 所围成的平面图形的 

周长是____________. 

2、 渐伸线 )sin(cos tttax += ， )cos(sin tttay -= 上 

相应于 变到从 0t p的一段弧长为____________. 

课堂练习题
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二、 在摆线 ),sin( ttax -= )cos1( tay -= 上求分 

摆线第一拱成 3:1 的点的坐标. 

三、 证明：曲线 xy sin= )20( p££ x 的弧长等于 

椭圆 22 22 =+ yx 的周长. 
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一、1、 π
2
2

27
161326

+
- ；       2、 2

2
pa . 

  二、 ÷
ø
ö

ç
è
æ - aa

2
3),33

6
(4π . 

课堂练习题答案


