
第五章定积分

第五章 1

复 习



问题1:
曲边梯形的面积

问题2:
变速直线运动的路程

存在定理 广义积分定积分

定
积
分

的
性
质

定
积
分
的

计
算
法

牛顿-莱布尼茨公式
)()()( aFbFdxxf

b

a
-=ò

一、主要内容

第五章 2
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1、问题的提出

实例1 （求曲边梯形的面积A）

i

n

i
i xfA D= å

=®
)(lim

10
x

l

曲边梯形由连续曲线 )(xfy = )0)(( ³xf 、

x轴与两条直线 ax = 、 bx = 所围成. 
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实例2 （求变速直线运动的路程）

i

n

i
i tvs D= å

=®
)(lim

10
t

l

     设某物体作直线运动，已知速度 )(tvv = 是时间

间隔 ],[ 21 TT 上t的一个连续函数，且 0)( ³tv ，求

物体在这段时间内所经过的路程 S.

方法:分割、求和、取极限.
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2、定积分的定义

设函数 )(xf 在 ],[ ba 上有界，在 ],[ ba 中任意

若干若干个分点

bxxxxxa nn =<<<<<=
-1210 !

把区间 ],[ ba 分成n个小区间，

各小区间的长度依次为 1--=D iii xxx ， ),2,1( !=i ，

在各小区间上任取一点 ix （ ii xDÎx ），

定义

],,[],,[],,[ 12110 nn xxxxxx -!
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怎样的分法，

ò ==
b

a
Idxxf )( ii

n

i
xf Då

=®
)(lim

10
x

l
.

也不论在小区间 ],[ 1 ii xx - 上

的取法，只要当 0®l 时，和S总趋于确定的极限I，

在区间 ],[ ba 上的定积分，

记为

记 },,,max{ 21 nxxx DDD= !l ，如果不论对 ],[ ba

我们称这个极限I为函数 )(xf

作乘积 ii xf D)(x     ),2,1( !=i

点 ix 怎样

并作和 ii

n

i
xfS D=å

=
)(

1
x ，
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可积的两个充分条件：

        当函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续时， 定理1

定理2       设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上有界，

称 )(xf 在区间 ],[ ba 上可积.

且只有有限个间断点，则 )(xf 在区间

],[ ba 上可积.

3、存在定理
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4、定积分的性质

ò ±
b

a
dxxgxf )]()([ ò=

b

a
dxxf )( ò±

b

a
dxxg )(性质1

òò =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()(    (k 为常数)性质2

ò
b

a
dxxf )( òò +=

b

c

c

a
dxxfdxxf )()(

假设 bca <<性质3
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 则 0)( ³ò dxxf
b

a
     )( ba <

性质5 如果在区间 ],[ ba 上 0)( ³xf ，

推论：

则 dxxf
b

aò )(  dxxg
b

aò£ )(     )( ba <

 如果在区间 ],[ ba 上 )()( xgxf £ ，（1）

dxxf
b

aò )( dxxf
b

aò£ )( )( ba <（2）

dx
b

a
×ò 1 dx

b

aò= ab -=性质4
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如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，

则在积分区间 ],[ ba 上至少存在一个点x ，

 使 dxxf
b

aò )( ))(( abf -= x    )( ba ££ x

性质7 (定积分中值定理)

设M及m分别是函数

 则    )()()( abMdxxfabm
b

a
-££- ò .

                    )(xf 在区间 ],[ ba性质6

上的最大值及最小值，

积分中值公式
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5、牛顿—莱布尼茨公式

 如果 )(xf 在 ],[ ba 上连续，则积分上限的函数

dttfx
x

aò=F )()( 在 ],[ ba 上具有导数，且它的导数

是  )()()( xfdttf
dx
dx

x

a
==F¢ ò     )( bxa ££

定理1

定理2（原函数存在定理）                        如果 )(xf 在 ],[ ba 上

连续，则积分上限的函数 dttfx
x

aò=F )()( 就是

)(xf 在 ],[ ba 上的一个原函数.
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定理 3（微积分基本公式）                       如果 )(xF 是连续函数

)(xf 在区间 ],[ ba 上的一个原函数，则

   )()()( aFbFdxxf
b

a
-=ò

.)]([)( b
a

b

a
xFdxxf =ò也可写成

牛顿—莱布尼茨公式

.],[
],[:

上的增量它的任一原函数在区间

上的定积分等于一个连续函数在区间表明

ba
ba
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6、定积分的计算法

 dtttfdxxf
b

a òò ¢=
b

a
jj )()]([)(

换元公式

（1）换元法

（2）分部积分法

分部积分公式

òò -=
b

a

b
a

b

a
vduuvudv ][
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７、广义积分

(1)无穷限的广义积分

ò
¥+

a
dxxf )( ò+¥®

=
b

ab
dxxf )(lim

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在

时，称广义积分发散.

ò ¥-

b
dxxf )( ò-¥®

=
b

aa
dxxf )(lim
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(2)无界函数的广义积分

ò
b

a
dxxf )( ò ++®
=

b

a
dxxf

ee
)(lim

0

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在

时，称广义积分发散.

ò
b

a
dxxf )( ò

-

+®
=

e

e

b

a
dxxf )(lim

0

ò
b

a
dxxf )( ò=

c

a
dxxf )( ò+

b

c
dxxf )(

ò
-

+®
=

e

e

c

a
dxxf )(lim

0 ò ¢++®¢
+

b

c
dxxf

ee
)(lim

0
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例1

解

2
0
1 sin2 d .x x

p

-ò求
π
2
0
sin cos dx x x= -ò原式

π π
4 2

π0
4

(cos sin )d (sin cos )dx x x x x x= - + -ò ò

.222 -=

二、典型例题
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例2

解

2
0

sin d .
sin cos

x x
x x

p

+ò求
π
2
0

sin d ,
sin cos

x xI
x x

=
+ò由

π
2
0

sin cos d
sin cos
x xI J x
x x
-

- =
+ò

π
2
0

d(cos sin )
sin cos

x x
x x
+

= -
+ò .0=

π2 ,
2

I =故得
π .
4

I =即

π
2
0

cos d ,
sin cos

x xJ
x x

=
+ò设

π
2
0

πd ,
2

I J x+ = =ò则
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例3

解

ln2 2

0
1 e d .x x--ò求

e sin ,x t- =令
coslnsin , d d .
sin
tx t x t
t

= - = -

π
6
π
2

coscos ( )d
sin
tt t
t

= -ò原式
π 2
2
π
6

cos d
sin

t t
t

= ò

x

t

0 2ln
π
2

π
6

π π
2 2
π π
6 6

d sin d
sin
t t t
t

= -ò ò .
2
3)32ln( -+=

则
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例4

解

π
4
0
lnsin2 d .x xò求

,2 tx =令
π π
4 2
0 0

1lnsin2 d lnsin d .
2

I x x t t= =ò ò
π
4
0
lnsin2 dI x x= ò

π
4
0
ln(2sin cos )dx x x= ò

π
4
0
(ln2 lnsin lncos )dx x x= + +ò

π π
4 2

π0
4

π ln2 lnsin d lnsin d
4

x x t t= + +ò ò
π
2
0

π ln2 lnsin d
4

x x= + ò
π ln 2 2
4

I= + π ln 2.
4

I\ = -

π( )
2

x t= -
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例5
1

22
1 8
2

sin[ ln (1 )]d .
1
x x x

x-
+ -

+ò求

解
1
2
1
2

0 ln(1 )dx x
-

= + -ò原式

10
2

1 0
2

ln(1 )d ln(1 )dx x x x
-

= - - -ò ò

.
2
1ln

2
3ln

2
3

+=
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例6
2 2

2

1min{ , }d .x x
x-ò求

解

ïî

ï
í
ì

>

£
= 1,1

1,
},1min{

2

2

x
x

xx
x

x
! 是偶函数,

2 2

0

12 min{ , }dx x
x

= ò原式

1 22

0 1

12 d 2 dx x x
x

= +ò ò .2ln2
3
2
+=
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例7  设
2 12 2

0 0
( ) e d , ( 1) ( )d .

x y yf x y x f x x- += -ò ò求

解
21 2 2

0 0
( 1) [ e d ]d

x y yx y x- += -ò ò原式

2 213 2 1 3 2
00 0

1 1[ ( 1) e d ] ( 1) e d
3 3

x y y x xx y x x- + - += - - -ò ò
21 2 ( 1) 1 2

0

1 ( 1) e d[( 1) ]
6

xx x- - += - - -ò
ux =- 2)1(令 0

1

e e d
6

uu u-- ò
1 (e 2).
6

= -
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例8

ππ
2

2 20 0

(sin ) (sin )d π d .
1 cos 1 cos
xf x f xx x

x x
=

+ +ò ò

证

设函数 ( )f x 在[0,π]上连续，证明： 

π π

2 20 0

(sin ) π (sin )d d ,
1 cos 2 1 cos
xf x f xx x

x x
=

+ +ò ò!

π π
2 2

2 20 0

(sin ) (cos )d d .
1 cos 1 sin
f x f xx x

x x
=

+ +ò ò又
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π

20

(sin ) d =
1 cos
f x x

x
\

+ò
π π
2

π2 20
2

(sin ) (sin )d d .
1 cos 1 cos
f x f xx x

x x
+

+ +ò ò
π ,x t= -令

π
π 2
2

(sin ) d =
1 cos
f x x

x+ò
π π
2 2

2 20 0

(cos ) (sin )d = d .
1 sin 1 cos
f t f xt x

t x+ +ò ò 得证
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例9

2d( )d ( ) .
( )

b b

a a

xf x x b a
f x

× ³ -ò ò
证 作辅助函数

2d( ) ( )d ( ) ,
( )

x x

a a

tF x f t t x a
f t

= - -ò ò
d 1( ) ( ) ( )d 2( )
( ) ( )

x x

a a

tF x f x f t t x a
f t f x

¢ = + × - -ò ò!

( ) ( )d d 2d ,
( ) ( )

x x x

a a a

f x f tt t t
f t f x

= + -ò ò ò

设函数 ( )f x 在[0,π]上连续，且 ( ) 0f x >

证明： 



第五章 26

( ) ( )( ) ( 2)d 0
( ) ( )

x

a

f x f tF x t
f t f x

¢ = + - ³ò即

2
)(
)(

)(
)(

³+\
xf
tf

tf
xf,0)( >xf!

.)( 单调增加xF

,0)( =aF!又 ,0)()( =³\ aFbF

2d( )d ( ) .
( )

b b

a a

xf x x b a
f x

× ³ -ò ò即
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例10  求下列广义积分：

2

2 21

d d(1) ; (2) .
4 9 3 2 1
x x

x x x x x

+¥

-¥ + + - -
ò ò

解 (1) 0

2 20

d d
4 9 4 9
x x

x x x x
+¥

-¥
= +

+ + + +ò ò原式

+¥

¥-

+
+

+
=

0

0

5
2arctan

5
1

5
2arctan

5
1 xx

1 2 πarctan .
5 5 5

x
+¥

-¥

+
= =
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(2) ,
123

1lim)(lim 211
¥=

--
=

®® xxx
xf

xx
!

.)(1 的瑕点为 xfx =\

2

21

d
3 2 1

x
x x x

=
- -

ò原式

2

1
2 2

1d(1 )

12 (1 )

x

x

+
= -

- +
ò

2

1

)11(
2
1arcsin

x
+-= π 3arcsin .

2 4
= -
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一、 选择题（20 分）：  

1、 =÷
ø
ö

ç
è
æ

+
++

+
+

+¥® 22222 21
lim

nn
n

n
n

n
n

n
!  (    ) 

    （A）0； （B）1 / 2； （C） π / 4； （D） π / 2  . 

2、
2

0

d ln( 1)d
d

x
t t

x
+ò =（    ） 

   （A） )1ln( 2 +x ；       （B） )1ln( 2 +t ； 

   （C） )1ln(2 2 +xx ；    （D） )1ln(2 2 +tt  . 

3、
2

3 00

1lim sin d
x

x
t t

x® ò  =(    ) 

  （A）0；  （B）1；  （C）1 / 3； （D）¥ . 

测 验 题
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4、定积分
1

0
e dx xò 的值是（    ） 

  （A）e；  （B）1 / 2； （C） e； （D）2. 
 

5、下列积分中，使用变换正确的是（  ） 

  （A）

π

30

d ,
1 sin

x
x+ò 令  tx arctan= ； 

  （B）

3 3 2

0
9 dx x x-ò ，令  tx sin= ； 

  （C）

22

21

ln(1 ) d
1

x x x
x-

+
+ò ，令 ux =+ 21 ； 

   （D）

1 2

1
1 dx x

-
-ò ，令 3

1

tx =  . 
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6、下列积分中，值为零的是（   ） 

  （A）
1 2

1
dx x

-ò ；        (B）

2 3

1
dx x

-ò ； 

   （C）

1

1
dx

-ò ；         （D）

1 2

1
sin dx x x

-ò  . 

7、 已知 4)2(,3)2(,1)0( =¢== fff , 

   则
2

0
( )dxf x x¢¢ =ò （  ） 

 （A）12；  （B）6；  （C）7； （D）8. 

8、广义积分 22

d
2

x
x x

+¥

+ -ò =（   ） 

  （A） 4ln  ；（B）0；（C） 4ln
3
1

；（D）发散. 
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9、设

1 , 0
1( )
1 , 0

1 ex

x
xf x
x

ì ³ïï += í
ï <
ï +î

，则定积分
4

0
( 2)df x x- =ò （  ） 

（A） 2
)1(3ln
2e+
；      （B）

22 ln(1 e ) ln3- + + ； 

（C）
11 ln(1 e ) ln2-+ + + ;  （D）

11 ln(1 e )-- + . 

10、广义积分
2

20

d
4 3
x

x x
=

- +ò （    ） 

  （A） 3ln1- ；（B）
3
2ln

2
1

；（C） 3ln ；（D）发散.   
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二、（10 分）证明不等式: 

               

1
2
0

1 d π , ( 2)
2 61 n

x n
x

£ £ ³
-

ò . 

三、（10 分）求下列函数的导数： 

   1、
3

2 4

d( )
1

x

x

tF x
t

=
+

ò ; 

   2、由方程
2

2

0 0

sine d d 1
y xt tt t

t
+ =ò ò 确定 y 为 x 函数，

求
d
d
y
x . 
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四、（40 分）求下列定积分： 

  1、
4

1

d
(1 )
x

x x+ò ；          2、
2 20

da x
x a x+ -

ò ； 

  3、
3

0
arcsin d

1
x x
x+ò ；   4、

5 2

2
2 3 dx x x

-
- -ò ； 

  5、

1

11

d

1 2 x

x
-

+
ò ；            6、 2

d
4 9
x

x x
+¥

-¥ + +ò ； 

  7、
2

21

d
3 2 1

x
x x x- -

ò ；  8、
1

d
1

x
x x

+¥

-ò . 
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五、 （10 分）设 [ ]1,0)( 在xf 上有连续导数， ,0)0( =f  

    且 1)(0 £¢< xf ,试证： 

         ( ) [ ]
21 1 3

0 0
( )d ( ) df x x f x x³ò ò .     

 

六、 （10 分）设 )(xf 在[0，1]上有二阶连续导数，证明： 

       [ ] òò ¢¢--+=
1

0

1

0
)()1(

2
1)1()0(

2
1)( xxfxxffxxf dd .  
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一、1、C；  2、A；  3、C；  4、D；  5、C；   

    6、D；  7、B；  8、C；  9、A；  10、D.    

三、1、
812

2

1
2

1
3

x
x

x
x

+
-

+
；  2、 xxe y sgnsin2 22-

.   

四、1、
3
4ln2 ；  2、

4
p
；  3、 3

3
4 -p ；  4、

3
71

；   

    5、1；  6、
5
p

；  7、
4
3arcsin

2
-p ；  8、p. 

测验题答案
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微 元 法

理 论 依 据

名
称
释
译

所
求
量

的
特
点

解题步骤

定积分应用中的常用公式

一、主要内容
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1、理论依据

.
)1(

)2()()(

,)()(,)(

)1()()(

,],[)(

定积分

的微分的分就是这表明连续函数的定积

于是

即的一个原函数是

则它的变上限积分上连续在设

UbUdUdxxf

dxxfxdUxf

dttfxU

baxf

b

a

b

a

x

a

===

=

=

òò

ò
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2、名称释译

.
)(

)(

:)()(
,)2(

方法称微元法

计算积分或原函数的这种取微元

积分的无限积累到从

就是其微分所求总量知由理论依据

dxxf

dxxfU

badxxfdU
U

b

aò=
=
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（1）U是与一个变量x的变化区间[ ]ba, 有关
的量；

（2）U 对于区间 [ ]ba, 具有可加性，就是
说，如果把区间[ ]ba, 分成许多部分区间，则
U相应地分成许多部分量，而U等于所有部
分量之和； 

（3）部分量 iUD 的近似值可表示为 ii xf D)(x ； 

就可以考虑用定积分来表达这个量U . 

3、所求量的特点
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1)根据问题的具体情况，选取一个变量例如x为 
积分变量，并确定它的变化区间 ],[ ba ； 

2）设想把区间 ],[ ba 分成n个小区间，取其中任
一小区间并记为 ],[ dxxx + ，求出相应于这小区

间的部分量 UD 的近似值．如果 UD 能近似地表

示为 ],[ ba 上的一个连续函数在x处的值 )(xf 与

dx的乘积，就把 dxxf )( 称为量U的元素且记
作dU，即 dxxfdU )(= ； 
3）以所求量U的元素 dxxf )( 为被积表达式，在

区间 ],[ ba 上作定积分，得 ò=
b

a
dxxfU )( ，

即为所求量U．

4、解题步骤
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5、定积分应用的常用公式

(1)  平面图形的面积

x

y

o

)(xfy =

ò=
b

a
dxxfA )(

x

y

o

)(1 xfy =

)(2 xfy =

ò -=
b

a
dxxfxfA )]()([ 12

A A

直角坐标情形

a b a b
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如果曲边梯形的曲边为参数方程
î
í
ì

=
=

)(
)(
ty
tx

y
j

曲边梯形的面积 ò ¢= 2

1
)()(

t

t
dtttA jy

（其中 1t 和 2t 对应曲线起点与终点的参数值）

在[ 1t , 2t ]（或[ 2t , 1t ]）上 )(tx j= 具有连续导数，

)(ty y= 连续.

参数方程所表示的函数
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ò=
b

a
qqj dA 2)]([

2
1

xo

b
qd

a

)(qj=r b

a
xo

)(2 qj=r

)(1 qj=r

ò -=
b

a
qqjqj dA )]()([

2
1 2

1
2
2

极坐标情形
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(2)  体积

x dxx + x

y

o
dxxfV

b

a
2)]([ò= p

dyyV
d

c
2)]([jpò=

x

y

o

)( yx j=
c

d
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xo

ò=
b

a
dxxAV )(

x dxx +a b

平行截面面积为已知的立体的体积

)(xA
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(3)  平面曲线的弧长

xo

y

a bx dxx +

} dy
弧长 dxys

b

aò ¢+= 21

A．曲线弧为

î
í
ì

=
=

)(
)(
ty
tx

y
j

)( ba ££ t

其中 )(),( tt yj 在 ],[ ba 上具有连续导数

弧长 dttts ò ¢+¢=
b

a
yj )()( 22

)(xfy =

B．曲线弧为
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C．曲线弧为 )( bqa ££)(qrr =

弧长 qqq
b

a
dò ¢+= )()( 22 rrs
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二、典型例题

例1

.

)0(
sin
cos

3

3

体的表面积

轴旋转而成的旋转它绕求

星形线

已知

x

a
tay
tax

>
î
í
ì

=

=

a- ao

y

x
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解

;6aL =

由对称性,有旋转体侧面积

2

0
2 2π 1 d

a

xS y y x¢= +ò
π

32
0

4π sin 3 cos sin da t a t t t= ×ò 212 π .
5
a=

另外,已知面积,弧长和旋转体积分别为

23 π ;
8

A a= 332 π .
105

V a=
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一、 选择题（共 24 分）： 

 

1、 曲线 xy ln= 与直线
1ex -= ， ex = 及 0=y 所围成 

   的区域的面积 =S （   ）； 

（A）
12(1 e )-- ；（B）

1e e-- ；（C）
1e e-+ ；（D）

1e 1- + . 

2、曲线 qsin2=r 与 q2cos2 =r 所围图形公共部分 

   的面积 =S （    ）； 

（A）
1 1π 1 3
12 2

+ -( )；    （B）
1 1π 1 3
24 4

- -( )； 

（C）
1 1π 1 3
12 2

- -( )；    （D）
1 1π 1 3
6 2

+ -( )  . 

测 验 题
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3、曲线 ,cos3 qax = q3sinay = 所围图形的面积 =S （   ） ； 

   （A）
2

32
3 ap ；（B）

2

8
3 ap ； （C） 2

2
1 a ； （D）

2

16
1 ap . 

4、由球面 9222 =++ zyx 与旋转锥面 222 8zyx =+ 之间包 

含z轴的部分的体积 =V (   )； 

   （A）144 π；（B）36 π；（C）72π；（D）24π . 

  5、曲线 422 +-= xxy 上点 )4,0(0M 处的切线 TM 0 与曲

线 )1(22 -= xy 所围图形的面积 =S （   ）； 

     （A） ;
4
9

  （B）
9
4
； （C）

12
13

；  （D）
4
21

. 
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6、用一平面截半 r径为 的球，设截得的部分球体高 

   为 )20( rhh << 体 V积为 ，则 =V （   ）； 

（A） )2(
3

2

hrh -p
；   （B） )3(

3

2

hrh -p
； 

（C） )2(2 hrh -p ；   （D） )3(
4

2

hrh -p
. 

7、曲线 x
h
ry = ， hx ££0 ， 轴绕 x 旋转所得旋转体 

   的侧面积 =S （  ）； 

   （A） π 2 2r r h+ ；   （B） π 2 2h r h+ ； 

   （C）
π 2 2r r h
h

+ ；   （D） π 2 22 r r h+ . 
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8、抛物线 pxy 22 = )0( >p 自点 )0,0( 至点 ),
2
( pp

的一段 

曲线弧长L=（    ）； 

  (A) [ 2 ln(1 2)] ln
2
p p p+ + + ；(B)

21 [ 2 ln(1 2)]
2 2
p p

p
+ + ； 

  (C) [ ])21(ln2
2

++ pp
；    (D) [ ])21ln(2

2
++

p
 . 

二、（10 分）在区间 [1, e]内求 0x一点 ，使 xy ln= ， 
1,0 == yy 及 0xx = 所围成两块面积之和为最小.  

三、（12 分）设曲边梯形是由连续曲线 0)( >= xfy ， 

轴x 与两直线 bxax == , 所围成的，求证：存在 

直线 x=x  )),(( baÎx 将曲边梯形的面积平分 . 
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四、（20 分）求摆线
î
í
ì

-=
-=

)cos1(
)sin(
tay
ttax

， π( 0 2 )t£ £  

   1、 轴绕 x 旋转一周所成曲面的面积 ； 

   2、 轴绕 y 旋转一周所成曲面的面积 . 

五、（14 分）有一旋转体，它由曲线 21
1
x

y
+

= ， 轴y ，

轴x 以及直线 1=x 所围成的平面图形 轴绕 y 旋转而

成，已知其上任一点的体密度等于该点到旋转轴的距

离，求它的质量. 
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测验题答案

��� ��������
�������������
����

�������
�����������	������
�������

.�
1
4

0 ex = ������� � 2

3
64 ap ����� 2216 ap �����

�� )
4

1(2 p-p �����


