
第五章 定积分

第五章 定积分 (第四讲) 1

第四讲：反常积分



第五章 定积分 (第四讲) 2

设 )(xf 在 ),[ +¥a 上有定义，在[ , ]a b 上可积.  若极 

( )d lim ( )d .
b

a ab
f x x f x x

+¥

®+¥
=ò ò

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在 

1  积分区间无限的广义积分

限 lim ( )d
b

ab
f x x

®+¥ ò 存在，则称此极限为函数 )(xf 在无穷 

区间 ),[ +¥a 上的广义积分（无穷积分），记作 

时，称广义积分发散. 



第五章 定积分 (第四讲) 3

设 )(xf 在 ],( b-¥ 上有定义，在[ , ]a b 上可积， 

( )d lim ( )d .
b b

aa
f x x f x x

-¥ ®-¥
=ò ò

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在 

若极限 lim ( )d
b

aa
f x x

®-¥ ò 存在，则称此极限为函数 ( )f x  

在无穷区间 ],( b-¥ 上的广义积分（无穷积分）， 

记作 

时，称广义积分发散. 
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一般地，设函数 )(xf 在区间 ),( +¥-¥ 上有定义, 

0

0
( )d ( )d ( )df x x f x x f x x

+¥ +¥

-¥ -¥
= +ò ò ò

0
lim ( )d

aa
f x x

®-¥
= ò 0

lim ( )d
b

b
f x x

®+¥
+ ò

极限存在称广义积分收敛；否则称广义积分发散. 

若广义积分
0
( )df x x

-¥ò 和
0

( )df x x
+¥

ò 都收敛，则 

称上述两广义积分之和为函数 )(xf 在无穷区间 

),( +¥-¥ 上的广义积分（无穷积分），记作 



第五章 定积分 (第四讲) 5

例1 计算广义积分 2

d .
1
x
x

+¥

-¥ +ò

解
0

2 2 20

d d d
1 1 1
x x x
x x x

+¥ +¥

-¥ -¥
= +

+ + +ò ò ò
0

2

dlim
1aa

x
x®-¥

=
+ò 20

dlim
1

b

b

x
x®+¥

+
+ò

[ ]0arctanlim aa
x

-¥®
= [ ]b

b
x 0arctanlim

+¥®
+

a
a

arctanlim
-¥®

-= b
b

arctanlim
+¥®

+ π π π.
2 2

æ ö= - - + =ç ÷
è ø
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例2 计算广义积分

解

2
π

2

1 1sin d .x
x x

+¥

ò

2
π

2

1 1sin dx
x x

+¥

ò 2
π

1 1sin d
x x

+¥ æ ö= - ç ÷
è øò

2
π

1 1lim sin d
b

b x x®+¥

æ ö= - ç ÷
è øò

2
π

1lim cos
b

b x®+¥

é ù= ê úë û

1 πlim cos cos
2b b®+¥

é ù= -ê úë û
.1=
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例 3 证明广义积分 1

1 dp x
x

+¥

ò 当 1>p 时收敛， 

当 1£p 时发散. 

证 ,1)1( =p
1

1 dp x
x

+¥

ò 1

1 dx
x

+¥
= ò [ ] ¥+= 1ln x ,+¥=

,1)2( ¹p
1

1 dp x
x

+¥

ò
¥+-

ú
û

ù
ê
ë

é
-

=
1

1

1 p
x p

ïî

ï
í
ì

>
-

<¥+
=

1,
1

1
1,

p
p

p

因此当 1>p 时广义积分收敛，其值为
1

1
-p
；

当 1£p 时广义积分发散.
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例 4  证明广义积分 e dpx
a

x
+¥ -ò 当 0>p 时收敛， 

当 0£p 时发散. 

证

e dpx
a

x
+¥ -ò lim e d

b px

ab
x-

®+¥
= ò

elim
bpx

b
ap

-

®+¥

é ù
= -ê ú

ë û

e elim
pa pb

b p p

- -

®+¥

æ ö
= -ç ÷

è ø

e , 0

, 0

ap

p
p

p

-ì
>ï= í

ï¥ <î
即当 0>p 时收敛，当 0£p 时发散. 

当p=0时,积分显然发散. 否则
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无穷积分的审敛法

收敛．上有界，则广义积分在

．若函数且

上连续，在区间定理１　设函数

ò
ò

¥+
+¥

=³

+¥

a

x

a

dxxfa

dttfxFxf

axf

)(),[

)()(0)(

),[)(

证: 略.

定理1对于非负函数的无穷积分有下面的

比较收敛原理．
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定理 2（比较审敛原理）设函数 ( ), ( )f x g x 在区[ , )a +¥  

证 设a b< < +¥，由0 ( ) ( )f x g x£ £ 及 ( )d
a
g x x

+¥

ò  

上连续，且0 ( ) ( )f x g x£ £ ， ( )a x£ < +¥ ，则当无 

穷积分 ( )d
a
g x x

+¥

ò 收敛时， ( )d
a
f x x

+¥

ò 也收敛；当 

无穷积分 ( )d
a
f x x

+¥

ò 发散时， ( )d
a
g x x

+¥

ò 也发散. 

的收敛性，得 ( )d ( )d ( )d
b b

a a a
f x x g x x g x x

+¥
£ £ò ò ò ， 
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即  ( ) ( )d
b

a
F b f x x= ò 在[ , )a +¥ 也上有上界. 由 

定理 1可知，积分 ( )d
a
f x x

+¥

ò 收敛. 

当积分 ( )d
a
f x x

+¥

ò 发散时，显然 ( )d
a
g x x

+¥

ò  

发散. 否则，由上面的结果得 ( )d
a
f x x

+¥

ò 收敛 

的矛盾. 
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[ , ),( 0)a a+¥ > 上连续，且 ( ) 0f x ³ .若存在常数 

0M > 及 1p > ,使得 ( ) p

Mf x
x

£ ( )a x£ < +¥ ，则 

( )d
a
f x x

+¥

ò 收敛；若存在常数 0N > ,使得 

( ) Nf x
x

³
 
( )a x£ < +¥ ，则 ( )d

a
f x x

+¥

ò 发散. 

定理 3（比较审敛法 1）设函数 ( )f x 在区间 
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解 ,11
1

10 3/43 43 4 xxx
=<

+
<! ,1

3
4
>=p

根据比较审敛法１，

例 5 判别无穷积分 3 41

d
1

x
x

+¥

+
ò 的收敛性. 

无穷积分 3 41

d
1

x
x

+¥

+
ò 收敛. 
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例 6

解 ,1
1
1lim 2

2 =
+

×
+¥® xx
x

x
! 所给广义积分收敛．

定理 4（极限审敛法 1） 

判别广义积分 21

d
1
x

x x

+¥

+
ò 的收敛性. 

设函数 ( )f x 在[ , )a +¥ ( 0)a > 连续，且 ( ) 0f x ³ .若 

存在常数 1p > ，使得极限 lim ( )p

x
x f x

®+¥ 存在，则积 

分 ( )d
a
f x x

+¥

ò 收敛；若 lim ( ) 0
x

xf x d
®+¥

= > 或 

lim ( )
x

xf x
®+¥

= +¥，则积分 ( )d
a
f x x

+¥

ò 发散. 
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例 7

解 2

2

2

2/3

1
lim

1
lim

x
xx

x
xx

xx +
=

+ +¥®+¥®
! ,+¥=

根据极限审敛法１，所给广义积分发散．

例 8

解 x
x
xx

xx
arctanlimarctanlim

+¥®+¥®
= ,

2
p=

根据极限审敛法１，所给广义积分发散．

判别广义积分
3/2

21
d

1
x x
x

+¥

+ò 的收敛性. 

 

判别广义积分           的收敛性. 1

arctan dx x
x

+¥

ò
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证 ).)()((
2
1)( xfxfx +=j令

( ) 0xj ³! ，

( ) 2 ( ) ( ) ,f x x f xj= -而

( )d 2 ( )d ( ) d
a a a
f x x x x f x xj

+¥ +¥ +¥
\ = -ò ò ò 收敛.

( )d
a
f x x

+¥

ò 收敛， ( )d
a

x xj
+¥

\ò 也收敛.

( ) ( ) ,x f xj £且

定理 5  设函数 ( )f x 在区间      上连续，若

积分 ( ) d
a
f x x

+¥

ò 收敛，则 ( )d
a
f x x

+¥

ò 也收敛. 

[ , )a +¥
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判别广义积分

的收敛性.

例 9
0
e sin d ( 0)ax bx x a

+¥ - >ò

解

0
e sin dax bx x

+¥ -\ò 收敛，所以，所给积分收敛.

满足定理 5 条件的广义积分 ( )d
a
f x x

+¥

ò 称 

为绝对收敛积分. 

绝对收敛的广义积分必定收敛. 

0
e sin e , e dax ax axbx x

+¥- - -£ ò! 而 收敛.
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设 )(xf 在 ],( ba 有定义，在[ , ]a be+ 上可积（ 0e > ）， 

0
( )d lim ( )d .

b b

a a
f x x f x x

ee +®+
=ò ò

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在 

2  被积函数无界的广义积分

在点a的右邻域无界. 若
0

lim ( )d
b

a
f x x

ee +®+ ò 存在，则 

称此极限为 )(xf 在区间 ],( ba 上的广义积分，记作 

时，称广义积分发散. 
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设 )(xf 在 ),[ ba 有定义，在[ , ]a b h- 上可积 0h > ， 

当极限存在时，称广义积分收敛；当极限不存在 

0
( )d lim ( )d .

b b

a a
f x x f x x

h

h

-

®+
=ò ò

在点b的左邻域无界.若
0

lim ( )d
b

a
f x x

h

h

-

®+ ò 存在， 

则称此极限为 )(xf 在 ),[ ba 上的广义积分，记作 

时，称广义积分发散. 
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一般地，设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上除一点 c   

否则，就称广义积分 ( )d
b

a
f x xò 发散. 定义中 c称 

为函数的瑕点，所以，此积分亦称瑕积分.

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x= +ò ò ò

0 0
lim ( )d lim ( )d

c b

a c
f x x f x x

e

he h

-

+®+ ®+
= +ò ò

( )a c b< < 外有定义，而在点c的邻域内无界.若两 

个广义积分 ( )d
c

a
f x xò 和 ( )d

b

c
f x xò 都收敛，则定义 
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例10 计算广义积分

解

2 20

d ( 0).
a x a
a x

>
-

ò

,1lim 220
+¥=

--® xaax
!

ax =\ 为被积函数的无穷间断点.

2 20

da x
a x-ò 2 200

dlim
a x

a x

e

e

-

®+
=

-
ò

e

e

-

+® úû
ù

êë
é=

a

a
x

00
arcsinlim úû

ù
êë
é -

-
=

+®
0arcsinlim

0 a
a e

e
.
2
p=
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例 11 证明广义积分
1

0

1 dq x
xò 当 1<q 时收敛，当

1³q 时发散. 

证 ,1)1( =q
1

0

1 dx
x

= ò [ ]10ln x= ,+¥=

,1)2( ¹q
1

0

1 dq x
xò

1

0

1

1 ú
û

ù
ê
ë

é
-

=
-

q
x q

ïî

ï
í
ì

<
-

>¥+
=

1,
1
1

1,

q
q

q

因此当 1<q 时广义积分收敛，其值为
q-1
1
；

当 1³q 时广义积分发散.

1

0

1 dq x
xò
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例 12 计算广义积分

解

2

1

d .
ln
x

x xò
2

1

d
ln
x

x xò
2

10

dlim
ln
x

x xee +® +
= ò

2

10

d(ln )lim
ln
x
xee +® +

= ò [ ]210
)ln(lnlim ee ++®

= x

[ ]))1ln(ln()2ln(lnlim
0

e
e

+-=
+®

.¥= 故原广义积分发散.



第五章 定积分 (第四讲) 24

例 13 计算广义积分

解

2
3

3

0

d .
( 1)

x
x -ò 1=x 瑕点

2
3

3

0

d
( 1)

x
x -ò 2 2

3 3

1 3

0 1

d d
( 1) ( 1)

x x
x x

= +
- -ò ò

2
3

1

0

d
( 1)

x
x -ò 2

3

1

00

dlim
( 1)

x
x

e

e

-

® +
=

-ò 3=

2
3

3

1

d
( 1)

x
x -ò 2

3

3

10

dlim
( 1)

x
xee +® +

=
-ò ,23 3×=

2
3

3

0

d
( 1)

x
x

\
-ò ).21(3 3+=
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瑕积分的审敛法

定理 6（比较审敛法 2） 

设函数 ( )f x 在 ( , ]a b 上连续，且 ( ) 0f x ³ ， 

若存在常数 1M > 及 1q < ，使得 

0
lim ( )
x a

f x
® +

= +¥

( ) ( )
( )q
Mf x a x b
x a

£ < £
-

， 

则广义积分 ( )d
b

a
f x xò 收敛； 
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若存在常数 0N > 及 1q ³ ，使得 

( ) ( )
( )q
Nf x a x b
x a

³ < £
-

， 

则广义积分 ( )d
b

a
f x xò 发散.  

定理 7（极限审敛法 2）  

设函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b 上连续，且 ( ) 0f x ³ ，  

0
lim ( )
x a

f x
® +

= +¥ . 

若存在常数 0 1q< < ，使得  
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0
lim ( ) ( )q

x a
x a f x

® +
-  

若存在常数 1q ³ ，使得 

0
lim ( ) ( ) 0q

x a
x a f x d

® +
- = > ， 

则广义积分 ( )d
b

a
f x xò 发散.  

存在，则广义积分 ( )d
b

a
f x xò 收敛；  
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例14

解 的左邻域内无界．被积函数在点 1=x!

由洛必达法则知

x
x

x
xx 1

1lim
ln
1)1(lim

0101 +®+®
=- ,01 >=

根据极限审敛法2,所给广义积分发散.

 

判别广义积分       的收敛性. 
3

1

d
ln
x
xò
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例15

解
1

1sin 1 d, xx
x x x

£ ò!
０

而

1

0

1sin
dx x

xò根据比较审敛原理,

 

判别广义积分         的收敛性. 
1

0

1sin
dx x

xò

收敛,

收敛,

1

0

1sin
dx x

xò从而， 也收敛.
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1

0
( ) e d ( 0)x ss x x s

+¥ - -G = >ò
特点: 1.  积分区间为无穷;

.
001.2

右邻域内无界

的时被积函数在点当 =<- xs

;,1)1( 1是常义积分时当 Is ³ ,10 时当 << s

Γ-函数 

1 1 1
1 20 1

e d , e d ,x s x sI x x I x x
+¥- - - -= =ò ò设
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1
1 1

1 1 1e ,
e

x s
s x sx

x x
- -

- -× = × <!

.,2,11 1收敛根据比较审敛法而 Is <-
1

2 1(2) lim (e ) lim 0,
e

s
x s

xx x

xx x
+

- -

®+¥ ®+¥
× = =!

.,1 2也收敛根据极限审敛法 I

1

0

(1), (2)

e d , 0x sx x s
+¥ - - >ò
由 知

s

)(sG

o
收敛.
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－函数的几个重要性质：

).0()()1( >G=+G ssss１、递推公式

.)(0 +¥®G+® ss 时，２、当
π( ) (1 ) (0 1)

sinπ
s s s

s
G G - = < <

G

3、余元公式

特别地,
2

21 1( ) π , e d 1.
2 2π

x

x
+¥ -

-¥
G = =ò

有
2 2 1

0
( ) 2 e d .u ss u u

+¥ - -G = ò

4、 在 中,作代换1

0
( ) e dx ss x x

+¥ - -G = ò 2x u= ，
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无界函数的广义积分（瑕积分）

无穷限的广义积分

( )df x x
+¥

-¥ò ( )d
b
f x x

-¥ò ( )d
a
f x x

+¥

ò

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x= +ò ò ò

（注意：不能忽略内部的瑕点）

( )d
b

a
f x xò

3  小结与思考题
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思考题

积分 的瑕点是哪几点？
1

0

ln d
1
x x

x -ò
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思考题解答

积分 可能的瑕点是
1

0

ln d
1
x x

x -ò 1,0 == xx

1
lnlim

1 -® x
x

x
! ,11lim

1
==

® xx
1=\ x 不是瑕点,

1

0

ln d
1
x x

x
\

-ò 的瑕点是 .0=x

¥=
-® 10 x
x

x

lnlim! 0=\ x 是瑕点,
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一、 填空题： 

1、 广义积分 2

d
(ln )k
x

x x
+¥

ò 在_____时收敛；在_____时 

发散； 

2、 广义积分 2

d
1
x x
x

+¥

-¥ +
ò =____； 

3、 广义积分
1

20

d
1
x x
x

=
-

ò _____； 

4、 广义积分 ( )d
x
f t t

-¥ò 的几何意义是_____. 

课堂练习题
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二、 判别下列各广义积分的收敛性，如果收敛，则计算

广义积分的值： 

1、
0

e dn xx x
+¥ -ò （ 为自然数n ）； 

2、 2 20

ln d
(1 )
x x x
x

+¥

+ò ；
 

3、
1

0
ln dn x xò . 
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三、 求当 为何值时k ，广义积分
d

( )
b

ka

x
x a-ò 收敛？ 

又 为何值时k ，这广义积分发散？ 

四、 已知

ï
ï
î

ïï
í

ì

<

£<

£<¥-

=

x

xx

x

xf

2,1

20,
2
1

0,0

)( ，试表示 ( )d
x
f t t

-¥ò . 
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一、1、 1,1 £> kk ；    2、发散；      3、1； 

4、过点 轴平行于 yx 的直线左边,曲线 

)(xfy = 轴和 x 所围图形面积的代数和.   

二、1、 !n；  2、0；  3、 !)1( nn- .    

三、当 1<k 时收敛于 kab
k

--
-

1)(
1
1

； 当 1³k 时发散.

四、 2

0 , 0
1( )d , 0 2
4
1 , 2

x

x

f t t x x

x x
-¥

-¥ < £ì
ïï= < £í
ï

- <ïî

ò . 

课堂练习题答案
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一、判别下列广义积分的收敛性 
2

4 2 20 1

2 2

3 3 21 1

d d1. ; 2. sin ;
1

d d3. ; 4. .
(ln ) 3 2

x x x
x x x
x x
x x x

+¥ +¥

+ +

- +

ò ò

ò ò  

二、用函数表示下列函数的积分，并指出这些积分的收

敛范围： 
1

0 0

11. e d ( 0); 2. (ln ) d .
nx px n x

x
+¥ - >ò ò  

三、证明：
2 1 1π (2 ) 2 ( ) ( ).

2
nn n n-G = G G +  

课堂练习题
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一、1、收敛； 2、收敛；

3、发散(瑕点1)； 4、收敛(瑕点1，2).

.:
.1),1(2

;0),1(11

用递推公式和余元公式提示三、

、

、二、

->+G

>G

pp

n
nn

课堂练习题答案


