
第五章定积分

第五章定积分 (第二讲) 1

第三讲：定积分的计算方法
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定理3 假设（1） )(xf 在 ],[ ba 上连续； 

（2）函数 )(tx j= 在 ],[ ba 上具有连续导数； 

（3）当t在区间 ],[ ba 上变化时， )(tx j= 的值 

在 ],[ ba 上变化，且 a=)(aj ， b=)(bj ， 

 则    ( )d [ ( )] ( )d
b

a
f x x f t t t

b

a
j j¢=ò ò . 

1、换元积分法

1  定积分法
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证 设 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，则 

( )d ( ) ( );
b

a
f x x F b F a= -ò

!)],([)( tFt j=F设

d d( )
d d
F xt
x t

¢F = × )()( txf j¢= ),()]([ ttf jj ¢=

[ ( )] ( )d ( ) ( ).f t t t
b

a
j j b a¢ = F -Fò

)(tF\ 是 )()]([ ttf jj ¢ 的一个原函数，即 
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又  a=)(aj ， b=)(bj , 

)()( ab F-F )]([)]([ ajbj FF -=

),()( aFbF -=

( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a= -ò )()( ab F-F=

[ ( )] ( )d .f t t t
b

a
j j¢= ò

注意：    当 ba > 时，换元公式仍成立. 
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应用换元公式时应注意:

（2）求出 )()]([ ttf jj ¢ 的一个原函数 )(tF 后，不 

（1）用 )(tx j= 把变量 x换成新变量 t时，积分

限也相应的改变. 

必象计算不定积分那样再要把 )(tF  变换成原变量 

x 的函数，而只要把新变量t的上、下限分别代入 

)(tF 然后相减就行了. 
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例1  计算定积分
π
2 5

0
cos sin d .x x xò

解 令 ,cos xt =

2
p=x ,0=Þ t 0=x ,1=Þ t

π
2 5

0
cos sin dx x xò

0 5

1
dt t= -ò

1

0

6

6
t

= .
6
1

=

d sin d ,t x x= -

例2  计算定积分
π 3 5

0
sin sin d .x x x-ò
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解 xxxf 53 sinsin)( -=! ( )2
3

sincos xx=

π 3 5

0
sin sin dx x x\ -ò ( )

3π
2

0
cos sin dx x x= ò

( )
π 3
2 2
0
cos sin dx x x= ò ( )

3π
2π

2

cos sin dx x x-ò

( )
π 3
2 2
0
sin dsinx x= ò ( )

3π
2π

2

sin dsinx x-ò

( )
2

0

2
5

sin
5
2

p

= x ( )
π
2

π5
2

2 sin
5

x- .
5
4

=
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例3  计算定积分

解

3
4e

e

d .
ln (1 ln )

x
x x x-ò

原式

3
4e

e

d(ln )
ln (1 ln )

x
x x

=
-ò

3
4e

e

d(ln )
ln (1 ln )

x
x x

=
-ò

3
4e

e 2

d ln2
1 ( ln )

x

x
=

-
ò

3
4e

e
2 arcsin( ln )xé ù= ë û .

6
p=
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例4  计算定积分

解

2 20

d , ( 0).
a x a
x a x

>
+ -

ò
令 ,sin tax =

ax = π ,
2

tÞ = 0=x ,0=Þ t

d cos d ,x a t t=

原式
π
2

2 20

cos d
sin (1 sin )

a t t
a t a t

=
+ -

ò
π
2
0

cos d
sin cos

t t
t t

=
+ò

π
2
0

1 cos sin1 d
2 sin cos

t t t
t t
-æ ö= +ç ÷+è øò

π
2
0

1 π 1 ln sin cos
2 2 2

t té ù= × + +ë û
π .
4

=

。
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引理 1   设 )(xf 在 ],[ aa- 上连续，且有 

证
0

0
( )d ( )d ( )d ,

a a

a a
f x x f x x f x x

- -
= +ò ò ò

在
0
( )d

a
f x x

-ò 中令 tx -= , 

①  )(xf 为偶函数，则 

②  )(xf 为奇函数，则 

0
( )d 2 ( )d ;

a a

a
f x x f x x

-
=ò ò

( )d 0.
a

a
f x x

-
=ò
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0
( )d

a
f x x

-
=ò

0
( )d

a
f t t- - =ò 0

( )d ,
a
f x x-ò

① )(xf 为偶函数，则 ( ) ( ),f x f x- =
0

0
( )d ( )d ( )d

a a

a a
f x x f x x f x x

- -
= +ò ò ò

0
2 ( )d ;

a
f x x= ò

② )(xf 为奇函数，则 ( ) ( ),f x f x- = -
0

0
( )d ( )d ( )d

a a

a a
f x x f x x f x x

- -
= +ò ò ò .0=
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奇函数

例5  计算定积分

解

21

21

2 cos d .
1 1
x x x x

x-

+

+ -
ò

原式
21

21

2 d
1 1

x x
x-

=
+ -

ò
1

21

cos d
1 1
x x x

x-
+

+ -
ò

偶函数
21

20
4 d

1 1
x x

x
=

+ -
ò

2 21

20

(1 1 )4 d
1 (1 )
x x x

x
- -

=
- -ò

1 2

0
4 (1 1 )dx x= - -ò

1 2

0
4 4 1 dx x= - -ò

4 π.= - 单位圆的面积
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引理 2  设 )(xf 在闭区间 ]1,0[ 上连续，证明  

证 （1）设 π
2

x t= - d d ,x tÞ = -

0=x π ,
2

tÞ =
π
2

x = ,0=Þ t
π
2

0
(sin )df x xò π

2

0 πsin d
2

f t té ùæ ö= - -ç ÷ê úè øë û
ò

π π
2 2

0 0
(1) (sin )d (cos )d ;f x x f x x=ò ò

π π

0 0

π(2) (sin )d (sin )d .
2

xf x x f x x=ò ò
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π π
2 2

0 0
(sin )d (cos )d .f x x f x x\ =ò ò

（2）设 πx t= - d d ,x tÞ = -

0=x π,tÞ = πx = ,0=Þ t
π

0
(sin )dxf x xò

0

π
(π ) [sin(π )]dt f t t= - - -ò

π

0
(π ) (sin )d ,t f t t= -ò

π
2

0
(cos )df t t= ò
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π

0
π (sin )df t t= ò

π

0
(sin )dtf t t-ò

π

0
π (sin )df x x= ò

π

0
(sin )d ,xf x x-ò

π π

0 0

π(sin )d (sin )d .
2

xf x x f x x\ =ò ò

π

0
(sin )dxf x xò
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� 6 ����� 
π

20

sin
d

1 cos
x x

x
x+ò . 

解

π

20

sin d
1 cos
x x x

x+ò
π

20

π sin d
2 1 cos

x x
x

=
+ò

π

20

π d(cos )
2 1 cos

x
x

= -
+ò [ ]π0

π arctan(cos )
2

x= -

2π .
4

=
π π π( )
2 4 4

= - - -

根据引理 2，定积分 
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思考题

指出求
2

22

d
1

x
x x

-

- -
ò 的解法中的错误，并

写出正确的解法. 

解 令 ,sectx = ,
4
3

3
2: p®pt d tan sec d ,x t t t=

2

22

d
1

x
x x

-

- -
ò

3
4

2
3

π

π

sec tan d
sec tan
t t t
t t
×

=
×ò

3
4

2
3

π

π

πd .
12

t= =ò



第五章定积分 (第二讲) 18

思考题解答

计算中第二步是错误的. tx sec=!

,
4
3,

3
2

úû
ù

êë
é ppÎt ,0tan <t .tantan12 ttx ¹=-

正确解法是

2

22

d
1

x
x x

-

- -
ò tx sec= 3

4

2
3

π

π

sec tan d
sec tan
t t t
t t
×
×ò

3
4

2
3

π

π

πd .
12

t= - = -ò
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    设函数 )(xu 、 )(xv 在区间[ ]ba, 上具有连续

导数，则有 [ ]d d
bb b

a aa
u v uv v u= -ò ò . 

定积分的分部积分公式

推导 ( ) ,vuvuuv ¢+¢=¢ [ ]( ) d ,
bb

a a
uv x uv¢ =ò

[ ] d d ,
b bb

a a a
uv u v x uv x¢ ¢= +ò ò

[ ]d d .
bb b

a aa
u v uv v u\ = -ò ò

2、分部积分法
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例7 计算定积分
1
2

0
arcsin d .x xò

解 令 ,arcsin xu = d d ,v x=

2

dd ,
1
xu
x

=
-

,xv =
1
2

0
arcsin dx xò [ ] 210arcsin xx=

1
2

20

d
1
x x
x

-
-

ò

62
1 p×=

1
2 2

20

1 1 d(1 )
2 1

x
x

+ -
-

ò
π
12

= [ ]21021 x-+
π 3 1.
12 2

= + -

则
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例8 计算定积分

解

π
4

0

d .
1 cos 2
x x

x+ò
,cos22cos1 2 xx =+!

π
4

0

d
1 cos 2
x x

x
\

+ò
π
4

20

d
2cos
x x

x
= ò ( )

π
4

0
d tan
2
x x= ò

[ ]
π
4

0

1 tan
2
x x=

π
4

0

1 tan d
2

x x- ò

[ ]
π
4

0

π 1+ lncos
8 2

x= π ln 2 .
8 4

= -
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例9 计算定积分

解

1

20

ln(1 ) d .
(2 )

x x
x
+
+ò

1

20

ln(1 ) d
(2 )

x x
x
+
+ò

1

0

1ln(1 )d
2

x
x

= - +
+ò

1

02
)1ln(
úû
ù

êë
é

+
+

-=
x
x 1

0

1 d ln(1 )
2

x
x

+ +
+ò

3
2ln

-=
1

0

1 1 d
2 1

x
x x

+ ×
+ +ò xx +

-
+ 2

1
1
1

[ ]10)2ln()1ln(
3
2ln xx +-++-= .3ln2ln

3
5

-=
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解 因为
t
tsin
没有初等形式的原函数，无法直接 

1

0
( )dxf x xò

1 2

0

1 ( )d
2

f x x= ò
12
0

1 ( )
2
x f xé ù= ë û

1 2

0

1 d ( )
2

x f x- ò
)1(

2
1 f=

1 2

0

1 ( )d .
2

x f x x¢- ò

� 10 �
2

1

sin( ) d
x t

f x t
t

= ò �� 

1

0
( )dxf x xò

求出 )(xf ，所以采用分部积分法： 
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2

1

sin( ) d ,
x tf x t
t

= ò!

,sin22sin)(
2

2

2

x
xx

x
xxf =×=¢

1

0
( )dxf x x\ò )1(

2
1 f=

1 2

0

1 ( )d
2

x f x x¢- ò
1 2

0

1 2 sin d
2

x x x= - ò
1 2 2

0

1 sin d
2

x x= - ò
[ ]102cos
2
1 x= ).11(cos

2
1

-=

1

1

sin(1) d 0,tf t
t

= =ò
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引理 3   证明定积分公式： 

证 设 ,sin 1 xu n-= d sin d ,v x x=

2d ( 1)sin cos d ,nu n x x x-= - ,cos xv -=

                ，则 
π
2

0
sin dn

nI x x= ò

π
2

1[1 ( 1) ]
2

0

( 1)!! πsin d ( )
!! 2

n
n nx x

n
+ --

= ×ò
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ππ
221 2 2

0 0
sin cos ( 1) sin cos dn n

nI x x n x x x- -é ù= - + -ë û ò
x2sin1-0

π π
2 22

0 0
( 1) sin d ( 1) sin dn n

nI n x x n x x-= - - -ò ò
nn InIn )1()1( 2 ---= -

2
1

-
-

= nn I
n
nI （积分 关于下标的递推公式）nI

42 2
3

-- -
-

= nn I
n
nI ,!! 直到下标减到0或1为止.
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,
2
1

4
3

6
5

22
32

2
12

02 I
m
m

m
mI m ××××

-
-

×
-

= !

,
3
2

5
4

7
6

12
22

12
2

112 I
m
m

m
mI m ××××

-
-

×
+

=+ !

),2,1( !=m

π
2

0 0

πd ,
2

I x= =ò
π
2

1 0
sin d 1,I x x= =ò

2
2 1 2 3 3 1 π (2 1)!! π ,
2 2 2 4 2 2 (2 )!! 2m
m m mI
m m m
- - -

= × × × × = ×
-
!

.
!)!12(
!)!2(

3
2

5
4

7
6

12
22

12
2

12 +
=××××

-
-

×
+

=+ m
m

m
m

m
mI m !

于是
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思考题

设 )(xf ¢¢ 在 [ ]2,0 上连续，且 1)0( =f ，

3)2( =f ， 5)2( =¢f ，求
1

0
(2 )dxf x x¢¢ò . 
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思考题解答

1

0
(2 )dxf x x¢¢ò

1

0

1 d (2 )
2

x f x¢= ò

[ ] 11

0 0

1 1(2 ) (2 )d
2 2
xf x f x x¢ ¢= - ò

[ ]10)2(4
1)2(

2
1 xff -¢=

[ ])0()2(
4
1

2
5 ff --= .2=
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几个特殊积分、定积分的几个等式.

定积分的换元法:

( )d
b

a
f x xò [ ( )] ( )df t t t

b

a
j j¢= ò

3.  小结与思考题
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思考题解答

1

0
(2 )dxf x x¢¢ò

1

0

1 d (2 )
2

x f x¢= ò

[ ] 11

0 0

1 1(2 ) (2 )d
2 2
xf x f x x¢ ¢= - ò

[ ]10)2(4
1)2(

2
1 xff -¢=

[ ])0()2(
4
1

2
5 ff --= .2=
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一、 填空题： 

1．
π
π
3

πcos( )d
3

x x- =ò _____；2.
π 3

0
(1 sin )dq q- =ò _____； 

3.

1 2
2
1 2
2

(arccos ) d
1

x x
x-

=
-

ò ____；4.
3 25

4 25

sin d
2 1

x x x
x x-

=
+ +ò _____________. 

二、 计算下列定积分： 

1.

π
32

π
2

cos cos dx x x
-

-ò ；2.
1 2 2 3 2

1
( 1 1 )dx x x x x

-
- + +ò ； 

3.
2 3

0
max{ , }dx x xò ；  4.

2

0
dx x xl-ò （ 为参数l ）. 

课堂练习题一
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三、证明：
0

( )d [ ( ) ( )]d
a a

a
f x x f x f x x

-
= + -ò ò , 

并求  
π/4

π/4

d
1 sin

x
x- +ò . 

四、设函数 ( )f x 在闭区间[0 , 1]上连续，证明 
2π π/2

0 0
( cos )d 4 (cos )df x x f x x=ò ò . 

五、设函数 ( )f x 在闭区间[ 1 , 1]- 上连续，证明： 

π/2
2π

0
0

4 (cos )d , ( )
(cos )d

0 ( ) .

f x x f x
f x x

f x

ìï= í
ïî

òò
为偶函数，

， 为奇函数  
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一、1． 2
3
； 2. 

4π
3

- ；  3. 
319 π

324 ； 4. 0. 

二、1. 
3
4
；   2. 

π
8 ；    3. 4

17
；  

4. 
2 3

0

8 2 , 0,
3
8 1| | d 2 , 0 2,
3 3
8 2 , 20.
3

x x x

l l

l l l l

l l

ì - £ï
ï
ï- = - + < <í
ï
ï
- + ³ïî

ò

 

三、2.    四、提示：先令 πx u= + ，再令
π
2

u t= + . 

课堂练习题一答案
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一、 填空题： 

1. 设n为正奇数，则 
π
2

0
sin dn x x =ò _____； 

2. 设n为正偶数，则 

π
2

0
cos dn x xò =_____； 

3. =ò - xx xde
1

0

2
_____；4、

e

1
ln dx x x =ò _____； 

5.  =ò
1

0
cotarc xxx d _____.  

课堂练习题二
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三、设 ( )f x¢¢ 在[0,π]连续， ,1)(,2)0( =p= ff 计算  

 

π

0
[ ( ) ( )]sin df x f x x x¢¢+ò 。. 

π
4
0

( ) ( )df x f x x¢ ¢¢ò ，其中 xxf 2tan)( = . 

二、 计算下列定积分： 
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一、 1. 
!!
!)!1(

n
n -

；        2. 
2!!

!)!1( p×-
n
n

； 

3. 
152 -- e ；   4. 

21 (e 1)
4

+ ；      5. 2
1
.  

 

二、 8；               

 

三、 3． 

课堂练习题二答案
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1、定积分近似计算的理由：

(1)   被积函数的原函数不能用初等函数表示；

(2)  被积函数难于用公式表示，而是用图形或

表格给出的；

(3)  被积函数虽然能用公式表示，但计算其原

函数很困难．

*4  定积分的近似计算法
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2、解决办法：

4、常用方法：矩形法、梯形法、抛物线法．

3、研究思路：

分的近似值．面积，就得到所给定积

出相应的曲边梯形的的面积，只要近似地算

在数值上表示曲边梯形)0)(()( ³ò xfdxxf
b

a

建立定积分的近似计算方法．
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一、矩形法(平均值法)

窄矩形的高，如图

作为值取小区间左端点的函数

等分，将区间用分点

),,1,0(
],[,,, 10

niy
nbabxxxa

i

n

!

!

=

==

o x

y
)(xfy =

0xa = 1x 1-nx bxn =

0y 1y 1-ny
ny

1
1

1
1

( )d

(1)

nb

ia
i

n

i
i

f x x y x

b a y
n

-
=

-
=

» D

-
=

åò

å

则有
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的高，如图

作为窄矩形取右端点的函数值 ),,2,1( niyi !=

1

1

( )d

(2)

nb

ia
i

n

i
i

f x x y x

b a y
n

=

=

» D

-
=

åò

å o x

y
)(xfy =

0xa = 1x 1-nx bxn =

0y 1y 1-ny
ny

则有

（1）、（2）称为矩形法（平均值法）公式
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二、梯形法

梯形法就是在每个小

区间上，以窄梯形的

面积近似代替窄曲边

梯形的面积，如图

o x

y )(xfy =

0xa = 1x 1-nx bxn =

1y 1-ny
ny

0y

0 1 1 2

1

0 1 2 1

1 1( )d ( ) ( )
2 2

1 ( )
2
1[ ( ) ] (3)
2

b

a

n n

n n

f x x y y x y y x

y y x

b a y y y y y
n

-

-

» + D + + D

+ + + D

-
= + + + + +

ò

!

!
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用矩形法和梯形法计算积分

的近似值

例11
21

0
e dx x-ò

解 ,, ix设分点为把区间十等分

相应的函数值为
2

e ( 0,1, ,10)ix
iy i-= = !

)10,,1,0( !=i

i

ix

iy

0 1 2 3 4 5

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

00000.1 99005.0 96079.0 91393.0 85214.0 77880.0

列表:
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i

ix

iy

106 7 8 9

16.0 7.0 8.0 9.0

69768.0 61263.0 52729.0 44486.0 36788.0

利用矩形法公式（１），得

21

0 1 90

1 0e d ( )
10

x x y y y- -
» + + + ´ò ! .77782.0=

利用矩形法公式（２），得
21

1 2 100

1 0e d ( )
10

x x y y y- -
» + + + ´ò ! .71461.0=
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利用梯形法公式（３），得

21

0 10 1 2 90

1 0 1e d [ ( ) ]
10 2

x x y y y y y- -
» + + + +ò !

实际上是前面两值的平均值，

21

0

1e d (0.77782 0.71461)
2

x x-\ » +ò
.74621.0=
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三、抛物线法

到定积分的近似值．原来的曲线弧，从而得

段弧来近似代替轴的二次抛物线上的一行于

许多小段，用对称轴平抛物线法是将曲线分为

y

),2,1,0(
)).((),(

,,, 10

ni
xfyyxM

n
bxxxa

iiiii

n

!

!

=

=

==

点为这些分点对应曲线上的

（偶数）等分，把区间分成

用分点

o x

y )(xfy =

0xa = 1x 1-nx bxn =

1y
1-ny
ny

0y
2y



第五章定积分 (第二讲) 47

因为经过三个不同的点可以唯一确定一抛物线,

}.,,{,},,,{},,,{

,
2

12432210 nnn

i

MMMMMMMMM

nM

--!

组互相衔接的分成故可将这些曲线上的点

.

,,,],[

)
2
,,2,1(},,{

2
2

1222222

21222

线弧

近似代替曲的二次抛物线

用经过点上应的子区间

所对在每组

rqxpxyM

MMxx

nkMMM

k

kkkk

kkk

++=

=

---

-- !
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边梯形的面积．

为曲边的曲的抛物线

上过三点［计算在

rqxpxyyhM
yMyhMhh

++=¢

¢-¢-
2

22

1100

),,(
),,0(),,(],

可由下列方程组确定：抛物线方程中的 rqp ,,

ï
î

ï
í

ì

++=

=

+-=

.
,

,

2
2

1

2
0

rqhphy
ry

rqhphy

.22 210
2 yyyph +-=由此得
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于是所求面积为

2( )d
h

h
A px qx r x

-
= + +ò

rhph 2
3
2 3 += )62(

3
1 2 rphh +=

),4(
3
1

210 yyyh ++=

有关．及底边所在的区间长度标

的纵坐只与显然，曲边梯形的面积

hyyy
MMM
2,,
,,

210

210 ¢¢¢
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组曲边梯形的面积为由此可知
2
n

),(),( 43222101 4
3
14

3
1 yyyhAyyyhA ++=++=

.
n
abh -

=其中

0 2 4 2

1 3 1

( )d [( ) 2( )
3

4( )]. (4)

b

n na

n

b af x x y y y y y
n
y y y

-

-

-
\ » + + + + +

+ + + +

ò !

!

!!!!!!

),( nnnn yyyhA ++= -- 12
2

4
3
1
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例12 对如图所示的图形测量所得的数据如下表

所示,用抛物线法计算该图形的面积 .A

0 1 2 3 4 51- 6站号

y高 0 305.2 865.4 974.6 568.8 559.9 011.10 183.10

7 8 9 10 11 12 13站号

y高 200.10 200.10 200.10 200.10 200.10 200.10 200.10

14 15 16 17 18 2019站号

y高 400.10 416.9 015.8 083.6 909.3 814.1 0
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y

xo

1A
2A

米．站之间的距离为站到而

．）为两站之间的距离（站距

米，相邻站之间的距离为站到这里，

501
359.72018.147

18.147200

-

=÷
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解

来近似表示，即轴构成的三角形的面积

的交点的连线与坐标它可以用曲线同坐标轴

表示．站这一段的面积用站到从 101 A-

305.25
2
1

1 ´´»A ).(763.5 平方米=

根据抛物线公式(4)，得

3
)](2

)(4)[(

1842

195312002

xyyy

yyyyyyA
D

++++

++++++»

!

!

).(839.1194 平方米=

839.1194768.521 +»+=\ AAA ).(602.1200 平方米=
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求定积分近似值的方法：

矩形法、梯形法、抛物线法

注意：对于以上三种方法当 取得越大时近

似程度就越好．

n

5  小结与思考题
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一、用三种积分近似计算法计算
π

22
0

11 sin d
2

s t t= -ò ， 

（ 6=n取 ，被积函数值取四位小数）. 

课堂练习题

一、1、1.3890； 2、1.3506；  3、1.3506. 

课堂练习题答案


