
第五章定积分

第五章定积分 (第一讲) 1

第一讲：定积分的定义与性质
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a b x

y

o
?=A

曲边梯形由连续曲线

典型问题1：求曲边梯形的面积

)(xfy = )0)(( ³xf 、

x轴与两条直线 ax = 、

bx = 所围成.

)(xfy =

1  两个典型问题
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a b x

y

oa b x

y

o

用矩形面积近似取代曲边梯形面积

显然，小矩形越多，矩形总面积越接近

曲边梯形面积．

（四个小矩形） （九个小矩形）
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．

播放
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曲边梯形如图所示，

,
],[

1210 bxxxxxa
ba

nn =<<<<<= -!个分点，

内插入若干在区间

a b x

y

o ix ix1x 1-ix 1-nx

;
],[

],[

1

1

-

-

-=D iii

ii

xxx
xx
nba

长度为

，个小区间

分成把区间

，上任取一点

在每个小区间

i

ii xx
x

],[ 1-

( )i i iA f xx» D
以 为底, 以 为的小曲边梯形面积为:1[ , ] ( )i i ix x f x-
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i

n

i
i xfA D» å

=
)(

1
x

曲边梯形面积的近似值为

.)(lim
10 i

n

i
i xfA D= å

=
®

x
l

时，趋近于零

即小区间的最大长度当分割无限加细

)0(
},,,max{

,

21

®

DDD=

l
l nxxx !

曲边梯形面积为
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典型问题2：求变速直线运动的路程

设某物体作直线运动，已知速度 )(tvv = 是时 

思路：把整段时间分割成若干小段，每小段上

间间隔 ],[ 21 TT 上t的一个连续函数，且 0)( ³tv ， 

求物体在这段时间内所经过的路程. 

速度看作不变，求出各小段的路程再相加，便

得到路程的近似值，最后通过对时间的无限细

分过程求得路程的精确值．
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（1）分割 212101 TtttttT nn =<<<<<= -!

1--=D iii ttt iii tvs D»D )(t

部分路程值 某时刻的速度

（2）求和 ii

n

i
tvs D»å

=
)(

1
t

（3）取极限 },,,max{ 21 nttt DDD= !l

i

n

i
i tvs D= å

=®
)(lim

10
t

l
路程的精确值
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	�� )(xf � ],[ ba  ����� 在 ],[ ba 中任意插入

n-1个分点 

.1210 bxxxxxa nn =<<<<<= -!

把区间 ],[ ba 分成n个小区间,各小区间的长度依次为 

1--=D iii xxx ， ),2,1( !=i ，

在各小区间上任取一点 ix （ ii xDÎx ），

2  定积分的定义
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记 },,,max{ 21 nxxx DDD= !l ，如果不论对 ],[ ba

作乘积 ii xf D)(x  ( 1,2, , )i n= ! n，并作和： 

怎样的分法， 也不论在小区间 ],[ 1 ii xx - 上点 ix 怎样的 

取法，只要恒有 

则称该极限I为函数 )(xf  在区间 ],[ ba 上的定积分，

1
( ) .

n

i i
i
f xx

=

Då

0 1
lim ( ) ,

n

i i
i
f x I

l
x

®
=

D =å
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( )d
b

a
f x x I= =ò ii

n

i
xf Då

=®
)(lim

10
x

l
 

被
积
函
数

被
积
表
达
式

积
分
变
量

积分区间],[ ba

积分上限

积分下限

积分和
记为：

2

1

( )d , ( )d .
b T

a T
A f x x s v t t= =ò ò面积： 路程：



第五章定积分 (第一讲) 12

注意：（1） 积分值仅与被积函数及积分区间         

( )d
b

a
f x xò ( )d

b

a
f t t= ò ( )d

b

a
f u u= ò

（2）定义中区间的分法和 ix 的取法是任意的. 

（3）当函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上的定积分存在时，

有关，而与积分变量的字母无关. 

称 )(xf 在区间 ],[ ba 上可积. 
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   设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续， 定理

定理       设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上有界，且 

则 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上可积. 

最多只有有限个间断点，则函数 )(xf 在闭区间 
 

定积分的存在定理

],[ ba 上可积. 
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,0)( >xf ò =
b

a
Axxf d)( 曲边梯形面积

,0)( <xf ò -=
b

a
Axxf d)( 面积的负值

1A
2A

3A

4A

4321d)( AAAAxxf
b

aò = - + -

3  定积分的几何意义
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几何意义：

下方的面积取负号．

轴在轴上方的面积取正号；代数和．在

之间的各部分面积的及两条直线

的图形轴、函数它是介于

xx
bxax

xfx
== ,

)(

++

- -
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例1 利用定义计算定积分
1 2

0
d .x xò

解 将 ]1,0[ n等分，分点为
n
ixi = ，( ni ,,2,1 != )

小区间 ],[ 1 ii xx - 的长度
n

xi
1

=D ，( ni ,,2,1 != )

取 ii x=x ，( ni ,,2,1 != )

ii

n

i
xf Då

=
)(

1
x ii

n

i
xD=å

=

2

1
x 2

1

n

i i
i
x x

=

= Då
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1

6
)12)(1(1

3
++
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nnn
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1

÷
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ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ +=

nn ¥®Þ® n0l

1 2

0
dx xò ii

n

i
xD= å

=®

2

10
lim x
l

÷
ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
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¥® nnn

1211
6
1lim .

3
1

=
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例2 利用定义计算定积分
2

1

1d .x
xò

解 在 ]2,1[ 中插入分点  12 ,,, -nqqq ! ,

典型小区间为 ],[ 1 ii qq -
，（ ni ,,2,1 != ）

小区间的长度 )1(11 -=-=D -- qqqqx iii
i ,

取
1-= i

i qx ，（ ni ,,2,1 != ）

ii

n

i
xf Då

=
)(

1
x i

n

i i

xD=å
=1

1
x

)1(1 1

1
1 -= -

=
-å qq
q

i
n

i
i
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å
=

-=
n

i
q

1
)1( )1( -= qn 取 2=nq 即 nq

1

2=

),12(
1

-= nn

)12(lim
1

-
+¥®

xx
x

!

x

x

x 1
12lim

1

-
=

+¥®
,2ln=

)12(lim
1

-\
¥®

n
n
n ,2ln=

2

1

1dx
xò i

n

i i

xD= å
=® 10

1lim
xl

)12(lim
1

-=
¥®

n
n
n .2ln=

ii

n

i
xf Då

=
)(

1
x
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例 3  设函数 )(xf 在区间 ]1,0[ 上连续，且取正值.

证

n
n n

nf
n

f
n

f ÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ

¥®
!

21lim

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
÷
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ö
ç
ç
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÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ=

¥®
n

n n
nf

n
f

n
f !

21limlnexp

n
n n

nf
n

f
n

f ÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ

¥®
!

21lim试证

1

0
ln ( )d

e .
f x xò=

利用对数的性质得
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þ
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if
n
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in 1
ln1limexp

þ
ý
ü
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í
ì

×÷
ø
ö
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è
æ

å=
=¥® nn

if
n

in

1lnlimexp
1

指数可理解为： )(ln xf 在 ]1,0[ 区间上的一个 

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
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ö
ç
ç
è

æ
÷
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÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
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ç
è
æ=

¥®
n

n n
nf

n
f

n
f !

21lnlimexp

极限运算与对数运算换序得
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nn
if

n

in

1lnlim
1

×÷
ø
ö

ç
è
æå

=¥®

1

0
ln ( )df x x= ò

故 n
n n

nf
n

f
n

f ÷
ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ×÷

ø
ö

ç
è
æ

¥®
!

21lim
1

0
ln ( )d

e .
f x xò=

因为 )(xf 在区间 ]1,0[ 上连续，且 0)( >xf

所以 )(ln xf 在 ]1,0[ 上有意义且可积 ,

积分和，分割是将 ]1,0[ 作n等分，分点为 

n
ixi = ，（ ni ,,2,1 != ） 
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１、定积分的实质：特殊和式的极限．

２、定积分的思想和方法：

分割 化整为零

求和 积零为整

取极限 精确值——定积分

求近似以直（不变）代曲（变）

取极限

5  小结与思考题
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思考题

将和式极限：

úû
ù

êë
é p-++p+p

¥® n
n

nnnn

)1(sin2sinsin1lim !

表示成定积分.
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思考题解答

原式

úû
ù

êë
é p+p-++p+p=

¥® n
n

n
n

nnnn
sin)1(sin2sinsin1lim !

p= å
=

¥®

n

in n
i

n 1
sin1lim

nn
in

in

p×÷
ø
ö

ç
è
æ p

p
= å

=
¥® 1

sinlim1

ò=
π

0
dsin

π
1 xx .dsinπ

1

0ò= xx
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一、 填空题： 

1、 函数 )(xf 在[ , ]a b 上的定积分是积分和的极限， 

即 ( )d
b

a
f x x =ò __________. 

2、 定积分的值只与________及________有关，而与 

___________无关. 

3、 )(xfy = 在[ , ]a b 上的定积分的几何意义是_________. 

4、 区间[ , ]a b 长度的定积分表示是____________. 

课堂练习题
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二、 利用定积分的定义计算由抛物线 ,12 += xy 两直

线 )(, abbxax >== 及横轴所围成的图形的面积. 

三、 利用定积分的定义计算积分 d
b

a
x xò ， )( ba < . 
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一、1、 å
=

®
D

n

i
ii xf

10
)(lim x

l
； 

    2、被积函数,积分区间,积分变量； 

3、介于曲线 )(xfy = , 轴x 及直线 bxax == 与 之间 

   各部分面积的代数和；      4、 d
b

a
xò . 

二、 abab -+- )(
3
1 33 .           三、 )(

2
1 22 ab - .  

课堂练习题答案
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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观察下列演示过程，注意当分割加细时，

矩形面积和与曲边梯形面积的关系．
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对定积分的补充规定:

òò -=
a

b

b

a
xxfxxf d)(d)( . 

说明：在下面的性质中，假定定积分都存

在，且不考虑积分上、下限的大小．

6 定积分性质
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证 [ ( ) ( )]d
b

a
f x g x x±ò

iii

n

i
xgf D±= å

=®
)]()([lim

10
xx

l

ii

n

i
xf D= å

=®
)(lim

10
x

l ii

n

i
xg D± å

=®
)(lim

10
x

l

( )d ( )d .
b b

a a
f x x g x x= ±ò ò

[ ( ) ( )]d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x± = ±ò ò ò . 

（此性质可以推广到有限多个函数作和的情况）

性质1
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( )d ( )d
b b

a a
kf x x k f x x=ò ò   (k为常数). 

证 ( )d
b

a
kf x xò ii

n

i
xkf D= å

=®
)(lim

10
x

l

ii

n

i
xfk D= å

=®
)(lim

10
x

l ii

n

i
xfk D= å

=®
)(lim

10
x

l

( )d .
b

a
k f x x= ò

性质2
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( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x= +ò ò ò . 

补充：不论 的相对位置如何, 上式总成立.cba ,,
例 若 ,cba <<

( )d
c

a
f x xò ( )d ( )d

b c

a b
f x x f x x= +ò ò

( )d
b

a
f x xò ( )d ( )d

c c

a b
f x x f x x= -ò ò
( )d ( )d .

c b

a c
f x x f x x= +ò ò

（定积分对区间具有可加性）

则

假设 bca <<性质3
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1 d d
b b

a a
x x b a× = = -ò ò . 

则 ( )d 0
b

a
f x x ³ò .  )( ba <  

证 ,0)( ³xf! ,0)( ³x\ if ),,2,1( ni !=

,0³D ix! ,0)(
1

³Dx\ å
=

ii

n

i
xf

},,,max{ 21 nxxx DDD= !l

ii

n

i
xf D\ å

=®
)(lim

10
x

l
( )d 0.

b

a
f x x= ³ò

性质4

性质5 如果在区间 ],[ ba 上 0)( ³xf ，
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例 4  比较积分值
2

0
e dx x

-

ò 和
2

0
d  x x

-

ò 的大小. 

解 令 ( ) e ,xf x x= - ]0,2[-Îx

,0)( >xf!
0

2
(e )d 0,x x x

-
\ - >ò

0

2
e dx x

-
\ ò

0

2
d ,x x

-
> ò

于是
2

0
e dx x

-

ò
2

0
d .x x

-
< ò
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性质5的推论：

证 ),()( xgxf £! ,0)()( ³-\ xfxg

[ ( ) ( )]d 0,
b

a
g x f x x\ - ³ò
( )d ( )d 0,

b b

a a
g x x f x x- ³ò ò

于是  ( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x£ò ò . 

则 ( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x£ò ò .  )( ba <  

如果在区间 ],[ ba 上 )()( xgxf £ ，（1）
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( )d ( )d
b b

a a
f x x f x x£ò ò  

)( ba <

证 ,)()()( xfxfxf ££-!

( )d ( )d ( )d ,
b b b

a a a
f x x f x x f x x\ - £ £ò ò ò

即  ( )d ( ) d
b b

a a
f x x f x x£ò ò . 

性质5的推论：

（2）
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设M及m分别是函数 )(xf 在区间 ],[ ba  

证 ,)( Mxfm ££!

d ( )d d ,
b b b

a a a
m x f x x M x\ £ £ò ò ò

( ) ( )d ( ).
b

a
m b a f x x M b a- £ £ -ò

（此性质可用于估计积分值的大致范围）

 ( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a- £ £ -ò . 

性质6

上的最大值及最小值，则 
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例 5  估计积分
π

30

d
3 sin

x
x+ò 的值. 

解 ,
sin3
1)( 3 x

xf
+

= ],,0[ pÎ" x

,1sin0 3 ££ x ,
3
1

sin3
1

4
1

3 £
+

£
x

π π π

30 0 0

1 d 1d d ,
4 3 sin 3

xx x
x

£ £
+ò ò ò

π

30

π d π .
4 3 sin 3

x
x

\ £ £
+ò
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例 6  估计积分
π
2
π
4

sin dx x
xò 的值. 

解 ,sin)(
x
xxf =

2
sincos)(

x
xxxxf -

=¢ 2
)tan(cos

x
xxx -

=

]
2
,
4
[ ppÎx

,0<

)(xf 在 ]
2
,
4
[ pp

上单调下降,

故
4
p=x 为极大点，

2
p=x 为极小点,
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,22)
4
(

p
=p= fM ,2)

2
(

p
=

p
= fm

,
442
p

=
p

-
p

=- ab!

π
2
π
4

2 π sin 2 2 πd ,
π 4 π 4

x x
x

\ × £ £ ×ò

2

4

1 sin 2d .
2 2

x x
x

p

p\ £ £ò
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若函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则在积分 

证

1 ( )d
b

a
m f x x M

b a
\ £ £

- ò

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a- £ £ -ò!

区间 ],[ ba 上至少存在一个点 x，使得 

( )d
b

a
f x xò ))(( abf -= x ， )( ba ££ x . 

性质7（定积分中值定理）

积分中值公式

由介值定理可知在区间 ],[ ba  上至少存在一点x， 
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使得
1( ) ( )d ,

b

a
f f x x

b a
x =

- ò
( )d

b

a
f x xò ))(( abf -= x . 

 在区间 ],[ ba 上至少存在一个点x， 

即

几何解释：

x

y

o a bx

)(xf

使得以区间 ],[ ba 为底边， 

以曲线 )0)(( ³= xfy 为 

曲边的曲边梯形的面积 

等于同一底边而高为 )(xf  

的一个矩形的面积。 
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例 7 设 )(xf 可导，且 251)(lim =
+¥®

xf
x

， 

     求
2 4lim sin ( )d

x

xx
t f t t

t
+

®+¥ ò . 

解 由积分中值定理知有 ],2,[ +Îx xx

使
2 4sin ( )d

x

x
t f t t

t
+

ò ),2)((4sin xxf -+= x
x

x

2 4lim sin ( )d
x

xx
t f t t

t
+

®+¥ ò )(4sinlim2 x
x

x
x

f
+¥®

=

)(4lim2 x
x

f
+¥®

= .2008=25142 ´´=
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例 8 求函数 1)( 2 += xxf 在[0,2]上的平均值 . 

解 由积分中值定理知函数f(x)在 [0,2]上有均值

2 2

0

1( ) ( 1)d
2 0

f x xx = +
- ò
2 2 22 2

0 0 0

1 1 1( 1)d d d
2 2 2

x x x x x= + = +ò ò ò
4 71 .
3 3

= + =
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１、定积分的性质

（注意估值性质、积分中值定理的应用）

２、典型问题

（１）估计积分值；

（２）不计算定积分比较积分大小．

7 小结与思考题
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思考题

定积分性质表明： 

若 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上都可积，则 )()( xgxf +

或 )()( xgxf 在 ],[ ba 上也可积。 

试问：此性质之逆成立吗？为什么？ 
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思考题解答

由 )()( xgxf + 或 )()( xgxf 在 ],[ ba 上可积，

不能断言 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上都可积。如 

î
í
ì

=
为无理数，

为有理数

x
x

xf
0
,1

)(
î
í
ì

=
为无理数，

为有理数

x
x

xg
1
,0

)(

显然 )()( xgxf + 和 )()( xgxf 在 ]1,0[ 上可积，但

)(),( xgxf 在 ]1,0[ 上都不可积。 
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一、 填空题： 

1、 若积分区间[ , ]a b 被点c分成[ , ]a c 与[ , ]c b ，则定积分

的可加性为 ( )d
b

a
f x x =ò __________； 

2、 若 ( )f x 在[ , ]a b 上的最大值与最小值分别为M m与 ，

则 ( )d
a

b
f x xò 有如下估计式：_________； 

3、 时当 ba > ，规定 ( )d
b

a
f x xò 与 ( )d

a

b
f x xò 的关系是 

___________； 

4、 积分中值公式 ( )d
b

a
f x x =ò )(,))(( baabf ££- xx  的

几何意义是___________. 

课堂练习题
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二、用定积分定义和性质求极限: 

1、 )
2
1

2
1

1
1(lim

nnnn
++

+
+

+¥®
! ；  

2、
π
2
0

lim sin dn

n
x x

®¥ ò . 

3、
π 2π πlim sin sin sin .
2 2 2

n
n

n
n n n®¥

æ ö æ ö æ ö×ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

!  

三、设 )(xf 在[ , ]a b 上连续，证明：若在[ , ]a b 上 0)( ³xf ,

且 ( )d 0
b

a
f x x =ò ，则在[ , ]a b 上 0)( ºxf . 
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一、1、 ( )d ( )d
c b

a c
f x x f x x+ò ò ； 

    2、 ( ) ( )d ( ) , ( )
b

a
m b a f x x M b a a b- £ £ - <ò ； 

    3、 ( )d ( )d
b a

a b
f x x f x x= -ò ò ； 

4、曲边梯形各部分面积的代数和等于 )(xf 与 ab -  

为邻边的矩形面积. 二、1、  
1

0

d ln 2
1
x
x
=

+ò ；   

2、
π
2
0

πlim sin d limsin 0
2

n n

n n
x x x

®¥ ®¥
= =ò ；

  
 

π π

0 0

1 1lnsin d lnsin d
π π3 e e .

x x x xò ò=、

课堂练习题答案


