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第四章不定积分 (第4讲) 1

第四讲：有理函数的积分



第四章不定积分 (第4讲) 2

1、有理函数

由两个多项式的商表示的函数.
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其中m、n都是非负整数； naaa ,,, 10 ! 及 

1  有理函数积分法

mbbb ,,, 10 ! 都是实数，并且 00 ¹a ， 00 ¹b . 
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假定分子与分母之间没有公因式

,)1( mn < 这有理函数是真分式；

,)2( mn ³ 这有理函数是假分式；

利用多项式除法,  假分式可以化成一个多项

式和一个真分式之和.

如,
1
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+
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x
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x

难点: 将有理函数化为部分分式之和.
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（1）分母中若有因式 ，则分解后为
kax )( -

,
)()( 1
21

ax
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A
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A k

kk -
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-
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- - !

2、化有理函数为最简分式之和

其中 kAAA ,,, 21 ! 都是常数.

特殊地： ,1=k 分解后为 ;
ax

A
-
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（2）分母中若有因式 ，其中kqpxx )( 2 ++

则分解后为2 4 0,p q- <

qpxx
NxM

qpxx
NxM

qpxx
NxM kk
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+
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其中 ii NM , 都是常数 ),,2,1( ki != .

特殊地： ,1=k 分解后为 ;2 qpxx
NMx
++

+
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3、化真分式化为最简分式之和的待定系数法
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2)1(
1
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1)1( 2 -

+
-
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C

x
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x
A

)1()1()1(1 2 -++-= xCxBxxA

代入特殊值来确定系数 CBA ,,
取 ,0=x 1=Þ A 取 ,1=x 1=Þ B

取 ,2=x BA,并将 值代入 )1( 1-=Þ C

.
1
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11

2 -
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-
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1
-

\
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例2
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例3

.
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=
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整理得
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例4 求不定积分 2

1 d .
( 1)

x
x x -ò

2

1 d
( 1)

x
x x -ò 2

1 1 1 d
( 1) 1

x
x x x
é ù

= + -ê ú- -ë û
ò

2

1 1 1d d d
( 1) 1

x x x
x x x

= + -
- -ò ò ò

.)1ln(
1
1ln Cx
x

x +--
-

-=

解
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例5 求不定积分

解

2

1 d .
(1 2 )(1 )

x
x x+ +ò

2

4 2 1
5 5 5d d

1 2 1

x
x x

x x

- +
= +

+ +ò ò2

1 d
(1 2 )(1 )

x
x x+ +ò

2 2

2 1 2 1 1ln(1 2 ) d d
5 5 1 5 1

xx x x
x x

= + - +
+ +ò ò

.arctan
5
1)1ln(

5
1)21ln(

5
2 2 Cxxx +++-+=
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说明：将有理函数化为部分分式之和后，只

出现三类情况：

)1( 多项式； ;
)(

)2( nax
A
-

;
)(

)3( 2 nqpxx
NMx
++

+

讨论积分 2 d ,
( )n
Mx N x

x px q
+

+ +ò

,
42

22
2 pqpxqpxx -+÷

ø
ö

ç
è
æ +=++! 令 tpx =+

2
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,
4

2
2 pqa -= ,

2
MpNb -=则

2 d
( )n
Mx N x

x px q
+

\
+ +ò 2 2 d

( )n
Mt t

t a
=

+ò

2 2 d .
( )n

b t
t a

+
+ò

,222 atqpxx +=++ ,bMtNMx +=+记
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,1)2( >n 2 d
( )n
Mx N x

x px q
+

+ +ò

122 ))(1(2 -+-
-= natn

M
2 2

1 d .
( )n

b t
t a

+
+ò

这三类积分均可积出,  且原函数都是初等函数.

结论: 有理函数的原函数都是初等函数.

,1)1( =n
2 dMx N x
x px q

+
+ +ò

)ln(
2

2 qpxxM
++= ;2arctan C

a

px

a
b

+
+

+
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1、三角有理式

由三角函数和常数经过有限次四则运算

构成的函数称之．一般记为 )cos,(sin xxR

sin 2sin cos
2 2
x xx =

,

2
tan1
2

tan2

2 x

x

+
= ,

2
tan1

2
tan1

2

2

x

x

+

-
=

2
sin

2
coscos 22 xxx -=

2  三角有理式的积分法
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2

2 2 2

2 1 2(sin ,cos )d , d .
1 1 1
u uR x x x R u
u u u

æ ö-
= ç ÷+ + +è ø

ò ò

2、万能置换公式

,
1
2sin 2u
ux
+

= ,
1
1cos 2

2

u
ux

+
-

= 2

2d d
1

x u
u

=
+

设 tan
2
xu = ，即 2arctanx u= ，则 
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例6 求不定积分
sin d .

1 sin cos
x x

x x+ +ò
解 tan ,

2
xu =

2

2

1cos ,
1
ux
u

-
=

+ 2

2d d .
1

x u
u

=
+

由万能置换公式

sin d
1 sin cos

x x
x x+ +ò 2

2 d
(1 )(1 )

u u
u u

=
+ +ò

2 2

2

2 1 1 d
(1 )(1 )
u u u u

u u
+ + - -

=
+ +ò

2

2sin ,
1
ux
u

=
+
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2 2

2

(1 ) (1 )d
(1 )(1 )
u u u
u u

+ - +
=

+ +ò 2

1 d
1

u u
u
+

=
+ò

1 d
1

u
u

-
+ò

uarctan= )1ln(
2
1 2u++ Cu ++- |1|ln

2
tan xu =!

2
x

= |
2

sec|ln x
+ .|

2
tan1|ln Cx

++-
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例7 求不定积分 4

d .
sin
x
xò

解 ,
2

tan xu = ,
1
2sin 2u
ux
+

= 2

2dd ,
1
ux
u

=
+

4

d
sin
x
xò

2 4 6

4

1 3 3 d
8

u u u u
u

+ + +
= ò

Cuu
uu

+++--= ]
3

33
3
1[

8
1 3

3

.
2

tan
24
1

2
tan
8
3

2
tan8

3

2
tan24

1 3

3 Cxx
xx

+÷
ø
ö

ç
è
æ++-

÷
ø
ö

ç
è
æ

-=
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另解 修改万能置换公式, xu tan=令

,
1

sin 2u
ux
+

= 2

dd ,
1
ux
u

=
+

4

d
sin
x
xò 4 2

2

1 1 d
1

1

u
uu

u

= ×
+æ ö

ç ÷
+è ø

ò
2

4

1 du u
u
+

= ò

C
uu
+--=
1

3
1
3 .cotcot

3
1 3 Cxx +--=
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再解 可以不用万能置换公式.

4

1 d
sin

x
xò 2 2csc (1 cot )dx x x= +ò

22 2csc d cot csc dx x x x x= +ò ò d(cot )x= -
.cot

3
1cot 3 Cxx +--=

注意：“万能置换”并非最佳置换方法，因此

在三角有理式的积分中，应优先考虑其它技巧

性的方法.



第四章不定积分 (第4讲) 21

例8 求不定积分
1 sin d .

sin 3 sin
x x

x x
+
+ò

解
2

cos
2

sin2sinsin BABABA -+
=+

1 sin d
sin 3 sin

x x
x x
+
+ò 1 sin d

2sin 2 cos
x x

x x
+

= ò

2

1 sin d
4sin cos

x x
x x
+

= ò

2

1 1 d
4 sin cos

x
x x

= ò 2

1 1 d
4 cos

x
x

+ ò
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2 2

2

1 sin cos d
4 sin cos

x x x
x x
+

= ò 2

1 1 d
4 cos

x
x

+ ò

2

1 sin 1 1d d
4 cos 4 sin

x x x
x x

= +ò ò 2

1 1 d
4 cos

x
x

+ ò

2

1 1 1 1d(cos ) d
4 cos 4 sin

x x
x x

= - +ò ò 2

1 1 d
4 cos

x
x

+ ò

xcos4
1

=
2

tanln
4
1 x

+ .tan
4
1 Cx ++
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则    原式 2

d 1 32 ln | | .
9 3 3
u u C
u u

+
= = +

- -ò
回代，得 

tan 3d 1 2ln .
4 5cos 3 tan -3

2

x
x Cxx

+
= +

+ò

例9 求不定积分
1 d .

4 5cos
x

x+ò
解 作变换 tan

2
xu = ，得

2

2 2

1 2dcos , d
1 1
u ux x
u u

-
= =

+ +  
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3、特殊变换

( sin ,cos ) (sin ,cos ),R x x R x x- = -

根据三角有理式 (sin ,cos )R x x 的特殊性，介绍几个

特殊的积分变换公式. 

（1） 若三角有理式 (sin ,cos )R x x 为 sin x的奇函

数，即 

则作变换 cosu x= . 
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例10 求不定积分

2

2

cos sin d .
1 cos

x x x
x+ò

解 作变换 cosu x= ，得 

 

原式 
2

2 d arctan .
1
u u u u C
u

= - = - +
+ò

回代，得 

2

2

cos sin d arctancos cos .
1 cos

x x x x x C
x

= - +
+ò
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(sin , cos ) (sin ,cos ),R x x R x x- = -

（2） 若三角有理式 (sin ,cos )R x x 为 cos x的奇函

数，即 

则作变换 sinu x=  . 

例11 求不定积分

3

4

cos d .
1 sin

x x
x+ò

解 作变换 sinu x= ，得 
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122 ln .14 2

u
u C

u
u

+ +
= +

- -

2

2

2 1 2 sin sinln .
4 1 2 sin sin

x x C
x x

+ +
= +

- +

 
2 2

4
2 2

2

1 1( 1)d d( )1 d 1 11 2 ( )

u uu u uu
u u u

u u

- +-
= = =

+ + - +
ò ò ò

 

2

1 1d[ ( )]
2 2

1 12 1 [ ( )]
2

u
u

u
u

+
=

- +
ò

原式
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( sin , cos ) (sin ,cos ),R x x R x x- - =

（3） 若三角有理式 (sin ,cos )R x x 为 sin x和cos x的

偶函数，即 

则作变换 tanu x= . 

例12 求不定积分

2

2 4

1 sin d .
sin cos

x x
x x

+
ò

解 作变换 tanu x= ，得 
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2
2 2

2 2 2

1 dsin , cos , d .
1 1 1
u ux x x
u u u

= = =
+ + + 	

 

原式 
2 3

2

1 2 1( +3+2 )d 3 .
3

u u u u C
u u

= = + - +ò
回代，得 

2
3

2 4

1 sin 2d tan 3tan cot .
sin cos 3

x x x x x C
x x

+
= + - +ò

注意：任意多元函数均可分解为关于某个变

量的一个奇函数和一个偶函数的代数和形式.
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例13 求不定积分
1 d .

4 5cos
x

x+ò

解 先作变换 2x t= ，得 
 

原式 
2d .

4 5cos 2
t
t

=
+ò

2(sin ,cos ) (2sin cos ,2cos 1)R x x R t t t= -

（4） 若 (sin ,cos )R x x 为任意三角有理式时，先作

代换 2x t= ，则 

为sin ,cost t的偶函数，然后，再作变换 tanu t= . 

第四章不定积分 (第4讲)
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则上式简化后变为 

 

原式 2

d 1 32 ln | | .
9 3 3
u u C
u u

+
= = +

- -ò

再作变换 tanu t= ，得 
2

2 2

1 dcos2 , d
1 1
u ut t
u u

-
= =

+ + ， 

回代，得 

tan 3d 1 2ln .
4 5cos 3 tan -3

2

x
x Cxx

+
= +

+ò

第四章不定积分 (第4讲)
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讨论类型

),,( n baxxR + , .n
ax bR x
cx e

æ ö+
ç ÷ç ÷+è ø

解决方法 作代换去掉根号.

3  简单无理式积分法
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例14 求不定积分
1 1 dx x
x x

+
ò

解 令 t
x
x
=

+1 ,1 2t
x
x
=

+
Þ

,
1

1
2 -

=
t

x
( )22

2 dd ,
1

t tx
t

= -
-
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1 1 dx x
x x

+
ò ( )

( )
2

22

2 d1
1

t tt t
t

= - -
-

ò
2

2

d2
1

t t
t

= -
-ò

2

12 1 d
1

t
t

æ ö= - +ç ÷-è øò
12 ln
1

tt C
t
-

= - - +
+
2

1 12 ln | | 1x xx C
x x

æ ö+ +
= - - - +ç ÷ç ÷

è ø

12 2ln | 1 | .x x x C
x
+

= - - + - +
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例15 求不定积分 3

1 d .
1 1

x
x x+ + +ò

解 令 16 += xt 56 d d ,t t xÞ =

3

1 d
1 1

x
x x+ + +ò

5 3

3 2

6 d d6
1

t t t t
t t t

= =
+ +ò ò

3 22 3 6 6ln | 1 |t t t t C= - + - + +

3 6

6

2 1 3 1 3 1

6ln( 1 1) .

x x x

x C

= + - + + +

- + + +

说明：无理函数去根号时, 取根指数的最小公倍数.
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例16 求不定积分
d .

3 1 2 1
x x

x x+ + +ò
解 先对分母进行有理化

原式
( 3 1 2 1)d

( 3 1 2 1)( 3 1 2 1)
x x x x

x x x x
+ - +

=
+ + + + - +ò

( 3 1 2 1)dx x x= + - +ò
1 3 1d(3 1)
3

x x= + +ò
1 2 1d(2 1)
2

x x- + +ò
.)12(

3
1)13(

9
2 2

3
2
3

Cxx ++-+=
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简单无理式的积分.

有理式分解成部分分式之和的积分.

（注意：先化为真分式！）

三角有理式的积分（万能置换公式）.

（注意：万能置换慎用！）

5  小结与思考题
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思考题

将分式分解成部分分式之和时应注意什么？
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思考题解答

分解后的部分分式必须是最简分式.
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一、 填空题： 

1. 3 2

3 d d
1 1 1

A Bx Cx x
x x x x

+æ ö= +ç ÷+ + - +è øò ò ，其中 

=A _____, =B _____, =C _____； 

2.
( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

1 d
d

1 11 1 1

x x A B C x
x xx x x

é ù+
ê ú= + +

+ -+ - +ê úë û
ò ò , 

   其中 =A _____, =B _____, =C _____； 

3、计算
d ,

2 sin
x
x+ò 可用万能代换 =xsin ____,dx = ____； 

4、计算
d ,x

ax b m+ +ò 令 =t ____, =x ____,dx = ____. 

课堂练习题
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二、求下列不定积分： 

   1.

4

2

( +1)d
( 1)( 1)
x x

x x+ -ò ；    2. ò + xx
x
tansin

d
；   

3. ò - 4cos5 2 x
xd

；      4. ò ++

+
x

xx
xx

d
1
)1(

； 

5.
4

6

1 d
1
x x
x

+
+ò ；        6. 

1 cos d
sin
x x

x x
+
+ò ； 

7.
4 2

d
1
x

x x+ò ；       8. 
2

3

sin d
cos

x x
xò ； 
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9.
3

8 2

d
(1 )
x x
x+ò ；          10.

sin d
1 sin

x x
x+ò ； 

11.
3

3

d
( )
x x

x x x+ò ；        12. 2

e d
(e 1)

x

x

x x
+ò ； 

13. 2 2[ln( 1 )] dx x x+ +ò ；  14.
21 arcsin dx x x-ò ； 

15.
sin cos d
sin cos

x x x
x x+ò ；      16.

d
( )( )

x
x a b x- -ò . 
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二、1. 2

2

1 | 1 |arctan ln
2 1

xx x x C
x

-
+ - + +

+
； 

2. Cxx
+-

2
tan
4
1|

2
tan|ln

2
1 2 ；  

3. C
x
x
+

-
+ |
tan21
tan21|ln

4
1

； 

4. Cxxxx ++-+++ 2/52/32/52/3 )1(
15
4)1(

3
2

15
4

3
2

；
 

一、1.  2,1,1 - ；    2.  -1,
2
1,

2
1

； 

3.  2 2

2 2d,
1 1
u u
u u+ + ； 4.  bax + , 

a
bt -2
, 
2 dt t
a .   

课堂练习题答案
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5. Cxx ++ 3arctan
3
1arctan ； 

    6． Cxx ++ )sinln( ； 

    7． C
x
x

x
x

+
+

+
+

-
2

3

32 1
3

)1(
；   

    8． Cxx
x
x

++- )tanln(sec
2
1

cos2
sin

2 ；   

    9． Cx
x

x
++

+
4

8

4

arctan
8
1

)1(8
；  

   10． sec tanx x x C+ - + ； 
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11． C
x
x

+
+ 66 )1(

ln ；   

12．
e ln(1 e )

e 1

x
x

x

x C- + +
+

；   

13． 
2 2 2 2[ln 1 )] 2 1 ln( 1 ) 2x x x x x x x C+ + - + + + + + ； 

14．
2 2 21 1 1(arcsin ) 1 arcsin

4 2 4
x x x x x C+ - - + ；   

15．
1 2 1 2 cos(sin cos ) ln
2 4 1 2 sin

xx x C
x

+
- + +

+
；   

16． C
xb
ax
+

-
-arctan2 .  
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（1）常用积分公式汇集成的表称为积分表.

（2）积分表是按照被积函数的类型来排列的.

（4）不定积分公式表见附录.

（3）求积分时，可根据被积函数的类型直接

或经过简单变形后，查得所需结果.

6 积分表的使用法
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例16 求 2

d .
(3 4)
x x
x +ò （含有 ）bax +

在积分表（一）中查得公式 7.

( )2 2

d 1 ln | |x x bax b C
a ax bax b
é ù= + + +ê ú+ë û+ò

现在 4,3 == ba 于是

( )2
d 1 4ln | 3 4 | .

9 3 43 4
x x x C

xx
é ù= + + +ê ú+ë û+ò
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例17 求
d .

5 4cos
x
x-ò （含有三角函数）

在积分表（十一）中查得此类公式有两个

224,5 baba >-==! 选公式 105.

将 代入得4,5 -== ba

d
cos
x

a b x+ò 2 2

2 arctan tan
2

a b x C
a ba b

æ ö-
= +ç ÷ç ÷+- è ø

d
5 4cos

x
x-ò .

2
tan3arctan

3
2 Cx

+÷
ø
ö

ç
è
æ=
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说明：初等函数在其定义域内原函数一定存在，

如，

;dsin 2ò xx

;dsin
ò x
x
x;de

2

ò - xx ;
ln
d

ò x
x

3

d ;
1
x
x+ò 4

d ... ...
1
x
x+ò ；

但原函数不一定都是初等函数.
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2

2

2

2 2

2 2

d1. . 2. 2 9d .
4 9

3. arcsin d . 4. e sin 3 d .
2

d d5. . 6. .
(1 ) 1

17. 2d . 8. d .
1

x

x x x
x

xx x x x

x x
x x x x

xx x x x
x

-

+
-

- -

-
-

+

ò ò

ò ò

ò ò

ò ò

利用积分表计算下列不定积分：

课堂练习题
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2

2 2

2
2

2

2 2
2

11. ln 2 4 9 .
2
1 9 22. 2 9 ln( 2 2 9 .
2 4

3. ( 1)arcsin 4 .
2 2 4
e 1 14. (2sin 3 3cos 3 ). 5. ln .
13

1 ( 1) 2 16. arccos . 7. ln( 2) .
4 2

18. (1 )(1 ) 2arcsin .
2

x

x x C

x x x C

x x x x C

xx x C
x x

x x xC x x C
x

xx x C

-

+ - +

+ + + + +

- + - +

-
- + - - +

- -
+ - + - +

+
- + + +

课堂练习题答案


