
第四章不定积分

第四章不定积分 (第2讲) 1

第二讲：换元积分法
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问题 cos2 dx xò ,2sin Cx +=

解决方法 利用复合函数，设置中间变量.

过程 令 xt 2= 1d d ,
2

x tÞ =

cos2 dx xò
1 cos d
2

t t= ò Ct += sin
2
1 .2sin

2
1 Cx +=

1、第一类换元积分法

一、 换元积分法
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在一般情况下：

设 ),()( ufuF =¢ 则 ( )d ( ) .f u u F u C= +ò
如果 )(xu j= （可微）

d [ ( )] [ ( )] ( )dF x f x x xj j j¢=!

[ ( )] ( )d [ ( )]f x x x F x Cj j j¢\ = +ò

( )[ ( )d ]u xf u u j== ò 由此可得换元法定理
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设 )(uf 具有原函数， )(xu j= 可导， 

( )[ ( )] ( )d [ ( )d ]u xf x x x f u u jj j =¢ =ò ò
第一类换元公式（凑微分法）

说明: 使用此公式的关键在于将

( )dg x xò 化为 [ ( )] ( )d .f x x xj j¢ò
观察重点不同，所得结论不同.

则有换元公式

定理1
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例1 求不定积分 sin2 d .x xò
解（一） sin2 dx xò

1 sin 2 d(2 )
2

x x= ò
;2cos

2
1 Cx +-=

解（二） sin2 dx xò 2 sin cos dx x x= ò
2 sin d(sin )x x= ò ;sin2 Cx +=

解（三） sin2 dx xò 2 sin cos dx x x= ò
2 cos d(cos )x x= - ò .cos2 Cx +-=
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例2 求不定积分
d .
3 2
x
x+ò

解 ,)23(
23
1

2
1

23
1 ¢+×

+
×=

+
x

xx
d
3 2
x
x+ò

1 1 (3 2 ) d
2 3 2

x x
x

¢= × +
+ò

1 1d
2

u
u

= ò 1 ln | |
2

u C= +
1 ln | 3 2 | .
2

x C= + +

( )df ax b x+ò
1 [ ( )d ]u ax bf u u
a = += ò一般地
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例3 求不定积分
d .

(1 2ln )
x

x x+ò
解

d
(1 2ln )

x
x x+ò d(ln )

1 2 ln
x
x

=
+ò

1 d(1 2ln )
2 1 2ln

x
x

+
=

+ò

xu ln21+=

1 d
2

u
u

= ò
1 ln | |
2

u C= +
1 ln |1 2ln | .
2

x C= + +
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例4 求不定积分 3

d .
(1 )
x x
x+ò

解 3

d
(1 )
x x
x+ò 3

1 1d
(1 )
x x

x
+ -

=
+ò

2 3

1 1[ ]d(1 )
(1 ) (1 )

x
x x

= - +
+ +ò

2

1 1
1 2(1 )

C
x x

= - + +
+ + 2

1 2 .
2(1 )

x C
x

+
= - +

+
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例5 求不定积分 2 2

d ( 0).x a
a x

¹
+ò ，

解 2 2

dx
a x+ò 22

2

1 d

1

x
a x

a

=
+

ò

2

d
1

1

x
a

a x
a

æ ö
ç ÷
è ø=
æ ö+ ç ÷
è ø

ò .arctan1 C
a
x

a
+=
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例6 求不定积分 2

d .
8 25
x

x x- +ò

解
2

d
8 25
x

x x- +ò 2

d
( 4) 9

x
x

=
- +ò

22

1 d
3 4 1

3

x
x

=
-æ ö +ç ÷

è ø

ò 2

4d
1 3
3 4 1

3

x

x

-æ ö
ç ÷
è ø=
-æ ö +ç ÷

è ø

ò

.
3
4arctan

3
1 Cx

+
-

=
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例7 求不定积分
1

2

1(1 )e d .
x
x x

x
+

-ò

解 ,111
2xx

x -=
¢
÷
ø
ö

ç
è
æ +!

1

2

1(1 )e d
x
x x

x
+

\ -ò
1 1e d( )

x
x x

x
+

= +ò
1

e .
x
x C

+
= +
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例8 求不定积分
d .

2 3 2 1
x

x x+ + -ò

原式
( ) ( )

[ 2 3 2 1]d
2 3 2 1 2 3 2 1

x x x
x x x x

+ - -
=

+ + - + - -
ò
1 12 3d 2 1d
4 4

x x x x= + - -ò ò
1 12 3d(2 3) 2 1d(2 1)
8 8

x x x x= + + - - -ò ò

( ) ( ) .12
12
132

12
1 33 Cxx +--+=
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例9 求不定积分

解

2 5sin cos d .x x x×ò
2 5sin cos dx x x×ò 2 4sin cos d(sin )x x x= ×ò

2 2 2sin (1 sin ) d(sin )x x x= × -ò
2 4 6(sin 2sin sin )d(sin )x x x x= - +ò

.sin
7
1sin

5
2sin

3
1 753 Cxxx ++-=

说明：当被积函数是三角函数相乘时，拆开奇

次项去凑微分.
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例10 求不定积分

解

cos3 cos2 d .x x xò
)],cos()[cos(

2
1coscos BABABA ++-=

),5cos(cos
2
12cos3cos xxxx +=

1cos 3 cos 2 d (cos cos5 )d
2

x x x x x x= +ò ò

.5sin
10
1sin

2
1 Cxx ++=
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例11 求不定积分

解

2

d .
4 arcsin

2

x
xx-

ò

2

d

4 arcsin
2

x
xx-

ò 2

d
2

1 arcsin
2 2

x

x x
=

æ ö- ç ÷
è ø

ò
（ ）

d(arcsin )
2

arcsin
2

x

x= ò ln | arcsin | .
2
x C= +
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例12 求不定积分

解

(1+ ln )d .xx x xò
(1+ln )dxx x xò

lne d( ln )x x x x= ò

lne (1+ln )dx x x x= ò

lne .x x xC x C= + = +
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例13 求不定积分

解

ò ++ xx
x
sincos1

d

ò
+

=

2
cos
2

sin2
2

cos2

d
2 xxx

x

2

d

2cos 1 tan )
2 2

x
x x=

+
ò

（
ò

+

+
=

2
tan1

)
2

tan1d

x

x
（

ln 1 tan | .
2
x C= + +|

ò ++ xx
x
sincos1

d
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例14 求不定积分
d .
1 e x
x
+ò

解
d
1 e x
x
+ò

1 e e d
1 e

x x

x x+ -
=

+ò
e1 d
1 e

x

x x
æ ö

= -ç ÷+è ø
ò ed d

1 e

x

xx x= -
+ò ò

d(1 e )d
1 e

x

xx +
= -

+ò ò ln(1 e ) .xx C= - + +

.)e1ln(
e1

)e1(d
e1
de

e1
d Cxx x

x

x

x

x

x ++-=
+
+

-=
+

=
+

-
-

-

-

-

òòò另解：
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例15 求不定积分

解

d .
1 cos

x
x+ò

d
1 cos

x
x+ò ( ) ( )

(1 cos )d
1 cos 1 cos

x x
x x

-
=

+ -ò

2

1 cos d
sin

x x
x

-
= ò 2 2

d d(sin )
sin sin
x x
x x

= -ò ò

C
x

x ++-=
sin
1cot .

2
tan Cx

+=

.
2

tan
2/cos

/2)d(
2/cos2

d
cos1
d

22 Cx
x
x

x
x

x
x

+===
+ òòò另解：
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例16 求不定积分

解

csc d .x xò
d
sin
x
x

= òcsc dx xò 2

sin d
sin

x x
x

= ò

2

d(cos )
1 cos

x
x

= -
-ò ( cos )u x=

2

d
1
u
u

= -
-ò

1 1 1 d
2 1 1

u
u u

æ ö= - +ç ÷- +è øò
1 1ln | |
2 1

u C
u

-
= +

+
1 1 cosln | | .
2 1 cos

x C
x

-
= +

+
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另解：
d
sin
x
x

= òcsc dx xò d

2sin cos
2 2

x
x x= ò

2

d
2

tan cos
2 2

x

x x

æ ö
ç ÷
è ø=
æ ö
ç ÷
è ø

ò
d tan

2

tan
2

x

x

æ ö
ç ÷
è ø= ò

ln | tan |
2
x C= + ln | csc t | .cox x C- +=

（使用了三角函数恒等变形）

类似地， sec d ln | sec tan | .x x x x C= + +ò
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解

例17 设 求 .,cos)(sin 22 xxf =¢ )(xf

令 xu 2sin= ,1cos2 ux -=Þ

,1)( uuf -=¢

( )( ) 1 df u u u= -ò ,
2
1 2 Cuu +-=

.
2
1)( 2 Cxxxf +-=
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问题 5 21 d ?x x x- =ò
解决方法 改变中间变量的设置方法.

过程 令 tx sin= d cos d ,x t tÞ =

5 21 dx x x- =ò 5 2(sin ) 1 sin cos dt t t t-ò
5 2sin cos dt t t= ò !!=

（应用“凑微分”即可求出结果）

2、第二类换元积分法



其中 )(xy 是 )(tx y= 的反函数.

设 )(tx y= 是单调的、可导的函数， 

( )
( )d [ ( )] ( )d

t x
f x x f t t t

y
y y

=
é ù¢= ë ûò ò

并且 0)( ¹¢ ty ， 又设 )()]([ ttf yy ¢ 具有原函数，
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证 设 为 的原函数,)(tF )()]([ ttf yy ¢

则有换元公式

定理 2
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第二类积分换元公式

( )d ( )f x x F x C\ = +ò ,)]([ Cx +yF=

( )
( )d [ ( )] ( )d

t x
f x x f t t t

y
y y

=
é ù¢= ë ûò ò

)]([ tf y= ).(xf=

说明 )(xF 为 )(xf 的原函数,

则

d d( )
d d

tF x
t x
F¢ = × )()]([ ttf yy ¢=

)(
1
ty ¢

×

令 ( ) [ ( )] ,F x xy= F
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例18 求不定积分

解

2 2

d , ( 0).x a
x a

>
+

ò

令 tax tan= 2d sec dx a t tÞ =

2 2

dx
x a+ò

2sec d
sec

a t t
a t

= ò sec dt t= ò

1ln | sec tan |t t C= + +

t
a

x22 ax +
2 2ln | | .x a x C= + + +

÷
ø
ö

ç
è
æ pp-Î

2
,
2

t

.ln1 aCC -=其中
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例19 求不定积分

解

3 24 d .x x x-ò
令 tx sin2= d 2cos dx t t= ÷

ø
ö

ç
è
æ pp-Î

2
,
2

t

3 24 dx x x-ò ( )3 22sin 4 4sin 2cos dt t t t= - ×ò
3 232 sin cos dt t t= ò 2 232 sin (1 cos )cos dt t t t= -ò
2 432 (cos cos )dcost t t= - -ò

Ctt +--= )cos
5
1cos

3
1(32 53

t

2 x

24 x-( ) ( ) .4
5
14

3
4 5232 Cxx +-+--=



第四章不定积分 (第2讲) 28

另解： 22223 d4
2
1d4 xxxxxx òò -=-

222 d4)44(
2
1 xxxò -+-=

)d(4)4(
2
1 232 xx --= ò

.)4(
3
4)4(

5
1 3252 Cxx +---=

)d(442 22 xx --- ò

2 2 31 (3 8) (4 ) .
15

x x C= - + - +
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例20 求不定积分

解

2 2

d , ( 0).x a
x a

>
-

ò

令 tax sec= ÷
ø
ö

ç
è
æ pÎ
2
,0td sec tan dx a t t t=

2 2

dx
x a

=
-

ò sec tan d
tan

a t t t
a t

×
ò

sec dt t= ò

t
a

x 22 ax -

1ln | sec tan |t t C= + +

2 2ln | | .x a x C+= - +

.ln1 aCC -=其中
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说明(1) 以上几例所使用的均为三角代换.

三角代换的目的是化掉根式.

一般规律如下：当被积函数中含有

22)1( xa - 可令 ;sin tax =
22)2( xa + 可令 ;tan tax =
22)3( ax - 可令 .sectax =
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说明(2) 积分中为了化掉根式除采用三角代

1sinhcosh 22 =- tt!

taxtax cosh,sinh ==\ 也可以化掉根式.

例21   求不定积分 2 2

dx
x a+ò

tax sinh= d cosh dx a t t=

2 2

dx
x a+ò

cosh d
cosh
a t t
a t

= ò dt t C= = +ò

换外还可用双曲代换:

解 令
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ar sinh x C
a

= + ( )2 2ln .x a x C= + + +

积分中为化掉根式是否一定采用三角

代换（或双曲代换）并不是绝对的，需根据被

积函数的情况来定.

说明(3)

例22 求不定积分
5

2

d .
1
x x
x+ò （三角代换很繁琐）

21 xt += ,122 -=Þ tx d d ,x x t t=解 设
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5

2

d
1
x x
x+ò ( )22 1

d
t

t t
t
-

= ò ( )4 22 1 dt t t= - +ò
Cttt ++-= 35

3
2

5
1

.1)348(
15
1 242 Cxxx +++-=

例23 求不定积分

解

d .
1 ex
x
+

ò

1 ext = +令 2e 1,x tÞ = -
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d
1 ex
x
+

ò 2

2d
1
t

t
=

-ò
1 1 d
1 1

t
t t

æ ö= -ç ÷- +è øò

1ln | |
1

t C
t
-

= +
+ ( )2ln 1 e 1 .x x C= + - - +

说明(4) 当分母的阶较高时, 用倒代换 .1
t

x =

2

2d d ,
1
tx t

t
=

-
( ),1ln 2 -= tx
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7

d
( 2)
x

x x +ò 7 2

1 d
1 2

t t
t

t

æ ö= × -ç ÷
è øæ ö +ç ÷

è ø

ò

6

7

d
1 2
t t
t

= -
+ò Ct ++-= |21|ln

14
1 7

.||ln
2
1|2|ln

14
1 7 Cxx +++-=

t
x 1
=

2

1d d ,x t
t

Þ = -解 设

例24 求不定积分 7

d .
( 2)
x

x x +ò



第四章不定积分 (第2讲) 36

例25 求不定积分

解

4 2

d ,
1

x
x x +
ò

4 2

d
1

x
x x +
ò

令
t

x 1
= 2

1d d ,x t
t

Þ = -

24 2

1 1 d
1 1 1

t
t

t t

æ ö= -ç ÷
è øæ ö æ ö +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

ò

（分母较高阶）.

3

2

d
1
t t
t

= -
+

ò
2 2

2

1 d
2 1

t t
t

= -
+

ò
2( )u t=
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1 d
2 1

u u
u

= -
+ò

1 1 1 d
2 1

u u
u

- -
=

+ò
1 1 1 d(1 )
2 1

u u
u

æ ö
= - + +ç ÷+è øò

( ) Cuu ++-+=
3

1
3
11

.1
3
11

3
22

C
x
x

x
x

+÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
-

+
=

2 2
3

1 (2 1) 1 .
3

x x C
x

= - + +
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说明(5) 当被积函数含有两种或两种以上的根

式 时，可采用令 （其中 为

各根指数的最小公倍数）

lk xx ,,! ntx = n

例26 求不定积分 3

d .
(1 )
x

x x+ò

解 令 6tx = 5d 6 d ,x t tÞ =

3

d
(1 )
x

x x+ò
5

3 2

6 d
(1 )
t t

t t
=

+ò
2

2

6 d
1
t t
t

=
+ò
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2

2

1 16 d
1
t t

t
+ -

=
+ò 2

16 1 d
1

t
t

æ ö= -ç ÷+è øò
Ctt +-= ]arctan[6 .arctan66 66 Cxx +-=

解

例27 求不定积分 .
11
d

ò ++ x
x

òò ++
+

=
++ x

x
x

x
11
)1(d

11
d 2

ò ++
++

=
x
xx

11
1d12

x
x

+
++

-= ò 1d)
11
11(2 .)11ln(212 Cxx +++-+=
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例28 求不定积分

解

2 2 2 2 2d sin ( cos d )a x x a a t a t t- = -ò ò

2 2d , 0 .a x x a- >ò （ ）

sin , d cos d ,x a t x a t t= = 则作代换：

2 2 21cos d (1 cos2 )d
2

a t t a t t= = -ò ò
21 1( sin 2 )+

2 2
a t t C= - t

a x

2 2a x-
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2 2 21+ arcsin
2

.
2
x xa x a C

a
- +=

2 2
21 (arcsin )+

2
x x a xa C
a a a

-
= - ×

21 ( sin cos )+
2
a t t t C= -

t
a x

2 2a x-
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基
本
积
分
表

(II)

(16) tan d lncos ;x x x C= - +ò
(17) cot d lnsin ;x x x C= +ò
(18) sec d ln(sec tan ) ;x x x x C= + +ò
(19) csc d ln(csc cot ) ;x x x x C= - +ò

2 2

d 1(20) arctan ;x x C
x a a a

= +
+ò

2 2

d 1(21) ln ;
2

x x a C
x a a x a

-
= +

- +ò
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2 2

d(22) arcsin ;
| |

x x C
aa x

= +
-

ò

2

2

d(24) ln( ) ,x x x a C
x a

= + + +
+

ò

2
2 2 2 2(23) d + arcsin ,

2 2 | |
x a xa x x a x C

a
- = - +ò

2 2 2(25) d + ln( ) .
2 2
x ax a x x a x x a C+ = + + + +ò
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两类积分换元法：

î
í
ì（一）凑微分

（二）三角代换、双曲代换、倒代换、

根式代换

基本积分表(II)

3  小结与思考题
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思考题

求积分 ( ln ) (ln 1)d .px x x x+ò
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思考题解答

d( ln ) (1 ln )dx x x x= +!

( ln ) (ln 1)dpx x x x\ +ò ( ln ) d( ln )px x x x= ò

ïî

ï
í

ì

-=+

-¹+
+=

+

1,)lnln(

1,
1
)ln( 1

pCxx

pC
p
xx p



第四章不定积分 (第2讲) 47

课堂练习题

一、 填空题： 

1、 若 ( )d ( )f x x F x C= +ò ，则 [ ( )]d ( )f x xj j =ò _____； 

2、 求 2 2d ( 0)x a x a- >ò 时，可作变换_____，然后求积； 

3、 求不定积分 2

d
1
x

x x+ò 时，可先令 =x _____； 

4、 2

d
1
x x
x

=
-

_____ 21d( 1 )
2

x- ； 

5、 
sin dt t
t

=ò _____. 
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二、 求下列不定积分（第一类换元法）： 

 

1、 ò + xxx de ln2 2
；        2、 ò + xx

x
tan1cos2

d
； 

 

3、
d

1 5ex
x

+ò ；          4、 ò +
x

x
xx d2cos1

cossin
； 

 

5、 ò
- x
xx

x d1
2sin

cos
；     6、 ò + x

x
2cos1

d
. 
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三、 求下列不定积分（第二类换元法）： 

 

1、 ò - 2/321 ）（ x
xd

；        2、

2

2
d

1
x x
x-ò ；  

3、 2

d
9 6 7

x
x x- +

ò ；     4、 2

1 ln d
( ln )

x x
x xò
-

-
.  

 

5、设 ò= xxI n
n dtan , ( 2)n ³ ，求证： 

     
1

2
tan

1

n

n n
xI I

n

-

-= -
-

, 并求 5tan dx xò . 
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一、1、 [ ( )]F x Cj + ；  2、 tax sec=  或 tax csc= ； 

    3、 t 或 1-t ；   4、-2；   5、 Ct +cos2 . 

二、1、 Cx +
22

4
1 e ；         2、 Cx ++ tan12 ；  

    3、 Cx x ++- )51ln( e ；  4、 Cx ++- )cos1ln(
2
1 2

； 

    5、 Cx
+-

2
tan2 ；     6、 Cx

+
2

tanarctan
2

1
.  

课堂练习题答案
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三、1、 C
x
x

+
- 21

；          2、
1 1arcsin
2 4

x x C- + ； 

    3、
2ln(3 1 9 6 7)x x x C- + - + + ； 4、 ln

x C
x x

+
- .

 

5、 òò -== - xxxxxI nn
n dd )1(sectantan 22  

     2
1tan

1
1

-
- -

-
= n

n Ix
n . 

   
5 4 2

5
1 1tan d tan tan ln | cos | .
4 2

I x x x x x C= = - - +ò       


