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第一讲：不定积分的定义及性质
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如 ( ) xx cossin =¢ xsin 是 xcos 的原函数.

如果在区间I内，可导函数 )(xF 的导函数 

d ( ) ( )dF x f x x= ， 

为 )(xf ，即 IxÎ" ，都有 

( )df x x在区间I内 

4.1  原函数

)()( xfxF =¢ ，或者 

那么函数 )(xF 就称为 )(xf 或 

( )df x x在区间I内原函数. 
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( ) ),0(1ln >=¢ x
x

x xln 是
x
1
在区间 ),0( +¥  

内的原函数. 

原函数存在定理：

如果函数 )(xf 在区间I内连续，那么在区 

简而言之：连续函数一定有原函数.

间I内存在可导函数 )(xF ，使 IxÎ" ，都有 

)()( xfxF =¢ . 
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问题： (1) 原函数是否唯一？

如

（C为任意常数）.

(2) 若不唯一它们之间有什么联系？

关于原函数的说明：

CxF +)( 都是 )(xf 的原函数.

（1）若 ，则对于任意常数 ，)()( xfxF =¢ C

( sin ) =cos ,x x¢ ( sin ) =cos ,x C x¢+
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（2）若 F(x) 和 G(x) 都是 f(x)的原函数，

则 CxGxF =- )()(

证 [ ] )()()()( xGxFxGxF ¢-¢=¢-!

0)()( =-= xfxf

CxGxF =-\ )()(
（ 为任意常数）C

（ 为任意常数）.C
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任
意
常
数

积
分
号

被
积
函
数

在区间I内，函数 )(xf 的带有任意常数项 

( )d ( )f x x F x C= +ò
被
积
表
达
式

积
分
变
量

的原函数称为 )(xf 在区间I内的不定积分， 

记为 ( )df x xò . 

4.2  不定积分
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例1 求不定积分
5d .x xò

解 ,
6

5
6

xx
=
¢
÷
ø

ö
ç
è

æ
!

6
5d .

6
xx x C\ = +ò

解

例2 求不定积分

( ) ,
1
1arctan 2x

x
+

=¢!

2

1 d arctan .
1

x x C
x

\ = +
+ò

2

1 d .
1

x
x+ò
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例3 设曲线通过点（1, 2），且其上任一点处的

切线斜率等于这点横坐标的两倍，求此曲线方程.

解 设曲线方程为 ),(xfy = 根据题意知

d 2 ,
d
y x
x
= 即 )(xf 是 x2 的一个原函数.

22 d ,x x x C= +ò! ,)( 2 Cxxf +=\

由曲线通过点（1,2） ,1=Þ C

所求曲线方程为: .12 += xy
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由不定积分的定义可知：

d ( )d ( ),
d

f x x f x
x
é ù =ë ûò

d[ ( )d ] ( )d ,f x x f x x=ò
( )d ( ) ,F x x F x C¢ = +ò

d ( ) ( ) .F x F x C= +ò
结论： 微分运算与不定积分运算“互逆”.
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实例 µ
µ

µ
xx

=
¢
÷
ø

ö
ç
è

æ
+

+

1

1 1

d .
1

xx x C
µ

µ

µ

+

Þ = +
+ò

启示 能否根据求导公式得出积分公式？

结论 : 既然积分运算和微分运算是互逆的，因

此可以根据求导公式得出积分公式.

)1( -¹µ

基本积分表：
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基
本
积
分
表
(I)

（k是常数）;
1

(2) d ( 1);
1

xx x C
µ

µ µ
µ

+

= + ¹ -
+ò

1(3) d ln ;x x C
x

= +ò
说明： Þ> ,0x 1 d ln ,x x C

x
= +ò

=¢-< ])[ln(,0 xx ,1)(1
x

x
x

=¢-
-

1 d ln( ) ,x x C
x

Þ = - +ò
1 d ln | | ,x x C
x

\ = +ò
简写为

1 d ln .x x C
x

= +ò

(1) dk x kx C= +ò
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2

1(4) d
1

x
x

=
+ò ;arctan Cx +

2

1(5) d
1

x
x

=
-

ò ;arcsin Cx +

(6) cos dx x =ò ;sin Cx +

(7) sin dx x =ò ;cos Cx +-

2

d(8)
cos
x
x
=ò 2sec dx x =ò ;tan Cx +

2

d(9)
sin
x
x
=ò 2csc dx x =ò ;cot Cx +-
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(10) sec tan dx x x =ò ;sec Cx +

(11) csc cot dx x x =ò ;csc Cx +-

(12) e dx x =ò ;Cx +e

(13) dxa x =ò ;
ln

C
a
ax

+

(14) sinh dx x =ò ;cosh Cx +

(15) cosh dx x =ò .sinh Cx +
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例4 求不定积分
2 d .x x xò

解 2 dx x xò
5
2dx x= ò

Cx
+

+
=

+

1
2
5

1
2
5

.
7
2 2

7

Cx +=

根据积分公式（2）
1

d
1

xx x C
µ

µ

µ

+

= +
+ò
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因为 )(xf 的原函数 )(xFy = 的图形称为函数 

表示一个积分曲线族.它是由函数 )(xf 的某个 

)(xFy = 沿 y轴平移C 单位而形成. 

因此，积分曲线在同一点处的切线斜率均为 ( )f x ， 

)(xf 的积分曲线，所以不定积分 CxFy += )(  

这些积分曲线也称为“互相平行”. 

4.3  不定积分的几何意义
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例 5  已知自由落体运动的加速度为 g，初速度为 

0v ，起点为 0s ，试求 

（1） 速度函数 v 与时间 t的关系 ( )v v t= ； 

（2） 速度函数 s与时间 t的关系 ( )s s t= . 

已知速度函数对时间的导数为加速度
，由于v g¢ = ，所以 

1( ) d .v v t g t gt C= = = +ò
又因 0(0)v v= ，所以 1 0C v= ，于是 

0 .v gt v= +

解（1
）
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（2）已知路程函数对时间的导数为速度，

由于 0s v gt v¢ = = + ，所以 

2
0 0 2

1( ) ( )d
2

s s t gt v t gt v t C= = + = + +ò
又因 0(0)s s= ，所以 2 0C s= ，于是 

2
0 0

1 .
2

s gt v t s= + +
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(1) [ ( ) ( )]df x g x x± =ò ( )d ( )d ;f x x g x x±ò ò
证 ( )d ( )df x x g x x

¢
é ù±ë ûò ò!

( )d ( )df x x g x x
¢ ¢

é ù é ù= ±ë û ë ûò ò ).()( xgxf ±=

（此性质可推广到有限多个函数之和的情况）

4.4  不定积分的性质

等式成立.\
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(2) ( )dkf x x =ò ( )d .k f x xò
（k是常数， )0¹k

例6 求不定积分

解

2 2

3 2( )d .
1 1

x
x x

-
+ -

ò

2 2

3 2( )d
1 1

x
x x

-
+ -

ò

2 2

1 13 d 2 d
1 1

x x
x x

= -
+ -

ò ò

xarctan3= xarcsin2- C+
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例7 求不定积分

解

2

2

1 d .
(1 )
x x x

x x
+ +
+ò

2

2

1 d
(1 )
x x x

x x
+ +
+ò

2

2

(1 )d
(1 )

x x x
x x
+ +

=
+ò

2

1 1 d
1

x
x x

æ ö= +ç ÷+è øò 2

1 1d d
1

x x
x x

= +
+ò ò

.lnarctan Cxx ++=
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例8 求不定积分

解

2

2 2

1 2 d .
(1 )
x x

x x
+
+ò

2

2 2

1 2 d
(1 )
x x

x x
+
+ò

2 2

2 2

1 d
(1 )
x x x

x x
+ +

=
+ò

2 2

1 1d d
1

x x
x x

= +
+ò ò

.arctan1 Cx
x

++-=
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例9 求不定积分

解

1 d .
1 cos 2

x
x+ò

1 d
1 cos2

x
x+ò 2

1 d
1 (2cos 1)

x
x

=
+ -ò

2

1 1 d
2 cos

x
x

= ò .tan
2
1 Cx +=

说明：以上几例中的被积函数都需要进行恒

等变形，才能使用基本积分表.
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例 10  已知一曲线 )(xfy = 在点 ))(,( xfx 处的

切线斜率为 xx sinsec2 + ，且此曲线与 y轴的交
点为 )5,0( ，求此曲线的方程. 

解 2d sec sin ,
d
y x x
x
= +!

( )2sec sin dy x x x\ = +ò
,costan Cxx +-=

,5)0( =y! ,6=\ C
所求曲线方程为 .6costan +-= xxy
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例11 求函数 2 1 1, 0,
2

( ) 1, 0,
e , 0,x

x x x

f x x
x

ì - + <ï
ï

= =í
ï >ï
î

的不定积分.

解
3 2

1

2

1 1 , 0,
3 4

( )d , 0,
e , 0.x

x x x C x

f x x C x
C x

ì - + + <ï
ï

= =í
ï + >ï
î

ò
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由原函数的连续性可知：

3 2
1 20 0

1 1lim ( ) lim (e ),
3 4

x

x x
x x x C C C

- +® ®
- + + = = +

即 1 2 1,C C C= = +
3 21 1 , 0,

3 4
( )d , 0,

e 1, 0.x

x x x C x

f x x C x
C x

ì - + + <ï
ï

= =í
ï + - >ï
î

ò
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4.5  小结与思考题

基本积分表(I)

不定积分的性质

原函数的概念： )()( xfxF =¢

不定积分的概念：ò += CxFdxxf )()(

求微分与求积分的“互逆”关系
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思考题

符号函数
ïî

ï
í

ì

<-
=
>

==
0,1
0,0
0,1

sgn)(
x
x
x

xxf

在 内是否存在原函数？为什么
？

),( ¥+-¥
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思考题解答

不存在.

假设有原函数
ïî

ï
í

ì

<+-
=
>+

=
0,
0,
0,

)(
xCx
xC
xCx

xF

但 )(xF 在 0=x 处不可微，故假设错误.

结论：每一个含有第一类间断点的函数都

没有原函数.

所以 在 内不存在原函数.),( ¥+-¥)(xf
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一、 填空题： 

1、 一个连续函数有__________个原函数，其中任意两个

的差是一个___________； 

2、 )(xf 的___________称为 )(xf 的不定积分； 

3、 由 )()( xfxF =¢ 可知，在积分曲线族 CxFy += )(  

)( 是任意常数C 上横坐标相同的点处作切线，这些切

线彼此是_____________的； 

课堂练习题
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5、
3 dx x x =ò ________；6、

2(1 ) dx x
x

-
ò =________； 

7、
dx
x x

=ò _______；8、
2(2 2 3)dx x x- + =ò _______； 

9、
3( 1)( 1)dx x x- + =ò ___________. 

二、一曲线通过点 )5,2( ，且在任一点处的切线的斜  

    率等于该点横坐标的立方，求该曲线的方程 . 

4、若 )(xf 在某区间上___________，则在该区间上 

)(xf 的原函数一定存在. 
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3、 2sin d
2
x xò           4、

2

2 2

2cos 1 d
cos sin

x x
x x

-
ò  

 

5、
1(1 ) dx x x
x

-ò     6、
2 2

2
2

sin sec d
1

x x x x
x
+
+ò    

三、 求下列不定积分： 

 

1、
2

2

1d
1

x x
x
-
+ò        2、 2 3 5 2 d

2

x x

x x× - ×
ò  
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一、1、无穷多,常数；2、全体原函数；3、平行； 

4、连续；5、 Cx +2
9

9
2

；6、 Cxxx ++- 2
1

2
3

2
5

2
3
4

5
2

； 

7、 Cx +-
-
2
1

2 ；     8、 Cxxx ++- 3
3
2 23

； 

    9、 Cxxxx +-+- 2
3

3
4

6
11

3
2

4
3

11
6

. 

课堂练习题答案



第四章不定积分 (第1讲) 33

二、 1
4
1 4 += xy

； 

三、1、 Cxx +- arctan2 ；  2、 Cx
x

+-
-

5
2ln3ln

)5.1(2
；  

    3、 Cxx
+

-
2
sin

；      Cxx +-- tancot.4 ； 

5、 Cxx +- 4
3

4
7

3
4

7
4

；     6、 Cxx +- arctantan .    


