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第二讲：泰勒中值公式
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一、问题的提出

1.设 )(xf 在 0x 处连续,则有

2.设 )(xf 在 0x 处可导,则有

[ a+= )()( 0xfxf ]

)]())(()()([ 0000 xxoxxxfxfxf -+-¢+=

)()( 0xfxf »

))(()()( 000 xxxfxfxf -¢+»  

2.1  泰勒中值定理
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xey =

xy += 1
o

exy =

o

xy =

)1ln( xy +=

例如, 当 x很小时, e 1x x» +  , xx »+ )1ln(  
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不足:

问题: 寻找函数 )(xP ,使得 )()( xPxf »

误差 )()()( xPxfxR -=  可估计

1、精确度不高； 2、误差不能估计。

设函数 )(xf 在含有 0x 的开区间 ),( ba 内具有直到

)1( +n 阶导数, )(xP 为多项式函数

n
nn xxaxxaxxaaxP )()()()( 0

2
02010 -++-+-+= !

误差 )()()( xPxfxR nn -=
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二、 nP 和 nR 的确定 

0x

)(xfy =

o x

y
分析:

)()( 00 xfxPn =

)()( 00 xfxPn ¢¢=¢¢

)()( 00 xfxPn ¢=¢

!!!!

2.若有相同的切线

3.若弯曲方向相同

近
似
程
度
越
来
越
好

1.若在 点相交0x



微分中值定理与导数应用第二讲) 6

假设 nkxfxP kk
n ,,2,1,0)()( 0

)(
0
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!==    

),( 00 xfa =

代入 )(xPn 中得
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n
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xf

xxxfxxxfxfxP
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),(1 01 xfa ¢=× )(!2 02 xfa ¢¢=×
,!! )(! 0

)( xfan n

n =×
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三、泰勒中值公式

)()(
!
)(

)(
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)())(()()(
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n
xf

xxxfxxxfxfxf
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¢¢

+-¢+=

!

	

泰勒(Taylor)中值定理 

若函数 )(xf 在含有 0x 的某个开区间 ),( ba 内具有直到 

)1( +n 阶的导数,则当x在 ),( ba 内时, )(xf 可以表示 

为 )( 0xx - 的一个n次多项式与余项 )(xRn 之和: 
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其中 1
0

)1(

)(
)!1(

)()( +
+

-
+

= n
n

n xx
n
fxR x

(x在 0x 与x之间). 

证    由假设, )(xRn 在 ),( ba 内具有直到 )1( +n 阶导

数,且 

两函数 )(uRn 及
1

0 )( +- nxu 在以 0x 及x为端点的区

间上满足柯西中值定理的条件,得 

0)()()()( 0
)(

000 ===¢¢=¢= xRxRxRxR n
nnnn !
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)( 01 之间与在 xxx

二函数 )(uRn¢ 及
nxun ))(1( 0-+ 在以 0x 及 1x 为端点

的区间上满足柯西中值定理的条件,得 
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如此下去,经过 )1( +n 次后,得

        

( )!1
)(

)(
)( )1(

1
0 +

=
-

+

+ n
R

xx
xR n

n
n

n x
 

              ( 之间与在 nx xx 0 ,也在 0x 与 x之间) 

)(
))(1(

)(
1021

02

2 之间与在 xx
x
x x
xnn

R
n

n
--+

¢¢
=

则由上式得

,0)()1( =+ xP n
n! )()( )1()1( xfxR nn

n
++ =\
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å
=

-=
n

k

k
k
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称为 )(xf 按 )( 0xx - 的幂展开的n次泰勒多项式； 
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xfxf
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称为 )(xf 按 )( 0xx - 的幂展开的n阶泰勒公式， 
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当 Mxf n <+ )()1(
时， 

])[()(
!
)()( 00
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0
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xxoxx
k
xfxf -+-=\ å

=

皮亚诺型余项

		
lim
n→∞

| Rn(x)
(x − x0)n

|<= lim
n→∞

M |x − x0 |
(n+1)! =0
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注意:

1、当 0=n 时,泰勒公式变成拉氏中值公式 

2、取 00 =x ,x在0与x之间,令 )10(, <<= qqx x  

则拉氏余项： .
)!1(
)()( 1

)1(
+

+

+
= n

n

n x
n

xfxR q
	

))(()()( 00 xxfxfxf -¢+= x ， 

 ).( 0 之间与在 xxx
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四、麦克劳林(Maclaurin)公式

常用函数的麦克劳林公式：
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五、简单的应用

例 17  求 ( ) exf x = 的n阶麦克劳林公式. 

解
( )( ) ( ) ( ) e ,n xf x f x f x¢ ¢¢= = = =! "

1)0()0()0()0( )( ===¢¢=¢=\ nffff !

( 1) ( ) en xf x qq+ =注意到 代入公式,得
2

1ee 1 (0 1).
2! ! ( 1)!

n x
x nx xx x

n n

q

q+= + + + + + < <
+

!
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由公式可知
   
ex ≈ 1 + x + x2

2!
+! + xn

n!
估计误差: )0( >x设

   
x = 1, e ≈ 1 +1 + 1

2!
+! + 1

n!

.
)!1(

3
+

<
n

其误差
e

( 1)!nR n
<

+

1
1e e( ) (0 1).

( 1)! ( 1)!

x n x
n

n
xR x x

n n

q

q
+

+= < < <
+ +
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例 18  计算 

2

40

e 2cos 3lim
x

x

x
x®

+ -
. 

解
2 2 4 41e 1 ( )

2!
x x x o x= + + +!

)(
!4!2

1cos 5
42

xoxxx ++-=

2 4 41 1e 2cos 3 ( 2 ) ( )
2! 4!

x x x o x\ + - = + × +

12
7)(

12
7

lim 4

44

0
=

+
=

® x

xox

x
原式
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xy =

xy sin=

播放

1.Taylor公式在近似计算中的应用;

2.3.4  小结与思考题
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xy =

xy sin=

1.Taylor公式在近似计算中的应用;
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xy =

xy sin=

!3

3xxy -=

o

1.Taylor公式在近似计算中的应用;
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xy =

xy sin=

!3

3xxy -=

o

!5!3

53 xxxy +-=

1.Taylor公式在近似计算中的应用;
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xy =

xy sin=

!3

3xxy -=
!5!3

53 xxxy +-=

!7!5!3

753 xxxxy -+-=

o

1.Taylor公式在近似计算中的应用;
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xy sin=

!11!9!7!5!3

119753 xxxxxxy -+-+-=

o

1.Taylor公式在近似计算中的应用;
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xy =

xy sin=

播放

1.Taylor公式在近似计算中的应用;
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播放

2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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播放

2.Taylor公式的数学思想---局部逼近.
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思考题

利用麦克劳林公式求极限：

xx
xxxx

x 20 arcsin
)1(sinelim +-

®
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思
考
题
解
答

)(
!3!2

1 3
32

xoxxxx ++++=e!

)(
!3

sin 4
3

xoxxx +-=

=
+-

=\
® 30

)1(sinelim
x

xxxx

x
原式

3

4
3

3
32

0

)1()(
!3

)(
!3!2

1
lim

x

xxxoxxxoxxx

x

+-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++++

®

3

3
33

0

)(
!3!2lim
x

xoxx

x

+-
=

® 3
1

=

xx ~arcsin
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一、 当 10 =x 时，求函数
x

xf 1)( = 的n 阶泰勒公式. 

二、 求函数
xxxf e2)( = 的n 阶麦克劳林公式. 

三、 利用麦克劳林公式求极限： 

1、 
x

x
x

x 4

2

0 sin
ecoslim

2
-

®

-
 ； 2、 )]11ln([lim 2

x
xx

x
+-

¥®
. 

四、应用三阶泰勒公式求 3 30的近似值，并估计误差. 

课堂练习题
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一、
nn xxx

x
)1()1()1()1(11 2 --+--+--= !  

         
)1,0()1(

)]1(1[
)1( 1

2

1

Î-
-+

-
+ +

+

+

q
q

，n
n

n

x
x . 

二、 )1,0(,
)!1(

e
)!2(

e 1322 Î
-

+
-

+++= + q
q

n
xn

x x
nn

xxxx ! . 

三、1、
12
1
.      2、

2
1
. 

四、
5

3
3 1088.1,10724.330 -´<» R . 

课堂练习题答案


