
第一章函数与极限

函数极限的定义 1

第三节：函数极限的定义与性质
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

播放

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限
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.sin
时的变化趋势当观察函数 ¥®x

x
x

播放

1.3.1 自变量趋于无穷时函数的极限



问题：函数 )(xfy = 在 ¥®x 的过程中, 对应

函数值 )(xf 无限趋近于确定值 A.  
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;)()( 任意小表示 AxfAxf -e<-

.的过程表示 ¥®> xXx

.0sin)(, 无限接近于无限增大时当
x
xxfx =

通过上面演示实验的观察:

问题：如何用数学语言刻划函数“无限接近”.
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若对于任意给定 0e >  (无论多小)，总存在正 

”定义“ X-e

.)(,,0,0 e<->>$>e" AxfXxX 恒有时使当

Û=
¥®

Axf
x

)(lim

1、函数极限定义：

数X ,使得对于适合不等式 Xx > 的一切x,所对应 

的函数值 )(xf 都满足不等式  e<- Axf )( , 则称 

函数 )(xf 当 ¥®x 时极限存在, 其值为A，记作 

)()()(lim ¥®®=
¥®

xAxfAxf
x

或
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:.10 情形+¥®x

.)(,,0,0 ee <->>$>" AxfXxX 恒有时使当

:.20 情形-¥®x Axf
x

=
-¥®

)(lim

.)(,,0,0 ee <--<>$>" AxfXxX 恒有时使当

Axf
x

=
+¥®

)(lim

x
f x A: lim ( )

®¥
= Û定理

.)(lim)(lim AxfAxf
xx

==
-¥®+¥®

且

2、另外两种情形：
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x
xy sin

=

e-

e

X- X

。的带形区域内宽为为中心线以直线

图形完全落在函数时或当

e2,
)(,

Ay
xfyXxXx

=

=>-<

A

3、几何解释：
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x
xy sin

=例 1 .0sinlim =
¥® x

x
x

证明

证
x
x

x
x sin0sin

=-!
x
1

£ ,e<

,0>e" ,1
e

=X取 时恒有则当 Xx >

,0sin
e<-

x
x

.0sinlim =
¥® x

x
x

故

.

)(,)(lim

的图形的水平渐近线

是函数则直线如果 xfycycxf
x

===
¥®



函数极限的定义 18

例 2 .
2
1

12
1lim 2

2

=
--

-
¥® xx

x
x

证明

证

2

2

1 1 1 1
2 1 2 2 | 2 +1| 4( | | 1)
x
x x x x

e-
- = £ <

- - -
，

1| | 1.
4

x
e

> +即 10, 1
4

Xe
e

" > = +取

当 时，
2

2

1 1| | .
2 1 2
xx X
x x

e
-

> - <
- -

有 成立
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问题:函数 )(xfy = 在 0xx® 的过程中,对应

函数值 )(xf 无限趋近于确定值 A.  

;)()( 任意小表示 AxfAxf -e<-

.0 00 的过程表示 xxxx ®<-< d

x0xd-0x d+0x

dd

,0 邻域的去心点 dx .0程度接近体现 xxd

1.3.2 自变量趋于定点时函数的极限
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若对于任意给定 0e >  (无论多小)，总存在正 

00, 0,0 , ( ) .x x f x Ae d d e" > $ > < - < - <
0

lim ( )
x x

f x A
®

= Û

1、函数极限定义：

数d ,使得对适合不等式 00 x x d< - < 的一切x,所对应 

的函数值 )(xf 都满足不等式  e<- Axf )( , 则称 

函数 )(xf 当 0x x® 时极限存在, 其值为A，记作 

0
0lim ( ) ( ) ( )

x x
f x A f x A x x

®
= ® ®或

	

-e d“ ”定义
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2、几何解释：
)(xfy =

e-A

e+A
A

d-0x d+0x0x
dd

x

y

o.2
,

)(,
0

的带形区域内宽为

为中心线线

图形完全落在以直

函数域时

邻的去心在当

e
=

=

d

Ay

xfy
xx

注

意：

;)(.1 0是否有定义无关在点函数极限与 xxf

..2 有关与任意给定的正数ed

越小越好。后找到一个显然 dd ,,
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左极限：

00, 0, 0 , ( ) .x x f x Ae d d e" > $ > < - < - <

右极限：

0

0

00
( )

lim ( ) , ( 0) .
x x
x x

f x A f x A
-

® -
®

= - =或

0

0

00
( )

lim ( ) , ( 0) .
x x
x x

f x A f x A
+

® +
®

= + =或

3、单侧极限：

x x
f x A f x f x A

0
0 0lim ( ) ( 0) ( 0) .

®
= Û - = + =定理

00, 0, 0 , ( ) .x x f x Ae d d e" > $ > < - < - <



函数极限的定义 23

例3 ).(lim,
0,1
0,1

)(
02 xf

xx
xx

xf
x®î

í
ì

³+
<-

= 求设

y

o x

1

xy -= 1

12 += xy

解 两个单侧极限为是函数的分段点,0=x

)1(lim)(lim
00

xxf
xx

-=
-- ®®

,1=

)1(lim)(lim 2

00
+=

++ ®®
xxf

xx
,1=

左右极限存在且相等,

.1)(lim
0

=
®

xf
x

故



函数极限的定义 24

例 4 .2
1
1lim

2

1
=

-
-

® x
x

x
证明

证

2
1
1)(

2

-
-
-

=-
x
xAxf! ,0>e任给

,e=d只要取

,10 时当 d<-< x

函数在点x=1处没有定义.

1-= x

,)( e<- Axf要使

,2
1
12

e<-
-
-

x
x

就有

.2
1
1lim

2

1
=

-
-

\
® x
x

x
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例 5

.lim 0
0

xx
xx

=\
®

证 0)( xxAxf -=-!

,0>e任给

},,min{ 00 ed xx=因此，取

,0 0 时当 d<-< xx

0

0

xx
xx

+
-

=

,)( e<- Axf要使

,0 e<- xx就有

,
0

0

x
xx -

£

.不取负值且x

.lim,0: 00
0

xxx
xx

=>
®

时当证明

e00 xxx <-只要
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.lim
0
不存在验证

x
x

x®
y

x

1

1-

o
0 0 0
lim lim
x x

x x
x x® - ®

-
=

左右极限存在但不相等, .)(lim
0

不存在xf
x®

\

例 6

证

0
lim( 1) 1
x®

= - = -

0 0 0
lim lim
x x

x x
x x® + ®
=

0
lim1 1
x®

= =
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函数极限统一定义

;)(lim Anf
n

=
¥®

;)(lim Axf
x

=
¥®

;)(lim Axf
x

=
+¥®

;)(lim Axf
x

=
-¥®

;)(lim
0

Axf
xx

=
®

;)(lim
0

Axf
xx

=
+®

.)(lim
0

Axf
xx

=
-®

1.3.6  小结与思考题

lim ( )
0, ( ) .
f x A

f x Ae e
= Û

" > $ - <有 成立某时刻，从此以后，
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思考题

试问函数

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

<+

=

>

=

0,5
0,10

0,1sin

)(
2 xx

x

x
x

x

xf 在 0=x 处的左、

右极限是否存在？当 0®x 时， )(xf 的极限是否

存在？ 
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思考题解答

=
-®

)(lim
0

xf
x

,5)5(lim 2

0
=+

-®
x

x
左极限存在,

=
+®

)(lim
0

xf
x

,01sinlim
0

=
+® x
x

x
右极限存在,

¹
-®

)(lim
0

xf
x
! )(lim

0
xf

x +®
)(lim

0
xf

x®
\ 不存在.
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.01.01

______1
3
12 2

2

<->

®
+
-

=¥®

yXx

X
x
xyx

，必有时，只要

取，问当时，、当

.001.0420
___421 2

<-<-<

®=®

yx
xyx
，必有只要

时，取，问当时，、当

d
d

证明：二、用函数极限的定义

一、填空题:

.0coslim2,2
12

41lim1
2

2
1

==
+

-
+¥®-® x

x
x
x

xx
、、

课堂练习题
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一、1、 min{ ,0.001 / ( 4)},( 0);a a a+ >       

 

2、 397，或  20 .  
 

二、1、 ed
2
1

= ；         2、 2
1
e

=X . 

课堂练习题答案
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1、唯一性

定理 2  若 )(lim xf 存在,则极限唯一. 

证

1.3.3 函数极限的性质与运算

由定义： 0, 0e d" > $ > ，当 00 | |x x d< - < 时 

有 | ( ) |f x A e- < 和 | ( ) |f x B e- < 同时成立. 于是 

以 0x x® 为例： 

假设
0 0

lim ( ) , lim ( ) ,
x x x x

f x A f x B
® ®

= = . 
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2、局部有界性

定理 3  若在某个过程下, )(xf 有极限,则存在 

证

过程的一个时刻,在此时刻以后 )(xf 有界. 
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).0)((0)(,),(,0

),0(0,)(lim

0

0

<>Î>$

<>=
®

xfxfxUx

AAAxf

o

xx

或时当则

或且若

dd

定理(保号性)

3、保号性
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推论

).()(),,(,0

,)(lim,)(lim

0

00

xgxfxUx

BABxgAxf

o

xxxx

<Î">$

<==
®®

有则

且设

dd

).0(0),0)((0)(

,),(,0,)(lim 0
0

£³£³

Î>$=
®

AAxfxf

xUxAxf
o

xx

或则或

时当且若 dd推论

推论(保序性)

.),()(),,(,0

.)(lim,)(lim

0

00

BAxgxfxUx

BxgAxf

o

xxxx

££Î">$

==
®®

则有若

设

dd
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4、子列收敛性 (函数极限与数列极限的关系)

的过或可以是设在定义： ),,( 000
-+® xxxaax

{ }
.)(lim,

)()(,)(lim

0

0

Axfxx

xfxfAxf

nn

nxx

=®

=

¥®

®

则有时的一个子列

当是数列若定理 4

），则称数（程中有数列 ¥®®¹ naaxn )(

{ } .)()( 时的子列当为函数列 axxfxf n ®
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.)(
,0,0,0 0

e<-

d<-<>d$>e"\

Axf
xx 恒有时使当

.0
,,0,0

0 d<-<

>>$>d\

xx
NnN

n

恒有时使当对上述

,)( e<- Axf n从而有 .)(lim Axf nn
=

¥®
故

,lim 00 xxxx nnn
¹=

¥®
且又!

证 Axf
xx

=
®

)(lim
0

!
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如：若 x
xy sin

=1sinlim
0

=
® x

x
x

,11sinlim =
¥® n
n

n
11sin

1
lim 2

2

=
+

+¥® n
n

n
n

n

函数极限与数列极限的关系（Heine 定理）

函数极限存在的充要条件是它的任何子列的极

限都存在且相等。

,11sinlim =
¥® n
n

n
则
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x
y 1sin=

例 7  证明
x x0

1limsin .
®

极限 不存在

证 { } ,1
þ
ý
ü

î
í
ì
p

=
n

xn取

,0lim =
¥® nn
x ;0¹nx且

n n
n

nπ=
x
1limsin limsin 0

®¥ ®¥
=而
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,1=
1 4 1limsin limsin π

2n n
n

n
y®¥ ®¥

+
=而 1lim

¥®
=
n

二者不相等, .1sinlim
0

不存在故
xx®

{ }ny n
1 ,4 1 π
2

ì ü
ï ï

= í ý+ï ï
î þ

取 lim 0,nn
y

®¥
= 0;ny ¹且
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5.  极限运算法则

定理 5

.0,
)(
)(lim)3(

;)]()(lim[)2(
;)]()(lim[)1(
,)(lim,)(lim

¹=

×=×
±=±
==

B
B
A

xg
xf

BAxgxf
BAxgxf
BxgAxf

其中

则设

证 (3)
x a x a
f x A g x Blim ( ) , lim ( ) 0.

® ®
= = ¹!

x a
g x Blim | ( ) | | | 0.

®
\ = >
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)(
)()(

)(
)(

xBg
xAgxBf

B
A

xg
xf -

=-

当 时，|x a|0 d< - <

|f x A|( ) ,e- <有 |g x B|( ) ,e- <

||g x | B | B1( ) | | | | ,
2

- <和 即 |g x | B1( ) | | .
2

> 同成立

于是

,0>"\ e 0,d$ >

)(
])([])([

xBg
BxgAAxfB ---

=
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e
2/
||||

|)(|||
|)(||||)(|||

2B
BA

xgB
BxgAAxfB +

<
-+-

£

.)3( 成立\

推论1

).(lim)](lim[
,,)(lim

xfcxcf
cxf

=
则为常数而存在如果

即，常数因⼦可以提到极限记号外面.

.)]([lim)](lim[
,,)(lim

nn xfxf
nxf

=

则是正整数而存在如果推论2
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6.  求极限方法举例

例8
x

x
x x

3

22

1lim .
3 5®

-
- +

求极限

解 )53(lim 2

2
+-

®
xx

x
! 5lim3limlim

22

2

2 ®®®
+-=
xxx

xx

5limlim3)lim(
22

2

2 ®®®
+-=
xxx

xx

52322 +×-= ,03 ¹=

53
1lim 2

3

2 +-
-

\
® xx

x
x )53(lim

1limlim
2

2

2

3

2

+-

-
=

®

®®

xx

x

x

xx .
3
7

=
3
123 -

=
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小结： 则有设 ,)(.1 1
10 n

nn axaxaxf +++= -
!

n
n

xx

n

xxxx
axaxaxf +++= -

®®®
!

1
10 )lim()lim()(lim

000

n
nn axaxa +++= -

!
1

0100 ).( 0xf=

则有且设 ,0)(,
)(
)()(.2 0 ¹= xQ
xQ
xPxf

)(lim

)(lim
)(lim

0

0

0 xQ

xP
xf

xx

xx

xx
®

®

®
=

)(
)(
0

0

xQ
xP

= ).( 0xf=

.,0)( 0 则商的法则不能应用若 =xQ
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解 )32(lim 2

1
-+

®
xx

x
! ,0= 商的法则不能用

)14(lim
1

-
®

x
x

!又 ,03 ¹=

14
32lim

2

1 -
-+

\
® x

xx
x

.0
3
0
==

由无穷小与无穷大的关系,得

例9
x

x
x x21

4 1lim .
2 3®

-
+ -

求极限

.
32

14lim 21
¥=

-+
-

® xx
x

x
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解 当

例10
x

x
x x

2

21

1lim .
2 3®

-
+ -

求极限

.,,1 分母的极限都是零分子时®x

.1后再求极限因子先约去不为零的无穷小 -x

)1)(3(
)1)(1(lim

32
1lim

12

2

1 -+
-+

=
-+

-
®® xx

xx
xx

x
xx

3
1lim

1 +
+

=
® x
x

x
.
2
1

=

)
0
0(

(消去零因子法)
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例11
x

x x
x x

3 2

3 2

2 3 5lim .
7 4 1®¥

+ +
+ -

求极限

解 当 .,, 分母的极限都是无穷大分子时¥®x )(
¥
¥

.,,3 再求极限分出无穷小去除分子分母先用x

3

3

23

23

147

532
lim

147
532lim

xx

xx
xx
xx

xx
-+

++
=

-+
++

¥®¥®
.
7
2

=

(无穷小项分离法)



函数的极限(103) 50

注意： 为非负整数时有和当 nmba ,0,0 00 ¹¹

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

<¥

>

=

=
+++
+++

-

-

¥®

,,

,,

,,

lim

mn

mn

mn
b
a

bxbxb
axaxa

n
nn

m
mm

x

当

当

当

0
0

0

1
10

1
10

!

!

无穷小项分离法:以分母中自变量的最高次幂除

分子,分母,以分出无穷小,然后再求极限.
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例12
x

x
x

sinlim .
®¥

求极限

解 ,1, 为无穷小时当
x

x ¥®

.sin 是有界函数而 x

.0sinlim =\
¥® x

x
x

x
xy sin

=



+
lim (sin 1 sin ) 0.
x

x x
® ¥

+ - =故
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例13 lim (sin 1 sin ).
x

x x
®+¥

+ -求极限

解
+

1 1=2 lim cos sin .
2 2x

x x x x
® ¥

+ + + -
原式

+

1 1=2 lim cos sin .
2 2 1x

x x
x x® ¥

+ +
+ +（ ）

1|cos | 1
2

x x+ +
£! ，

+

1lim sin 0.
2 1x x x® ¥

=
+ +（ ）
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例14 .,,0)
1
1(lim

2

babax
x
x

x
求已知极限 =--

+
+

¥®

解
2= lim[(1 ) 1 ] 0.
1x

a x b
x®¥

- - - + =
+

原式

1 =0 1 0a b- - - =， ，

则

=1 1.a b = -或 ，
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准则Ⅰ′ 如果当 )( 0xUx
o

dÎ (或 Mx > )时,有 

准则 I和准则 I’统称为夹逼准则.

This image cannot currently be displayed.

7.  函数极限的夹逼准则

,)(lim,)(lim)2(
),()()()1(

)()(
00

AxhAxg
xhxfxg

x
xx

x
xx

==
££

¥®
®

¥®
®

	

那末 )(lim
)(

0

xf
x
xx
¥®

®
存在, 且等于A. 
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例15 x
x

x
1

2lim (2sin 1) .
®+¥

+求极限

解
1 1

21 (2sin 1) 3 .x xx£ + £显然

由于

1
2lim (2sin 1) 1.x

x
x

®+¥
+ =所以， 

),1(log,13|13| 1
3

11

ee +><-=- -xxx

所以

.13lim|13|

,),1(log,0
11

1
3

=<-

>+=>"

+¥®

-

x
x

x

XxX

，即恒有

时当取

e

ee
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例16   证明极限：
0

1 1lim [ ] lim [ ] 1.
x x
x x
x x® ®¥
= =

1 1 1[ ] [ ] 1.
x x x
£ < +证 因为

0 0

1 1lim [ ] lim [ ] 1.
x x

x x
x x+ -® ®
= =

0

1lim [ ] 1.
x
x
x®

\ =

11 [ ] 1.x x
x

- < £
11 [ ] 1 .x x
x

£ £ -

所以

当 时，0x >

当 时，0x <

利用夹逼准则：
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于是

0 0 0

1 1[ ] [ ]1lim [ ] lim lim1 1[ ] ( )
x x x

x xx
x r x

x x
® ® ®

= =
+

另证：当 时，设 其中| | 1x <
1 1[ ] ( ),r x
x x
= +

0 ( ) 1.r x£ <

1

0

( )lim 1 1.1[ ]
x

r x

x

-

®

æ ö
ç ÷

= + =ç ÷
ç ÷
è ø

1lim [ ] 1.
x

x
x®¥

=类似
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1、极限的四则运算法则及其推论;

2、极限求法;
a.  多项式与分式函数代入法求极限;

b.  消去零因子法求极限;

c.  无穷小项分离法求极限;

d.  利用无穷小运算性质求极限;

e.  利用左右极限求分段函数极限.

1.3.6  小结与思考题



函数的极限(103) 59

思考题

在某个过程中，若 有极限，

无极限，那么 是否有极限？为

什么？

)(xf )(xg

)()( xgxf +
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思考题解答

没有极限．

假设 有极限，)()( xgxf + )(xf! 有极限，

由极限运算法则可知：

[ ] )()()()( xfxgxfxg -+= 必有极限，

与已知矛盾， 故假设错误．
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._____
3
3lim1

3

2
=

-
-

® x
x

x
、

一、填空题:

._____
1
1lim2

31
=

-
-

® x
x

x
、

.__________)112)(11(lim3 2 =+-+
¥® xxxx

、

.__________
ee

coslim4 =
+ -+¥® xxx

x
、

课堂练习题

.__________
)(

)()(lim =
+

+-
¥® 50

3020

12
23325

x
xx

x
、
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二、求下列各极限:

38 2
311
x
x

x +
--

-®
lim、

)(lim xxxx
x

-++
+¥®

、2

14
123

+
-

+¥® x

x

x
lim、

2
4

1 -+
-

®
nm

nm

x xx
xxlim、
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一、1、-5；  2、3；  3、2；  4、0； 5、 30)
2
3( . 

    

二、1、-2；  2、
2
1
；  3、0；  4、

nm
nm

+
-

. 

课堂练习题答案


