
第一章函数与极限
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第二节：数列的极限
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正六边形的面积 1A

正十二边形的面积 2A
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欲求圆面积S,先求：
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2、截丈问题

“一尺之棰，日截其半，万世不竭”

;
2
1

1 =X第一天截下的杖长为

;
2
1

2
1

22 +=X为第二天截下的杖长总和

!!!!

;
2
1

2
1

2
1

2 nnXn +++= !天截下的杖长总和为第

nnX 2
11-= 1

自惠施的《庄子·天下篇》
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3、数列概念

按自然数编号依次排列的一列数 

如： ;,2,,8,4,2 !!
n

;,
2
1,,

8
1,

4
1,

2
1

!! n

{2 }:n

1 :
2n

ì ü
í ý
î þ
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称为无穷数列,简称数列，其中的每个数称为数列 

的项, nx 称为通项(一般项). 

1 2{ }: , , , (1, )n nx x x x! !
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注意：1.数列对应着数轴上一个点列.可看作一

1x 2x3x 4x nx
2.数列是整标函数 ).(nfxn =

11, 1, 1, , ( 1) , ;n+- -! !{ }1( 1)n-- ：

11 4 ( 1)2, , , , , ;
2 3

nn
n

-+ -
! !

1( 1)nn
n

-ì ü+ -
í ý
î þ

：

{ } 3, 3 3 , , 3 3 3 ,:nx + + + +! ! !
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动点在数轴上依次取 .,,,, 21 !! nxxx
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播放

4、数列极限
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1( 1)1
n

n
n

-ì ü-
+ ®¥í ý

î þ
观察数列 当 时的变化趋势
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4.  数列极限：
1( 1)1

n

n
n

-ì ü-
+ ®¥í ý

î þ
观察数列 当 时的变化趋势
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4.  数列极限：
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问题:当n无限增大时,   是否无限地接近于某nx

.1)1(1,
1

无限接近于无限增大时当
n

xn
n

n

--
+=

问题：“无限接近”意味着什么?如何用数学语

=- 1nx!
n

n n
1 1 1( 1) ,-- =

通过上面演示实验的观察:

32

言刻划它.

,
100
1

给定 ,
100
11

<
n

由 ,100时只要 >n ,
100
11 <-nx有

确定的数值?  如何确定该值?
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,
1000
1

给定 ,1000时只要 >n

,
10000
11 <-nx有,

10000
1

给定 ,10000时只要 >n

,
1000
11 <-nx有

,0>e给定 ,])1[( 时只要
e

=> Nn .1 成立有 e<-nx

33

定义  若对于任意给定的正数e(不论它多么小),  

总存在正数N ,使得对 Nn > 的一切 nx ，不等式              

均成立,则称常数a为数列 nx 的极限（或称 nx 收 

敛于a）,记为 ,lim axnn
=

¥®
  或  ).( ¥®® naxn  

nx a e- <
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若数列没有极限,就说数列发散.

注意：

;.1 的无限接近与刻划了不等式 axax nn e<-

..2 有关与任意给定的正数eN

34

:”定义极限的“ N-e

其中 ;:每一个或任给的" .:至少有一个或存在$

lim nn
x a

®¥
= Û

0, 0, , .nN n N x ae e" > $ > > - <恒有当 时
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x1x2x 2+Nx1+Nx 3x

5.几何解释：
e2e-a e+a

a

当 时，所有的点 度落在 ( , )nn N x a ae e> - +

35

内只有有限个点（至多N个点）落在该区间内。

数列极限的定义未给出求极限的方法。

例 1 .1)1(lim
1

=
-+ -

¥® n
n n

n
证明

注意：
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证 1-nx 1)1( 1

-
-+

=
-

n
n n

n
1

=

,0>e任给 ,1 e<-nx要 ,1
e<

n
只要 ,1

e
>n或

所以,
1 ,N
e
é ù= ê úë û

取 ,时则当 Nn >

e<-
-+ -

1)1( 1

n
n n

就有 .1)1(lim
1

=
-+ -

¥® n
n n

n
即

36

证 | |0 = < ,p p
n na a e-,0>e任给

例 2  证明 ，其中 为常数。lim 0
n

p
na®¥

= a>0, p

因为 即
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1

| | .pn
a

e
æ ö> ç ÷
è ø

所以,

1

| | ,pN
a

e

é ù
æ öê ú= ç ÷ê úè ø
ë û

取

,时则当 Nn > lim 0.
n

p
na®¥

=0 < ,p
na

e-就有 即
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例 3 .1,0lim <=
¥®

qqn
n

其中证明

证 ,0>e任给

,0 e<=- n
n qx ,lnln e<qn

ln ,
ln

N
q
eé ù

= ê ú
ë û

取 ,时则当 Nn >

,0=q若 ;00limlim ==
¥®¥® n

n

n
q则

,10 << q若

,
ln
ln
q

n e
>\
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,0 e<-nq就有 .0lim =\
¥®

n

n
q
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例 4

.lim

,0lim,0

ax

axx

nn

nnn

=

>=>

¥®

¥®
求证且设

证 ,0>e任给

.lim axnn
=

¥®
故

,lim axnn
=

¥®
!

,,, 1e<->$\ axNnN n恒有时使得当

ax
ax

ax
n

n
n +

-
=-从而有

a
axn -< a

1e< e=
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例 5

证

1 1 ,n na a e- = - <

当 时，结论显然成立。1a =

lim 1.n

n
a

®¥
=0a >证明：当 时，

（1）当 时，由于 ，有0e" >>1a >

于是，当 时，必有n N> 1 .n a e- <

1 ln ln(1 )a
n

e< + ，即
ln .

ln(1 )
an
e

>
+

或

ln
ln(1 )

aN
e

³
+
，故取

ln .
ln(1 )

aN
e

é ù
= ê ú+ë û

或

39
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1 1 ,n na a e- = - <

（2）当 时，由于 ，有0 1e" < <0 1a< <

于是，当 时，必有n N> 1 .n a e- <

综上可知：

1 ln ln(1 )a
n

e> - ，即
ln .

ln(1 )
an
e

>
-

或

ln
ln(1 )

aN
e

³
-
，故取 或 ln .

ln(1 )
aN
e

é ù
= ê ú-ë û

小结：用定义证明数列极限时,关键是对任意给

40

定的 找出N, 或说明N 存在即可.,0>e
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6、数列极限的性质

(1) 唯一性

定理 1  每个收敛的数列只有一个极限.

证 ,lim,lim bxax nnnn
==

¥®¥®
又设 由定义,

使得,,,0 21 NN$>"e ;,1 e<-> axNn n恒有时当

;,2 e<-> bxNn n恒有时当 { },,max 21 NNN =取

有时则当 ,Nn> )()( axbxba nn ---=-

41
axbx nn -+-£ .2e=e+e<
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(2) 有界性

n, 恒有 Mxn £ 成立, 则称数列 nx 有界, 否 

,
1+

=
n
nxn数列 ,2nnx =数列有界; 无界.

.时才能成立上式仅当 ba =

对数列 nx , 若存在正数M , 使得一切自然数 

则, 称为无界. 如， 

42

几何意义：数轴上对应于有界数列的点 nx 都落在

闭区间 ],[ MM- 上.
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定理 2  收敛数列必有界.

证 ,lim axnn
=

¥®
设 由定义, ,1=e取

,1,, <->$ axNnN n恒有时使得当则

.11 +<<- axa n即有

{ }1 2max , , , , 1 ,NM x x x a= +!

,, Mxn n £皆有则对一切自然数 { } .有界故 nx

令

43

注意：有界性是数列收敛的必要条件。因此，

无界数列必发散。
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例 6 .)1( 1是发散的证明数列 +-= n
nx

证 ,lim axnn
=

¥®
设 由定义, ,

2
1

=e对于

,
2
1,, 成立有时使得当则 <->$ axNnN n

1 1, , ,
2 2nn N x a aæ ö> Î - +ç ÷

è ø
即当 时 区间长度为1.

44

时位于长度为1的区间内.

,1,1 两个数无休止地反复取而 -nx 不可能同

.,}{, 但却发散是有界的事实上 nx
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证

(3) 保号性

45

(a<0）
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定理 4 若存在正整数N ，当n N> 时，有 

(4)  保序性
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lim ,nn
y a

®¥
=

   
lim ,nn
z b

®¥
=

 n ny z³ ，且 

则a b³ 。 

47

(5)  子列的收敛性

{ } 保持这中任意抽取无限多项并在数列 nx

{ }中的先后次序，这样得些项在原数列 nx

!!! ,,,,, 21 ni xxxx !! ,,,,
21 knnn xxx如，

{ }的子列．列到的一个数列称为原数 nx

注意：在子列 中,一般项 是第 项,而k{ }
kn

x
kn

x
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在原数列 中却是第 项，显然，{ }nx kn .kn k³

48

,lim axnn
=

¥®
!

.,,0,0 ee <->>$>"\ axNnN n恒有时使

,NK =取 ,时则当 Kk > .Nnn Kk ³>

.e<-\ ax
kn .lim ax

knk
=\

¥®

引理 收敛数列的任一子列收敛且极限相同．

证 设数列 是数列 的任一子数列.{ }nx{ }
kn

x
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1、无穷小

若对于任意给定的正数e(不论它多么小), 

极限为零的数列称之.

总存在正整数N ,使得对于一切 Nn > ,均有 

恒成立,则称数列 }{ ny 为无穷小,记作 

).(00lim ¥®®=
¥®

nyy nnn
或

	

1.2.2 无穷小与无穷大

49

.)1(
时的无穷小是数列 ¥®

þ
ý
ü

î
í
ì - n
n

n

如，

e<ny



1.2 数列的极限(79)

2、无穷大

绝对值无限增大的数列称之.

若对于任意给定的正数M(不论它多么大),总 

存在正整数N，使得对于一切 Nn > ,均有 

恒成立,则称数列 }{ ny 为无穷大,记作 

).(lim ¥®¥®¥=
¥®

nyy nnn
或

	

50

Myn >

若数列 ny 为无穷大,则
1-
ny 为无穷小；反之， 定理5

若数列 ny 为非零无穷小,则
1-
ny 为无穷大。 
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证 设数列 ny 为无穷大,即对于任意 0>e ，取 

1-= eM ,总存在正整数N ，当 Nn > 时，有 
1|| -=> eMyn  恒成立，即 e<- || 1

ny 恒成立。 

51

反之，设 ny 为非零无穷小,即对于任意 0>M ， 

取
1-= Me ,总存在正整数N ，当 Nn > 时，有 

1|| -=< Myn e
	 恒成立，即 Myn >- || 1

恒成立。 

意义： 将一般极限问题转化为无穷小问题.

数列的无穷小常用 等符号表示.,n na b 	
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3.无穷小的运算性质

性质1    有限个无穷小的代数和仍是无穷小.

证 设 ,n na b 为两个无穷小,即对于任意 0e > ， 

存在 0N > ，使得当n N> 时，恒有 ,
2n
e

a <

2n
e

b < 同时成立。于是 

n n n na b a b± £ +
22
e

+
e

< ,e= 0 ( ).n n na b\ ± ® ®¥

注意：无穷多个无穷小的代数和未必是无穷小.

是无穷小，时例如
n

n 1,, ¥®
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.11
不是无穷小之和为个但

n
n

性质2 有界数列与无穷小的乘积仍是无穷小.

证 设{ }ny 为有界数列,即对于任意自然数n， 

存在正数M，使得 | |ny M< 。 

由于 na 为无穷小,即对于任意 0e > ， 

,n M
e

a <存在 0N > ，使得当n N> 时，恒有 

成立，从而 ||n n n ny y M
M
ea a e= < × =

即， n ny a 为无穷小。 
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推论2    常数与无穷小的乘积是无穷小.

推论3    有限个无穷小的乘积也是无穷小.

性质3 无穷小比非零极限列仍为无穷小.

证

| | | | /2.ny a a- <

设 na 为无穷小， lim 0,nn
y a

®¥
= ¹

 即 

对于 ，总存在正整数 ，当 时 | | /2ae = N n N>

即
1 1| | | |,
2 2na a y a a- < < +  于是 

 

 
1 1| | || | | || | |,
2 2ny a a a> - =

 
或  

1 2
| | | |ny a

< ， 

由性质 2知，
1

n nya -
为无穷小。 

 

即 1
ny
- 有界。 
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证 必要性 0,e" >即

.n ny a a\ = +

充分性

定理 6   lim ,n n nn
y a y a a

®¥
= Û = + 其中 na 为 

无穷小. 

设 lim ,nn
y a

®¥
=  

设 ,n ny a a= +  其中 na  为无穷小， 

故 lim nn
y a

®¥
= 。 

0,N$ > 当 时，n N> | | .ny a e- <

=n ny aa\ - 为无穷小

0,e" >即 0,N$ > 当 时，n N>
| | | | .n ny a a e- = <

55
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定理 7～9

(1) lim[ ] ;

(2) lim[ ] ;

(3) lim , 0.

n nn

n nn

n

n
n

y z a b

y z a b

y a b
z b

®¥

®¥

®¥

± = ±

× = ×

= ¹其中

设 lim ,lim ,n nn n
y a z b

®¥ ®¥
= = 则 

1.2.3 极限的四则运算
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1.2 数列的极限(79)

证（3） 设 lim , lim ,n nn n
y a z b

®¥ ®¥
= = 且 0b ¹ ，则 

, ,n n n ny a z ba b= + = +

其中 ,n na b 为无穷小，且使 0n nz b b= + ¹ ,于是 

所以，由无穷小性质 3，分式： 

.
)

n n n n

n n n

y a b aa
z b b b b

a a b
b b

+ -
= = +

+ +（

因
2lim ( ) 0,nn

b b bb
®¥

+ = ¹ 且 n nb aa b- 为无穷小， 

)
n n

n

b a
b b
a b

b
-
+（

为无穷小，再由定理 6 ，定理得证。 
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1.2 数列的极限(79)

推论 4

lim lim .n nn n
cy c y

®¥ ®¥
=

设 lim nn
y

®¥ 存在，c为常数，则 

lim( ) (lim ) .m m
n nn n
y y

®¥ ®¥
=

设 lim nn
y

®¥ 存在，m为正整数，则 推论 5

m m
n nn n
y y mlim( ) (lim ) , R?

®¥ ®¥
= Î问题：

58

例7 2 2 2

1 2lim .
n

n
n n n®¥

æ ö+ + +ç ÷
è ø

!求极限

解 当 是无穷小之和．时,¥®n 先变形再求极限.



1.2 数列的极限(79)

2 2 2 2

1 2 1 2lim lim
n n

n n
n n n n®¥ ®¥

+ + +æ ö+ + + =ç ÷
è ø

!
!

2

)1(
2
1

lim
n

nn

n

+
=

¥®

1 1lim 1
2n n®¥

æ ö= +ç ÷
è ø

.
2
1

=

59

解

例 8 求极限
23 2 1lim .
2 1n

n n
n®¥

- -
-

 

极限
2 2

2

3 2 1 3 2 / 1 /lim lim
2 1 2 / 1 /n n

n n n n
n n n®¥ ®¥

- - - -
=

- -
， 

由于上式分母极限为零，即 2

2 1lim 0.
n n n®¥

æ ö- =ç ÷
è ø 	

因此，商的法则不可用，但原式的倒数有极限：



1.2 数列的极限(79)

2

2 2

2 1 2 / 1 /lim lim =0
3 2 1 3 2 / 1 /n n

n n n
n n n n®¥ ®¥

- -
=

- - - - ， 

60

由定理 5知：
23 2 1lim .
2 1n

n n
n®¥

- -
= ¥

-
 

例 9 求极限   
1lim( )n

n
a aq aq -

®¥
+ + +! ， 

其中 0,a ¹
 
| | 1q < . 

解 因为   
1

1 1

n
n a aqa aq aq

q q
-+ + + = -

- -
! ， 

所以  原式 lim
1 1 1

n

n

a aq a
q q q®¥

æ ö
= - =ç ÷- - -è ø

。 



1.2 数列的极限(79) 61

解

所以，原式

例 10

由于
1 1 1 1

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1n n n n
æ ö= -ç ÷- + - +è ø

， 

=
1 1 1 1 1 1 1lim
2 1 3 3 5 2 1 2 +1n n n®¥

é ù- + - + + -ê ú-ë û
!  

=
1 1 1 1lim lim
2 1 2 +1 2 +1 2n n

n
n n®¥ ®¥

é ù- = =ê úë û .
 

1 1 1lim .
1 3 3 5 (2 1) (2 1)n n n®¥

é ù
+ + +ê ú× × - × +ë û

!求



1.2 数列的极限(79)

1.  夹逼准则

准则Ⅰ 若数列 nn yx , 及 nz 满足下列条件： 

1.2.4 极限存在两准则

注

意 .
,

的极限易求且相等与且

与键是求出用夹逼准则求极限关

nn

nn

zy
zy

62

则数列 nx 的极限存在, 且 axnn
=

¥®
lim . 

(1) , ( );n n ny x z n N£ £ >

(2) lim , lim ,n nn n
y a z a

®¥ ®¥
= =



1.2 数列的极限(79)

,,1 e<-> ayNn n恒有时当

N N N0 1max{ , },=取

即

,ee +<<- aya n

nz a ,e- <和

,ee +<<- aza n

,ee +<££<- azxya nnn

,成立即 e<-axn
.lim axnn

=\
¥®

证 ,, azay nn ®®!

使得

,0,0 1 >$>"\ Ne

则当 时，0n N>
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1.2 数列的极限(79)

例11
2 2 2

1 1 1lim .
1 2n n n n n®¥

æ ö
+ + +ç ÷

+ + +è ø
!求

解 ,
1

1
1

1
2222 +

<
+

++
+

<
+ n

n
nnnnn

n
!"

n
nn

n
nn 11

1limlim
2

+
=

+ ¥®¥®
又 ,1=

2

2 11

1lim
1

lim

n
n
n

nn
+

=
+ ¥®¥®

,1= 由夹逼定理

2 2 2

1 1 1lim 1.
1 2n n n n n®¥

æ ö
+ + + =ç ÷

+ + +è ø
!
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1.2 数列的极限(79)

例12

解

求极限 ( )
1

lim 1 2 3 .n n n
n®¥

+ +  

又因
1

lim3 1n
n®¥

= ，根据夹逼准则，
 

因为  ( ) ( )
1 1

1 2 3 3 3.n n nn n+ + > =
 又 

( )
1

11 1 21 2 3 3 1 3 3 .
3 3

n n
n n nn

n n

æ ö
+ + = + + < ´ç ÷

è ø 	

即   ( )
11

3 1 2 3 3 3 .n n nn< + + < ´   

65

( )
1

lim 1 2 3 3.n n n
n®¥

+ + =



1.2 数列的极限(79)

例13

解

求极限  
2lim
!

n

n n®¥ .
 

由于当 2n ³ 时，有 

2 2 2 2 2 2 40
! 1 2 3 4

n

n n n
£ = × × × × × £!

，
 

因此，由夹逼准则，从上式得 

                          2lim 0
!

n

n n®¥
= .
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1.2 数列的极限(79)

x1x 2x 3x 1+nxnx

2. 单调有界准则

满足条件如果数列 nx

,121 !! ££££ +nn xxxx 单调增加

,121 !! ³³³³ +nn xxxx 单调减少
单调数列

准则Ⅱ  单调有界数列必收敛. 

几何解释:

A M

（证略）
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证明数列 （n重根式）

1.2 数列的极限(79)

例14 3 3 3nx = + + +!

证 ,1 nn xx >+显然 { } ;是单调递增的nx\

,31 <x!又 ,3<kx假定 .33331 <+<+=+ kk xx

{ } .有界nx\

),3(limlim 2
1 nnnn

xx +=
¥®+¥®

2 3 ,a a= +

1 13 1 13, .
2 2

a a+ -
= =解得

(舍去)

.
2
131lim +

=\
¥® nn
x

lim . limn nn n
x x a

®¥ ®¥
=即 存在 令 ，则

68

的极限存在，并求此极限.



1.2 数列的极限(79)

证

2

1 ( 1) 11
1! 2!n
n n nx
n n

-
= + × + × +!

1 1 1 1 2 11 1 1 1 1 1 .
2! !

n
n n n n n

-æ ö æ öæ ö æ ö= + + - + + - - -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è øè ø è ø

! !

nnn
nnnn 1

!
)1()1(
×

+--
+

!

例15 证明极限
1lim 1

n

n n®¥

æ ö+ç ÷
è ø

 存在. 

11 ,
n

nx n
æ ö= +ç ÷
è ø

设 则

69

类似地,

1
1 11 1 1
2! 1nx n+
æ ö= + + - +ç ÷+è ø

!



1.2 数列的极限(79)

1 1 2 11 1 1
! 1 2 1

n
n n n n

-æ öæ ö æ ö+ - - -ç ÷ç ÷ ç ÷+ + +è øè ø è ø
!

,1 nn xx >+显然 { } ;是单调递增的nx\

!
1

!2
111

n
xn ++++< ! 12

1
2
111 -++++< n!

70

1 1 21 1 1 .
( 1)! 1 2 1

n
n n n n

æ öæ ö æ ö+ - - -ç ÷ç ÷ ç ÷+ + + +è øè ø è ø
!

12
13 --= n ,3< { } .是有界的nx\

因此，极限
1lim 1

n

n n®¥

æ ö+ç ÷
è ø

 存在。 



1.2 数列的极限(79)

1lim 1 e
n

n n®¥

æ ö+ =ç ÷
è ø

特记： 2.718281828 .= !
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1.2 数列的极限(79)

{ }ny根据准则II, 数列 收敛，设 ,lim nn
y a

®¥
=

72

1 ,
1
aa
a

= +
+

即 ,解此方程得2 1 0a a- - =

因为 ，负根舍去，于是0a >1 5 ,
2 2

a = ±



1.2 数列的极限(79)

数列：研究其变化规律.

数列极限：极限思想, 精确定义, 几何意义.

收敛数列的性质：唯一性、有界性、保号性

及子列的收敛性.

本节基本内容

两个准则：夹逼准则;  单调有界准则 .

1.2 小结与思考题
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1.2 数列的极限(79)

思考题
指出下列证明 1lim =

¥®

n
n

n 中的错误。

证 要使 ,1 e+<n n 只要使 )1ln(ln1 e+<n
n

从而由
2ln
)1ln(

ln
)1ln(1 ee +
<

+
<

nn

得 ,0>"e 取 1
)1ln(

2ln
+úû
ù

êë
é

+
=

e
N

当 时，必有 成立Nn > e+<< 10 n n
1lim =\

¥®

n
n

n

)2( >n 	
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1.2 数列的极限(79)

思考题解答

e+< 1n n! )1ln(ln
e+<

n
n~ （等价）

证明中所采用的
2ln
)1ln(

ln
)1ln(1 ee +
<

+
<

nn

实际上就是不等式 )1ln(ln2ln e+<<
n
n

n

即证明中没有采用“适当放大” 的值n
nln
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1.2 数列的极限(79)

从而 时，
)1ln(

2ln
e+

>> Nn

仅有 成立，)1ln(2ln e+<
n

但不是 的充分条件．)1ln(ln e+<
n
n

反而缩小为
n
2ln
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1.2 数列的极限(79)

证明： 1lim =
¥®

n
n

n . 

)1( >n 	
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1.2 数列的极限(79)

一、 利用数列极限的定义证明: 

1、 
2
3

12
13lim =

+
+

¥® n
n

n
；     2、 199990.lim =

¥® !"!#$
%

9个n
n

. 

二、 设数列 }{ nx 有界，又 0lim =
¥® nn
y ，证明： 

0lim =
¥® nnn

yx . 

课堂练习题
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