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摘要：学生对六个核心素养的掌握情况有一定差异，但素养之间均具有显著的

相关性，其中逻辑推理和数学运算的相关性最大，并且数学运算对逻辑推理的影响

比逻辑推理对数学运算的影响更大。数学建模与数据分析的素养对其他四种数学素

养的依赖程度明显大于其他四种素养对它们的依 赖 程 度，说 明 数 学 抽 象、逻 辑 推

理、直观想象、数学运算是基本数学素养。可以将数学素养分为三类：数学抽象、
逻辑推理、直观想象、数学运算作为基本数学素养为一类，数学建模与数据分析各

成一类。
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数学核心素养是适应个人终身发展和社会发

展需要的具有数学特征的思维品质与关键能力。
高中阶段数学核心素养包括：数学抽象、逻辑推

理、数学建 模、直 观 想 象、数 学 运 算 和 数 据 分

析。这些 数 学 核 心 素 养 既 相 对 独 立，又 相 互 交

融，是一 个 有 机 的 整 体。本 文 将 使 用 统 计 的 方

法，基于测试结果数据研究这六个数学核心素养

之间的相关关系，在此基础上给出若干建议。

一、数据来源

２０１６年，教育部普通高中数学课程标准测评

组有关专家编制了七套不同的试卷。试卷除了涉

及六个数学核心素养之外，也包括不同情境 （现
实情境、数学情境、科学情境）和不同难度 （三
个水平）。测评组将试卷下发给２　８０７名高中生，
并获得有效 作 答２　６９７份，其 中 高 二 学 生２　１８４
人，高三学生５１３人。测评组对试卷中每一道大

题中的每一小题进行分割，确定其考察的核心素

养。为了能对学生的素养情况判断更加准确，又

将每个素养的表现分为四个层次：０分为完全没

有掌握该素养，１～２分对应水平一，３～４分对应

水平二，５～６分对应水平三。最后对学生的作答

结果进行评判，获得每一个学生的素养得分。
由于七套试卷各个核心素养的满分不同，为了

对被试进行比较，本文将每个素养得分除以该试卷

的这个素养的满分作为这个被试素养的最终得分。
这样各个素养的得分均限制在 ［０，１］内。

二、试卷的质量的基本分析

（一）信度检验

测验的信 度 是 指 测 验 结 果 的 稳 定 性 和 可 靠

性，以及与考生真实水平的一致性。测验的信度

水平越高，测验结果的误差越小。本文使用原始

数据采用同质性检验的方法分别对七套试卷进行

信度检验，计 算 出 每 套 试 卷 的Ｃｒｏｎ　ｂａｃｈｓα系

数，结果如表１。
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表１　信度检验汇总表

试卷编号 项数 Ｃｒｏｎ　ｂａｃｈｓα
基于标准化项

Ｃｒｏｎ　ｂａｃｈｓα
１　 １４　 ０．８６１　 ０．８６７
２　 １５　 ０．７２６　 ０．７４３
３　 １４　 ０．８１４　 ０．８３１
４　 １４　 ０．８８０　 ０．８８９
５　 １５　 ０．８６６　 ０．８５０
６　 １４　 ０．８１８　 ０．８３３
７　 １３　 ０．８３２　 ０．８３１

结果显 示，除 了 试 卷２以 外，其 他 试 卷 的

Ｃｒｏｎ　ｂａｃｈｓα 系 数 均 在 ０．８ 以 上，试 卷 ２ 的

Ｃｒｏｎ　ｂａｃｈｓα系数也在０．７以上，表明该系列试卷

可以通过信度检验、测试结果的可靠性比较高。
（二）效度检验

效度是指通过试卷能够测验到计划测验的内

容的程度，及测验是否有效，有效的程度。效度

主要分为内容效度、结构效度和效标关联效度三

种类型，这里我们主要关注问卷的内容效度。
本次测试，课标组除了自己编制数学素养的

测试题之外，还分别在北京、天津、河北、苏州

等地成立了数学核心素养试题的研制小组收集和

改编试卷，测试全面地考察了六个核心素养。为

了保证试卷的效度，数学 课 标 测 试 组 还 在 北 京、
天津、河北和苏州进行了预测试，并根据预测试

的结果完善问卷。测试组还邀请富有经验的高考

命题专家 （包括国家考试中心的专家）对试卷进

行审核和调整，试题得到了专家的充分肯定。经

过几轮修订之后，测试组又围绕着课标中数学核

心素养的水平和指标体系对试题进行了分析和统

计，以保证较好地考察考生的数学素养水平。
（三）测验难度

测验难度指测验试题的难易程度，是衡量测

试题对学生知识水平适宜程度的指标。一般来说

难度处于０．５左右最为适宜。本文利用学生最终

素养得分 （得分经过预处理，限制在 ［０，１］区

间）来检验各个素养试题的难度，得到各个素养

难度水平如下：
表２　各素养难度水平汇总

数学抽象 逻辑推理 数学建模

难度水平 ０．２６３　６５６　 ０．２６３　３０９　 ０．１１５　２０９
直观想象 数学运算 数据分析

难度水平 ０．３３１　３４９　 ０．２６２　２６８　 ０．３８８　９１８

结果显示，各数学素养的难度水平均在０．５

以下，对于学生来说试题的难度水平偏高，说明

学生比较不适应基于核心素养的问题。
（四）测验区分度

试题的区分度是测验鉴别考生实际能力水平

高低的量度，它是评价试题质量、筛选试题的主

要指标与依据。本文采用极端值法对六个数学核

心素养的最终得分进行了区分度检验，分别将六

个核心素养 升 序 排 列，找 出 分 数 的 上２７％分 位

数和下２７％分 位 数，将 学 生 分 为 高 分 组 和 低 分

组，并对这两组学生进行独立样本ｔ检验，结果

显示六个核心素养均通过检验，表明各个素养试

题总体上来说区分度比较好。

三、核心素养的描述性统计分析

（一）核心素养的分布情况

为了更加直观地展示学生对六个数学核心素

养的掌握情况，我们通过对每个数学素养绘制直

方图的方式来观察各个素养的分布情况，结果显

示，六个数学核心素养得分分布情况大体一致，
总体上来看，水平低的学生比例较大，水平高的

学生比例较小。这种结果部分是学生在作答时不

认真导致的，反馈上来的试卷也表明的确有一部

分学生不认真作答甚至交白卷，使得各素养水平

很低的学生比例很大。除此之外，也可能跟测评

组设置的题目太难或者比较新颖导致学生作答情

况不理想所致。如果对学生各素养最低水平要求

过高，就 会 导 致 很 大 一 部 分 学 生 达 不 到 最 低

水平。
对比上述六个素养，学生掌握情况比较好的

是直观想象和数据分析，水平低的学生比例不是

特别大；掌握的最不好的 一 个 素 养 是 数 学 建 模，
绝大部分学生都处于最低水平。在今后的教学中

建议： “学生能有意识地用数学语言表达现实世

界，感悟数学与现实之间的关联；学会用数学模

型解决实际问题，积累数学实践的经验；认识数

学模型在科学、社会、工程技术诸多领域的作用，
提升应用能力，增强创新意识和科学精神”。［１］

（二）核心素养的成对比较

两组比较方法通常被用来检验两个随机变量

的均值之间是否有显著性差异，主要分为两种：
独立组比较和成对组比较。独立组比较一般用于

两个独立样本的观测数据，例如男女体脂含量的
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随机样本；成对组比较一般应用于样本中每个个

体包含成对测量，也就是说对每个个体进行两种

测量。
为了研究学生对于六个核心素养掌握情况的

差异性，我们对六个核心素养进行了两两分组比

较。由于每组两个素养都是个体的成对测量，本

文采用成对组比较的方法。
首先得到的是六个核心素养得分的均值与方

差，如表３。
表３　六个核心素养的简单统计量

素养 观测数 求和 平均 方差

数学抽象 ２　６９７　 ７１１．０７９　２　０．２６３　６５６　０．０６９　２３２

逻辑推理 ２　６９７　 ７１０．１４３　５　０．２６３　３０９　０．０６７　１４９

数学建模 ２　３１１　 ３６７．２３３　３　０．１５８　９０７　０．０６５　３６８

直观想象 ２　６９７　 ８９３．６４８　６　０．３３１　３４９　０．０５７９２９

数学运算 ２　６９７　 ７０７．３３５　５　０．２６２　２６８　０．０５９　８３８

数据分析 １　９５４　 ７５９．９４６　４　０．３８８　９１８　０．１１２　００２

直观上来看，数据分析平均得分最高，直观

想象平均得分其次，数学建模平均得分最低，而

数学抽象、逻辑推理和数学运算的平均得分比较

接近。假设六个素养得分的均值相等，对其两两

进行成对组比较，得到检验结果如表４所示。
表４　两组比较的ｐ值

数学抽象 逻辑推理 数学建模

数学抽象 — ０．９４６　３ ＜０．０００　１
逻辑推理 ０．９４６　３ — ＜０．０００　１
数学建模 ＜０．０００　１ ＜０．０００　１ —

直观想象 ＜０．０００　１ ＜０．０００　１ ＜０．０００　１
数学运算 ０．７４７　２　 ０．７３２　８ ＜０．０００　１
数据分析 ＜０．０００　１ ＜０．０００　１ ＜０．０００　１

直观想象 数学运算 数据分析

数学抽象 ＜０．０００　１　 ０．７４７　２ ＜０．０００　１
逻辑推理 ＜０．０００　１　 ０．７３２　８ ＜０．０００　１
数学建模 ＜０．０００　１ ＜０．０００　１ ＜０．０００　１
直观想象 — ＜０．０００　１ ＜０．０００　１
数学运算 ＜０．０００　１ — ＜０．０００　１
数据分析 ＜０．０００　１ ＜０．０００　１ —

观察表４，可 以 得 到 数 学 抽 象、逻 辑 推 理、
数学运算这 三 个 素 养 两 两 之 间 的ｐ 值 较 大，不

能拒绝原假设，即可以认为这三个素养得分的均

值大致相等，从数学素养直方图中也可以看出学

生对于这三个素养的掌握情况差不多。而这三个

素养与其他素养以及其他素养之间的均值均可以

认为是 显 著 不 相 等 的，其 中 数 学 建 模 的 得 分 最

低，因此现今学生的数学建模素养有待提高。
（三）核心素养的Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数分析

六个核心 素 养 的 掌 握 情 况 存 在 着 一 定 的 差

异，下面采用Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的方法来检验这

些核心素养之间是否存在着一定的相关性。
基于处 理 后 的 数 据，我 们 计 算 六 个 素 养 的

Ｐｅａｒｓｏｎ相关矩阵，结果见表５。
表５　六个核心素养的Ｐｅａｒｓｏｎ相关矩阵

数学抽象 逻辑推理 数学建模

数学抽象

１．０００　００

２　６９７

０．４７５　７１
＜０．００１
２　６９７

０．４９８　２９
＜０．００１
２　６９７

逻辑推理

０．４７５　７１
＜０．００１
２　６９７

１．０００　００

２　６９７

０．４２５　１４
＜０．００１
２　３１１

数学建模

０．４９８　２９
＜０．００１
２　３１１

０．４２５　１４
＜０．００１
２　３１１

１．０００　００

２　３１１

直观想象

０．５６４　３７
＜０．００１
２　６９７

０．７４０　６５
＜０．００１
２　６９７

０．４３４　５０
＜０．００１
２　３１１

数学运算

０．６１４　１８
＜０．００１
２　６７９

０．８０３　８３
＜０．００１
２　６７９

０．５３２　４４
＜０．００１
２　３１１

数据分析

０．２５９　２５
＜０．００１
１　９５４

０．３８８　２８
＜０．００１
１　９５４

０．４１０　１４
＜０．００１
１　５６８

直观想象 数学运算 数据分析

数学抽象

０．５６４　３７
＜０．００１
２　６９７

０．６１４　１８
＜０．００１
２　６９７

０．２５９　２５
＜０．００１
１　９５４

逻辑推理

０．７４０　６５
＜０．００１
２　６９７

０．８０３　８３
＜０．００１
２　６９７

０．３８８　２８
＜０．００１
１　９５４

数学建模

０．４３４　５０
＜０．００１
２　３１１

０．５３２　４４
＜０．００１
２　３１１

０．４１０　１４
＜０．００１
１　５６８

直观想象

１．０００　００

２　６７９

０．６５５　４６
＜０．００１
２　６９７

０．３４５　６７
＜０．００１
１　９５４

数学运算

０．６５５　４６
＜０．００１
２　６７９

１．０００　００

２　６９７

０．３８９　８２
＜０．００１
１　９５４

数据分析

０．３４５　６７
＜０．００１
１　９５４

０．３８９　８２
＜０．００１
１　９５４

１．０００　００

１　９５４

所有六个素养之间均具有显著的正 相 关 性，
取值落在 （０．２５，０．８１）中。逻辑推理与数学运

算的相关性最大；数据分析与数学抽象的相关系

数最小。数 据 分 析 与 其 他 五 个 素 养 的 相 关 性 偏
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小，均在 （０．２５，０．４１）之间，与数学建模的相

关系数最大，说明数据分析与数学建模有一定的

相关性。
为了更加直观地观察六个核心素养的相关性

大小，我们绘制了散点矩阵图 （图略），可以看

出，逻辑推 理 和 数 学 运 算 之 间 具 有 很 强 的 相 关

性，直观想象与逻辑推理和数学运算也有较强的

相关性，而数据分析和数学建模与其他素养之间

均不具有明显的相关关系。
（四）核心素养的聚类分析

我们利用对变量聚类的统计方法将相关性较

大的核心素养分成一类，得到谱系聚类图，见图

１。六个核心素养可以分为三类：数学 抽 象、逻

辑推理、数学运算、直观想象为一类，它们是数

学的基本素养；数学建模单独为一类，偏重数学

知识在实际问题中的应用；数据分析自成一类，
主要关注数据的分析处理能力。

图１　类平均法谱系聚类

四、核心素养的非对称相关性

以上对于六个核心素养的相关性分析只能描

述两两之间的对称关系，并不能得出哪一些核心

素养更重要的结论。现在利用郑术蓉、史宁中等

人提出 的 广 义 相 关 测 量 方 法 （ＧＭＣ）来 计 算 核

心素养两两之间的非对称相关系数。［２］对于 两 个

随机变量Ｘ 和Ｙ，可以采用Ｘ 方差中能用Ｙ 解

释的部分与变量Ｘ 方差的比值来表示Ｙ 解释Ｘ
的程度，即Ｙ 对Ｘ 的影响，计算公式为

ＧＭＣ　Ｘ｜Ｙ（ ）＝
ｖａｒ（Ｅ　Ｘ｜Ｙ（ ））
ｖａｒ（Ｘ）

。

其中，Ｅ　Ｘ｜Ｙ（ ）表示给定变量Ｙ 时变量Ｘ

的条件期望，ｖａｒ（Ｘ）表示变量Ｘ 的方差。类似

地，可以计算Ｘ 对Ｙ 的影响，得到非对称相关

系数公式为：

ＧＭＣ　Ｘ｜Ｙ（ ），ＧＭＣ　Ｙ｜Ｘ（ ）｛ ｝

＝
ｖａｒ（Ｅ　Ｘ｜Ｙ（ ））
ｖａｒ（Ｘ）

，ｖａｒ（Ｅ　Ｙ｜Ｘ（ ））
ｖａｒ（Ｙ）｛ ｝。

ＧＭＣ（Ｙ｜Ｘ）不 一 定 等 于ＧＭＣ（Ｘ｜Ｙ），
也就是说广义相关测量可以描述两个变量之间非

对称的相关关系，同时广义相关测量并不仅仅反

应变量 之 间 的 线 性 关 系，也 可 以 刻 画 出 非 线 性

关系。
一般 来 说，当ＧＭＣ（Ｙ｜Ｘ）＝ＧＭＣ（Ｘ｜Ｙ）

时，我们认为Ｘ、Ｙ 这两个变量之间的影响是一

样的；当ＧＭＣ（Ｙ｜Ｘ）＞ＧＭＣ（Ｘ｜Ｙ）时，Ｘ
对Ｙ 的解释比Ｙ 对Ｘ 的解释要大，说明Ｘ 对Ｙ
的影响比Ｙ 对Ｘ 的影响要大。

六个数学素养的非对称相关系数的计算结果

如表６所示，其中第一行第二列的数字０．４５５表

示数学抽象对逻辑推理的影响，第二行第一列的

数字０．４０８表示逻辑推理对数学抽象的影响，以

此类推。
表６　数学六个核心素养的非对称相关系数

数学抽象 逻辑推理 数学建模

数学抽象 １　 ０．４５５　 ０．４８２
逻辑推理 ０．４０８　 １　 ０．４０８
数学建模 ０．３３２　 ０．２３１　 １
直观想象 ０．５２９　 ０．６６６　 ０．４６１
数学运算 ０．５２０　 ０．８２６　 ０．５３６
数据分析 ０．１６１　 ０．２３７　 ０．２０６

直观想象 数学运算 数据分析

数学抽象 ０．４７６　 ０．４４８　 ０．４４９
逻辑推理 ０．６２３　 ０．７９０　 ０．４５０
数学建模 ０．２５７　 ０．３３７　 ０．３３６
直观想象 １　 ０．５４１　 ０．５６９
数学运算 ０．５８０　 １　 ０．４９４
数据分析 ０．２４２　 ０．２４４　 １

分析上述结果可以得到以下结论：

１．同Ｐｅａｒｓｏｎ相 关 系 数 的 结 果 一 致，在 六

个核心 素 养 中，逻 辑 推 理 对 数 学 运 算 的 影 响 是

０．７９０，数学 运 算 对 逻 辑 推 理 的 影 响 是０．８２６，
这两个系数是所有系数中最大的，说明逻辑推理

和数学运算这两组变量之间的相关性较大，在训

练其中一个素养时，另外一个素养的能力也会相
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应得到提升。并且数学运算对逻辑推理的影响比

逻辑推理对数学运算的影响更大。

２．数学抽 象、逻 辑 推 理、直 观 想 象、数 学

运算这四个核心素养对数学建模的影响都明显大

于数学建模对这四个核心素养的影响 （差均大于

０．１５０）。类似地，其他五个素养对数据分析的影

响要明显大于数据分析对其他五个素养的影响。
说明数学抽象、逻辑推理、直观想象、数学运算

这四个核心素养是数学的基本素养。

３．数学抽 象、逻 辑 推 理、直 观 想 象、数 学

运算这四个核心素养两两之间的相互影响之差的

绝对值都小 于０．０８，说 明 它 们 中 任 意 两 个 的 相

互影响相差不大。

五、核心素养的因子分析

根据上文对六个核心素养的统计分析可以发

现，数学抽象、逻辑推理、数学运算、直观想象

四个核心素养之间有较强的相关关系，它们对数

学建模和数据分析的影响比较大，下面采用因子

分析的方法进一步分析六个数学素养的结构特征。
因子分析主要研究相关阵或协差阵的内部依

赖关系，将多个具有高度相关关系的变量归纳为

少数几个因子的影响。［３］我们对六个核心素 养 进

行因子分析得到因子累积贡献如表７。
表７　因子累积贡献率

特征值 差值 比例 累积贡献率

１　 ３．７５１　８９５　５２　 ２．９９４　６６２　１１　 ０．６２５　３　 ０．６２５　３

２　 ０．７５７　２３３　４１　 ０．２１７　９３８　２６　 ０．１２６　２　 ０．７５１　５

３　 ０．５３９　２９５　１５　 ０．０７４　２４９　９４　 ０．０８９　９　 ０．８４１　４

４　 ０．４６５　０４５　２１　 ０．１０７　１７６　２４　 ０．０７７　５　 ０．９１８　９

５　 ０．３５７　８６８　９６　 ０．２２９　２０７　２１　 ０．０５９　６　 ０．９７８　６

６　 ０．１２８　６６１　７５　 ０．０２１　４　 １．０００　０

根据表７，保留三个因子能够解释超过六个

数学素养的８４．１４％的信息时，所以选取三个公

因子。此时，方差极大正交旋转后的因子载荷阵

如表８所示。
表８　方差极大正交旋转后的因子载荷阵

Ｆａｃｔｏｒ１ Ｆａｃｔｏｒ２ Ｆａｃｔｏｒ３
数学抽象 ０．８０１　７８　 ０．１５８　２６　 ０．０９８　４３

逻辑推理 ０．８３３　５３　 ０．３５１　２６　 ０．１７６　３２

直观想象 ０．７９６　６７　 ０．１３５　４６　 ０．２８２　６６

数学运算 ０．８１６　８６　 ０．３６９　９２　 ０．１４０　５８

数学建模 ０．３２０　５１　 ０．９１３　５７　 ０．１９７　０５

数据分析 ０．２１２　５３　 ０．１７７　３６　 ０．９５４　９９

第一公因子的因子载荷主要是逻辑推理、数

学抽象、直观想象和数学运算，它们是数学学习

最基本的素养，是学好数学的基础，可以将其命

名为基本素养；
第二公因子的因子载荷最大值为数学建模的

载荷０．９１３　５７，主要强调学生使用数学方法来解

决实际问题的能力，其他数学素养对该因子也是

有贡献的；
第三公因子的因子载荷最大值为数据分析的

载荷０．９５４　９９，主要强调学生对于数据分析处理

的能力。
获得最终的公因子方差估计如表９。

表９　公因子方差估计

逻辑推理 数学抽象 数学建模

０．８４９　２４４　３４　 ０．６７７　５８９　８０　 ０．９７６　１６５　２３

直观想象 数学运算 数据分析

０．７３２　９３０　１５　 ０．８２３　８６２　５２　 ０．９８８　６３２　０３

观察表９可以发现，使用这三个因子来划分

数学核心素养比较好。因此可以用上述三个核心

素养：基本素养、数据分析、数学建模来解释原

来的六个核心素养。

六、结论

本文主要使用聚类分析、广义相关测量、因

子分析等统计方法来对六个数学核心素养进行数

据分析，得到以下结论。

１．学生对六 个 核 心 素 养 的 掌 握 情 况 有 一 定

差异，但素养之间均具有显著的相关性，其中逻

辑推理和数学运算的相关性最大，并且数学运算

对逻辑推理的影响比逻辑推理对数学运算的影响

更大。

２．数学建模 与 数 据 分 析 的 素 养 对 于 其 他 四
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个数学素养的依赖程度明显大于其他四个素养对

于它们的依赖程度，说明数学抽象、逻 辑 推 理、
直观想象、数学运算是基本数学素养。

３．通过因子 分 析 和 聚 类 分 析 的 统 计 方 法 都

说明可以将数学素养分为三类：数学抽象、逻辑

推理、直观想象、数学运算作为基本数学素养为

一类，数学建模与数据分析各成一类。
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