
也谈函数的定义
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　　１９０５年，哥廷根数学学派的创始人、现代国
际数学教育的奠基人、德国数学家克莱因（Ｆｅｌｉｘ
Ｋｌｅｉｎ）在为中学数学教学起草的《数学教学要目
（米兰大纲）》中明确提出：“应将养成函数思想和
空间观察能力作为数学教学的基础”．１９０８年，在
巴黎的国际数学家大会上，他倡导函数的概念应
该成为数学思维的心脏和灵魂，渗透到数学课程
的每一个部分．在名著《高观点下的初等数学》

中，他进一步强调函数应该成为中学数学的“基
石”，应该把算术、代数和几何方面的内容，通过几
何的形式用以函数为中心的观念综合起来．
２０世纪初，在英国数学家贝利（Ｊｏｈｎ　Ｐｅｒｒｙ）

等人的大力倡导和推动下，函数进入了中学数学．
我国基础教育真正意义上的函数教学起始于

１９４１年颁布的《修正初级中学数学课程标准》，教
学目标明确地规定要“培养学生分析能力、归纳方
法、函数观念及探讨精神" ．目前，函数已经成为中
学数学中最基本、最重要的内容．
本文介绍函数概念的主要形成过程，并给出

一个适合高中阶段学习和教学的函数定义．
１　函数观念的雏形
马克思（Ｋａｒｌ　Ｍａｒｘ）在《数学手稿》中认为“函

数一词，原先是在处理方程个数少于其中出现的
未知量个数的所谓不定方程时引进代数中来的”．
有“代数之父”之称的丢番图（Ｄｉｏｐｈａｎｔｕｓ）在《算
术》（Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃａ）中对不定方程已有相当的研
究．因此可以说函数概念至少在古希腊时代已有
萌芽．天文、地理、数学家托勒密（Ｃｌａｕｄｉｕｓ　Ｐｔｏｌｅ－
ｍｙ）在《天文学大成》（Ａｌｍａｇｅｓｔ）中的正弦表被认
为是用表格来表示的函数．
法国著名的自然哲学家奥莱斯姆（Ｎｉｃｏｌｅ

Ｏｒｅｓｍｅ）在１４世纪５０年代的《论质量与运动的

结构》（Ｔｒａｃｔａｔｕｓ　ｄｅ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｉｂｕｓ　ｑｕａｌｉｔａｔｕｍ
ｅｔ　ｍｏｔｕｕｍ）和《论图线》（Ｔｒａｃｔａｔｕｓ　ｄｅ　ｌａｔｉｔｕｄｉｎｉ－
ｂｕｓ　ｆｏｒｍａｒｕｍ）中开始研究运动和变化的量，提出
了一种图线原理．但至多是一种图表形式的函数．
在１７世纪早期，由于天文学和航海事业的发

展，科学家以解释地球和天体运动作为研究课题，

推动了函数概念的发展．１６３８年意大利科学家伽
俐略（Ｇａｌｉｌｅｏ　Ｇａｌｉｌｅｉ）积数十年之力在《关于两门
新科学的对谈》（Ｔｈｅ　Ｄｉｓｃｏｕｒｓｅｓ　ａｎｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉ－
ｃａｌ　Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎｓ　Ｒｅｌａｔｉｎｇ　ｔｏ　Ｔｗｏ　Ｎｅｗ　Ｓｃｉ－
ｅｎｃｅｓ）中以对话的体裁和朴素的文笔，总结了他
在材料力学和动力学方面的研究成果，以及对力
学原理的思考，用文字和比例的语言表达了函数
的关系．例如：两个等体积圆柱体的表面积（底面
积除外）之比等于它们高度之比的平方根（Ｔｈｅ
ａｒｅａｓ　ｏｆ　ｃｙｌｉｎｄｅｒｓ　ｏｆ　ｅｑｕａｌ　ｖｏｌｕｍｅｓ，ｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇ
ｔｈｅ　ｂａｓｅｓ，ｂｅａｒ　ｔｏ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ　ａ　ｒａｔｉｏ　ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｔｈｅ
ｓｑｕａｒｅ　ｒｏｏｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｔｈｅｉｒ　ｌｅｎｇｔｈｓ．）．又如：

操作中的主要问题是针对高仰角的发射编制一个

射程表，来作为仰角的函数给出炮弹所能达到的
距离（ｔｈｅ　ｍａｉｎ　ｏｎｅ　ｏｆ　ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｐｒｅｐａｒａｔｉｏｎ　ｏｆ
ａ　ｔａｂｌｅ　ｏｆ　ｒａｎｇｅｓ　ｆｏｒ　ｓｈｏｔｓ　ｏｆ　ｈｉｇｈ　ｅｌｅｖａｔｉｏｎ，ｇｉｖ－
ｉｎｇ　ｔｈｅ　ｄｉｓｔａｎｃｅ　ａｔｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｂａｌｌ　ａｓ　ａ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｏｆ　ｔｈｅ　ａｎｇｌｅ　ｏｆ　ｅｌｅｖａｔｉｏｎ）．因此，伽利略第一个提
出了函数或称为变量关系的这一概念．
自从微积分奠基人之一、英国物理学家、数学

家牛顿（Ｉｓａａｃ　Ｎｅｗｔｏｎ）于１６６５年开始微积分的
工作之后，他一直用“流量”（ｆｌｕｅｎｔ）一词来表示变
量间的关系．牛顿在《自然哲学的数学原理》（Ｐｈｉ－
ｌｏｓｏｐｈｉａｅ　Ｎａｔｕｒａｌｉｓ　Ｐｒｉｎｃｉｐｉａ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ）中提
出的“生成量”（ｇｅｎｉｔｕｍ）也是函数概念的雏形．

“ｆｕｎｃｔｉｏｎ（函数）”这个词作为数学术语，是微

４１ 数学通报　　　　　　　 　２０１８年　第５７卷　第６期



积分奠基人之一、德国哲学家、数学家莱布尼茨
（Ｇｏｔｔｆｒｉｅｄ　Ｌｅｉｂｎｉｚ）在他１６７３年的手稿《切线的
逆方法或函数方法》（Ｍｅｔｈｏｄｕｓ　ｔａｎｇｅｎｔｉｕｍ　ｉｎｖｅ－
ｒｓａ　ｓｅｕ　ｄｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｉｂｕｓ）中首次使用的．莱布尼兹
所指的函数是现在的可导函数．他当时用“函数”

来表示任何一个随曲线上的点的变动而变动的切

线、法线等的长度．１７世纪的绝大多数函数都是
当作曲线来研究的．１６９２年莱布尼茨发表在《教
师学报》（Ａｃｔａ　Ｅｒｕｄｉｔｏｒｕｍ）的论文中正式使用函
数来表示变量之间的依赖关系．
中文的“函数”一词是１８５９年中国清代数学

家李善兰在翻译《代数学（Ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｏｆ　Ａｌｇｅｂｒａ）》

时由“ｆｕｎｃｔｉｏｎ”创译的．他给出的理由是“凡此变
数中函彼变数者，则此为彼之函数”，即“函”为包
含之意．
２　函数概念的明确

１７１８年，瑞士数学家伯努利（Ｊｏｈａｎｎ　Ｂｅｒ－
ｎｏｕｌｌｉ）在关于等周问题的一篇论文中把函数定义
为：一个变量的函数是指由这个变量和某些常量
以任何一种方式组成的量（Ｏｎｅ　ｃａｌｌｓ　ｈｅｒｅ　Ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎ　ｏｆ　ａ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ａ　ｑｕａｎｔｉｔｙ　ｃｏｍｐｏｓｅｄ　ｉｎ　ａｎｙ
ｍａｎｎｅｒ　ｗｈａｔｅｖｅｒ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ａｎｄ　ｏｆ　ｃｏｎ－
ｓｔａｎｔ）．这是历史上第一个正式发表的明确的函
数定义．
瑞士数学家、物理学家欧拉（Ｌｅｏｎｈａｒｄ　Ｅｕｌ－

ｅｒ）在１７３４年首次使用ｆ（ｘ）作为函数的符号，这
种表述方法延续至今．１７４８年，欧拉在《无穷分析
引论》（Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏ　ｉｎ　ａｎａｌｙｓｉｎ　ｉｎｆｉｎｉｔｏｒｕｍ）一书
中说：“一个变量的函数是由该变量和一些数或常
量以任何一种方式构成的解析表达式（Ａ　ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎ　ｏｆ　ａ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｑｕａｎｔｉｔｙ　ｉｓ　ａｎ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｅｘｐｒｅｓ－
ｓｉｏｎ　ｃｏｍｐｏｓｅｄ　ｉｎ　ａｎｙ　ｍａｎｎｅｒ　ｆｒｏｍ　ｔｈａｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ

ｑｕａｎｔｉｔｙ　ａｎｄ　ｎｕｍｂｅｒｓ　ｏｒ　ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ）”．
该书首次用函数概念作为中心和主线，把函数而
不是曲线作为研究对象．同时，他明确指出“数学
分析是关于函数的科学”，微积分被看成是建立在
微分基础上的函数理论．１７５５年，欧拉在《微分学
原理》（Ｉｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｅｓ　Ｃａｌｃｕｌｉ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｉｓ）的序言
中进一步给出了函数的定义：

当某变量以如下的方式依赖于另一些变量，

即当后面这些变量变化时，前者也随之变化，则称

前面的变量是后面变量的函数．（ｓｏｍｅ　ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ
ｄｅｐｅｎｄ　ｏｎ　ｏｔｈｅｒｓ　ｉｎ　ｓｕｃｈ　ａ　ｗａｙ　ｔｈａｔ　ｉｆ　ｔｈｅ　ｌａｔｔｅｒ
ａｒｅ　ｃｈａｎｇｅｄ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍｅｒ　ｕｎｄｅｒｇｏ　ｃｈａｎｇｅｓ　ｔｈｅｍ－
ｓｅｌｖｅｓ　ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｆｏｒｍｅｒ　ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｃａｌｌｅｄ　ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌａｔｔｅｒ　ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ．）

我国现行初中数学教科书大多采用了这种定

义．比较莱布尼茨最早的定义，欧拉的定义发生了
本质的变化：在莱布尼茨那里，函数的定义借助几
何图形，而现在函数的定义已经摆脱了具体的几
何背景，涉及到函数本质，这个本质就是刻画两个
变量之间的变化关系．正因为如此，人们通常称欧
拉的定义为函数的“变量说”．
１９世纪的数学家开始对数学的各个分支进
行形式化．德国数学家，被誉为“现代分析之父”的
维尔斯特拉斯（Ｋａｒｌ　Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ）倡议将微积分
学建立在算术，而不是几何的基础上，这种主张比
较趋向于欧拉的定义．
法国数学家柯西（Ａｕｇｕｓｔｉｎ－Ｌｏｕｉｓ　Ｃａｕｃｈｙ）

在１８２３年所写的《微积分学摘要》（Ｌｅ　Ｃａｌｃｕｌ
ｉｎｆｉｎｉｔéｓｉｍａｌ）中定义了函数：在某些变量间存在
着一定的关系，当一经给定其中某一变量之值，其
他变量之值亦可随之确定时，则将最初的变量称
之为自变量，其他各变量则称为函数．（Ｉｆ　ｖａｒｉａｂｌｅ

ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｓｏ　ｊｏｉｎｅｄ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅｍｓｅｌｖｅｓ　ｔｈａｔ，

ｔｈｅ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｏｎｅ　ｏｆ　ｔｈｅｓｅ　ｂｅｉｎｇ　ｇｉｖｅｎ，ｏｎｅ　ｃａｎ
ｃｏｎｃｌｕｄｅ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　ａｌｌ　ｔｈｅ　ｏｔｈｅｒｓ，ｏｎｅ　ｏｒｄｉｎａ－
ｒｉｌｙ　ｃｏｎｃｅｉｖｅｓ　ｔｈｅｓｅ　ｄｉｖｅｒｓｅ　ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ　ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ
ｂｙ　ｍｅａｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｎｅ　ａｍｏｎｇ　ｔｈｅｍ，ｗｈｉｃｈ　ｔｈｅｎ
ｔａｋｅｓ　ｔｈｅ　ｎａｍｅ　ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ；ａｎｄ　ｔｈｅ
ｏｔｈｅｒ　ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ　ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ　ｂｙ　ｍｅａｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｄｅ－
ｐｅｎｄｅｎｔ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ａｒｅ　ｔｈｏｓｅ　ｗｈｉｃｈ　ｏｎｅ　ｃａｌｌｓ　ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｖａｒｉａｂｌｅ）

１８３７年，德国数学家狄利克雷（Ｊｏｈａｎｎ　Ｐｅｔｅｒ
Ｇｕｓｔａｖ　Ｌｅｊｅｕｎｅ　Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）给出了如下的函数定
义：如果对于每一个ｘ，有唯一有限的ｙ 值与它
对应，使得当ｘ从ａ 到ｂ连续变化时，ｙ＝ｆ（ｘ）也
逐渐变化，那么ｙ就称为该区间上ｘ的一个连续
函数．（Ｉｆ　ｎｏｗ　ａ　ｕｎｉｑｕｅ　ｆｉｎｉｔｅ　ｙｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｔｏ
ｅａｃｈ　ｘ，ａｎｄ　ｍｏｒｅｏｖｅｒ　ｉｎ　ｓｕｃｈ　ａ　ｗａｙ　ｔｈａｔ　ｗｈｅｎ　ｘ
ｒａｎｇｅｓ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ　ｏｖｅｒ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｆｒｏｍａｔｏ
ｂ，ｙ＝ｆ（ｘ）ａｌｓｏ　ｖａｒｉｅｓ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ，ｔｈｅｎ　ｙｉｓ
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ｃａｌｌｅｄ　ａ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｘｆｏｒ　ｔｈｉｓ　ｉｎｔｅｒ－
ｖａｌ．）

用变量的说法定义函数，多多少少透露出表
达式的影子，无论这个表达式是几何曲线还是代
数式，因此这样的定义多多少少依赖着物理背景，

不能实现概念的一般性，正如英国数学家斯托克
斯（Ｇｅｏｒｇｅ　Ｇａｂｒｉｅｌ　Ｓｔｏｋｅｓ）所说：我们认为至关
重要的是对函数的认识应当撇开一切代数表达

式．１８５１ 年，德国数学家黎曼 （Ｂｅｒｎｈａｒｄ　Ｒｉｅ－
ｍａｎｎ）给出了函数新的定义：

假定ｚ是一个变量，它可以逐次取所有可能
的实数值．如果对它的每一个值，都有未知量ｗ
的唯一的一个值与之对应，则ｗ 称为ｚ的函数．
（Ｌｅｔ　ｕｓ　ｓｕｐｐｏｓｅ　ｔｈａｔ　ｚ　ｉｓ　ａ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｑｕａｎｔｉｔｙ
ｗｈｉｃｈ　ｃａｎ　ａｓｓｕｍｅ，ｇｒａｄｕａｌｌｙ，ａｌｌ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ　ｒｅａｌ
ｖａｌｕｅｓ　ｔｈｅｎ，ｉｆ　ｔｏ　ｅａｃｈ　ｏｆ　ｉｔｓ　ｖａｌｕｅｓ　ｔｈｅｒｅ　ｃｏｒｒｅ－
ｓｐｏｎｄｓ　ａ　ｕｎｉｑｕｅ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ　ｑｕａｎ－
ｔｉｔｙ　ｗ，ｗｉｓ　ｃａｌｌｅｄ　ａ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｚ．）
这样，黎曼采用数值与数值对应的方法定义

了函数，摆脱了变量变化的物理背景，因为定义中
采纳了“唯一的一个值与之对应”的说法，通常称
这样的定义为函数的“对应说”．我国现行高中数
学教科书大多采用了这样的定义．
１９３９年，法国布尔巴基学派（Ｎｉｃｏｌａｓ　Ｂｏｕｒ－

ｂａｋｉ）在集合论的基础上重构了数学最基本的概
念和法则，给出函数的定义：

设Ｅ和Ｆ 是两个集合，它们可以不同，也可
以相同．Ｅ中的一个变元ｘ和Ｆ 中的变元ｙ之间
的一个关系称为一个函数关系，如果对于每一个

ｘ∈Ｅ，都存在唯一的ｙ∈Ｆ，它满足与ｘ给定的关
系．称这样的运算为函数，它以上述方式将与ｘ有
给定关系的变元ｙ∈Ｆ与每一个变元ｘ∈Ｅ相联
系．称ｙ是函数在变元ｘ 处的值，函数值由给定
的关系所确定．（Ｌｅｔ　Ｅａｎｄ　Ｆｂｅ　ｔｗｏ　ｓｅｔｓ，ｗｈｉｃｈ
ｍａｙ　ｏｒ　ｍａｙ　ｎｏｔ　ｂｅ　ｄｉｓｔｉｎｃｔ．Ａ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ａ
ｖａｒｉａｂｌｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｘｏｆ　Ｅａｎｄ　ａ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｙ
ｏｆ　Ｆｉｓ　ｃａｌｌｅｄ　ａ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｙｉｆ，ｆｏｒ　ａｌｌ
ｘ∈Ｅ，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｕｎｉｑｕｅ　ｙ∈Ｆｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｉｎ　ｔｈｅ
ｇｉｖｅｎ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｘ．Ｗｅ　ｇｉｖｅ　ｔｈｅ　ｎａｍｅ　ｏｆ　ｆｕｎｃ－
ｔｉｏｎ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎ　ｗｈｉｃｈ　ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｗａｙ　ａｓｓｏｃｉａｔｅｓ
ｗｉｔｈ　ｅｖｅｒｙ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｘ∈Ｅｔｈｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｙ∈Ｆ

ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｇｉｖｅｎ　ｒｅｌａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｘ，ａｎｄ　ｔｈｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｓ　ｓａｉｄ　ｔｏ　ｂｅ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｇｉｖｅｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　ｒｅｌａｔｉｏｎ．）

人们通常称这样的定义为函数的“关系说”．
由此可以看到，高中函数定义的表述是黎曼对应
说与布尔巴基学派关系说的融合，采纳了“对应”

和“关系”的表述方式，但也引起了某些混乱．后
来，布尔巴基学派将函数的定义完全符号化了：设

Ｆ是定义在集合Ｘ 和Ｙ 上的一个二元关系，称这
个关系为函数，如果对于每一个ｘ∈Ｘ，都存在唯
一的ｙ∈Ｙ，使得（ｘ，ｙ）∈Ｆ．在这个定义中，已经
很难找到变量、甚至对应的影子了．虽然这种完全
形式化的定义更为一般，却是以丧失数学直观为
代价的，因此不适于高中阶段的数学教育．
３　函数定义的讨论
北京师范大学版现行的高中教材中给出函数

定义如下：

给定两个非空数集Ａ和Ｂ，如果按照某个对
应关系ｆ，对于集合Ａ中的任何一个数ｘ，在集合

Ｂ中都存在唯一确定的数ｆ（ｘ）与之对应，那么就
把对应关系ｆ叫做定义在集合Ａ 上的函数，记作

ｆ：Ａ→Ｂ，或ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ａ，其中Ａ叫做函数的
定义域，集合｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ａ ｝叫作函数的值域．
几乎所有教材都是类似表述的，并借助例题、

习题给予了对应关系ｆ和定义域Ａ 较多的关注，
而集合Ｂ基本上被忽视了或者被误解为值域了！
《２０１８年全国高考统一考试大纲》明确要求“了解
构成函数的要素，会求一些简单函数的定义域和
值域”．但是，在教学实践中对此认识模糊．我认为
在这里函数的三要素是对应关系ｆ，定义域Ａ 和
集合Ｂ．特别需要指出的是，集合Ｂ 是事先给定
的，与事后求得的值域ｆ（Ａ）有本质的区别．严格
地说，将函数写为ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ａ也是有缺陷的．
例如：如果非空数集Ａ＝［－１，１］，Ｂ＝［０，１］

或［－１，２），对应关系ｆ（ｘ）＝ｘ２，那么它们构成一
个函数．如果非空数集Ａ＝［－１，１］，Ｂ＝（０，１］或
（－１，１），对应关系ｆ（ｘ）＝ｘ２，那么它们不构成一
个函数，因为不是每一个Ａ中的数都有Ｂ 中的数
与之对应．
再如：已知集合Ａ＝｛２，４｝，Ｂ＝｛４，１６｝，Ｃ＝

｛４，９，１６｝，函数ｆ：Ａ→Ｂ 的对应关系为ｆ（ｘ）＝
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ｘ２，函数ｇ：Ａ→Ｃ的对应关系为ｇ（ｘ）＝２ｘ．按三
要素的说法，这两个函数是不相等的，因为Ｂ和Ｃ
不相同．
又如：教 材 中 司 空 见 惯 的 “求 函 数 ｙ＝

１－ｘ槡 ２的定义域”的题目本身就不妥当．因为ｙ

＝ １－ｘ槡 ２只是对应关系，没有相应的非空数集Ａ
和Ｂ，不是完整的函数．大多数人都粗粗地将此题

理解为“求表示式ｙ＝ １－ｘ槡 ２有意义的一切实数

ｘ组成的集合”．但是，这时又将集合Ｂ默认为整
个实数集了．
不少人认为函数的三要素是对应关系ｆ，定

义域Ａ和值域ｆ（Ａ）是不对的．百度百科、搜狗百
科给出的函数定义也是极其混乱和错误的：

给定一个数集Ａ，假设其中的元素为ｘ．现对

Ａ中的元素ｘ施加对应法则ｆ，记作ｆ（ｘ），得到
另一数集Ｂ．假设Ｂ中的元素为ｙ．则ｙ与ｘ之间
的等量关系可以用ｙ＝ｆ（ｘ）表示．我们把这个关
系式就叫函数关系式，简称函数．函数概念含有三
个要素：定义域Ａ、值域Ｃ（作者注：应为ｆ（Ａ））和
对应法则ｆ．其中核心是对应法则ｆ，它是函数关
系的本质特征．
鉴于以上原因，我们推荐在高中阶段将函数

定义为：

设Ａ是实数集的一个非空子集．如果存在一
个对应关系ｆ，使得对Ａ 中的每一个数ｘ，根据
对应关系ｆ，都能得到一个唯一确定的实数ｙ，
那么就称这个对应关系ｆ是Ａ 上的一个函数，记
作ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ａ，其中Ａ叫做函数的定义域，
集合｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ａ ｝叫作函数的值域．
与传统的函数定义相比，这里没有特别地强

调实数ｙ所在的实数子集，或者认为此处集合Ｂ
为整个实数集．于是，函数在这个意义下就有两个
要素了：对应关系ｆ和定义域Ａ．
如果两个函数的定义域相同，且每一个变量

对应的函数值也相同，那么，这两个函数就是同一
个函数．直观地说，如果两个函数的图象重合，这
两个函数是同一个函数．这非常符合常识．在不混
淆的情况下，约定定义域是使得函数表达式有意
义的最大范围．这样的定义与约定就可以准确地

解释现行教材中类似“求函数ｙ＝ １－ｘ槡 ２的定义

域”的表述了．
函数定义中的对应关系强调的是对应的结

果，而不是对应的过程，相同的对应关系完全可能
有很多不同的解析式来表达．例如，借助两因素的
高中函数定义，可以认定函数ｙ＝ｃｏｓ２　ｘ＋ｓｉｎ２　ｘ，ｘ
∈ －∞，＋∞（ ）和函数ｙ＝１，ｘ∈ －∞，＋∞（ ）表
示同一个函数，而不必指明集合Ｂ．更不会因为Ｂ
不同，而认为函数不同！

事实上，我们推荐的定义与同济大学的《高等
数学》（第三版）中的函数定义类似：

设ｘ和ｙ 是两个变量，Ｄ 是一个给定的数
集．如果对于每个数ｘ∈Ｄ，变量ｙ按照一定法则
总有（唯一）确定的数值和它对应，则称ｙ是ｘ 的
函数，记作ｙ＝ｆ（ｘ）．数集Ｄ 叫做这个函数的定
义域．
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