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＊　维 拉 尼（Ｃｅｄｒｉｃ　Ｖｉｌｌａｎｉ，１９７３—）是 法 国 数 学

家，玻尔兹曼方程的非线性阻尼及收敛于平衡 态

的证明 为 他 迎 来 了２０１０年 的 菲 尔 兹 奖（Ｆｉｅｌｄｓ
Ｍｅｄａｌ）．２０１６年，维 拉 尼 在 ＴＥＤ大 会①演 讲，向

大众讲述了他对数学的理解，解释了“数学为何如

此性感（Ｗｈａｔ’ｓ　ｓｏ　ｓｅｘｙ　ａｂｏｕｔ　ｍａｔｈ？）”．
为了向观众展示数学隐藏在我们的整个物质

世界中，维拉尼介绍了几个奇妙又贴近生活的 数

学例子，让非数学工作者也能简单地接受和理解．
而作为数学学习者或数学工作者，我们不妨稍 微

深入地探索其中的高尔顿板和网页排序背后的数

学知识．
１　高尔顿板

高尔顿（Ｆｒａｎｃｉｓ　Ｇａｌｔｏｎ，１８２２—１９１１）是英国

科学 家、生 物 统 计 学 家．他 是 达 尔 文（Ｃｈａｒｌｅｓ
Ｒｏｂｅｒｔ　Ｄａｒｗｉｎ，１８０９—１８８２）的表弟，深受达尔文

进化论的影响．为了研究遗传现象，他设计了一个

钉板，即高尔顿板，利用二项分布的极限是正态分

布这一原理，模拟正态分布的性质．

图１

高尔 顿 板 形 状 如 图１，图 中 的 每 一 个 黑 点 代

表的是一颗钉子，每两颗相邻钉子间的距离相等．
从入口处放下一颗小玻璃球，它经过多层钉子 的

空隙，最终落在底部的某个空格中．
考察一个小球落入每个底 部 空 格 的 概 率．观

察钉板可以发现，第ｎ行有ｎ＋２颗钉子，ｎ＋１个

空隙，把每一行的空隙从０开始进行编号，第ｋ行

即为０，１，…，ｋ个空．
在第ｎ行，若球落入第０空，则小球只能每次

下落都是向左，连续下落ｎ次，其概率为Ｐ（ｉ＝０）＝
ｎ（）０ （ ）１２

ｎ－０

（ ）１２
０
；若球落入第１空，则小球在下

落ｎ次的过程中，有一次向右下落，其余都是向左

下落，其概率为Ｐ（ｉ＝１）＝ ｎ（）１ （ ）１２
ｎ－１

（ ）１２
１
；若

球落入第ｋ空，则小球在下落过程中有ｋ次是向

右下落，其余都是向左下落的，其概率为Ｐ（ｉ＝ｋ）

＝ ｎ（）ｋ （ ）１２
ｎ－ｋ

（ ）１２
ｋ

．

可见，一个小球从高尔顿板下落，落入第ｋ个

空的概率是满足二项分布的．因此，足够多的小球

通过高尔顿板（行数较多）下落后，堆积而形成的

球堆轮廓近似于正态分布的密度函数曲线———高

斯曲线．它的发现和发展与著名的德国数学 家 高

斯（Ｊｏｈａｎｎ　Ｃａｒｌ　Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈ　Ｇａｕｓｓ，１７７７—１８５５）有

着密切的联系．
英国 物 理 学 家、数 学 家 麦 克 斯 韦 （Ｊａｍｅｓ

Ｃｌｅｒｋ　Ｍａｘｗｅｌｌ，１８３１—１８７９）基 于 空 间 几 何 的 不

变性和几个物理上的结论，在１８６０年发表了论文

《气体分子动力学的说明》［１］，导出了 气 体 分 子 速

率分布．它正是一个正态分布．
在介绍麦克斯韦的推导前，先进行符号说明：

容器内粒子总数为Ｎ；建立空间直角坐标系，将粒

子速度ｖ分解到三个坐标轴方向，速度分量分别
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ＴＥＤ是ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ｅｎｔｅｒｔａｉｎｍｅｎｔ，ｄｅｓｉｇｎ的英文首字母

缩写，译为技 术、娱 乐、设 计．ＴＥＤ是 美 国 的 一 家 私 有 非 盈 利 机

构，他们以组织了ＴＥＤ大会而闻名．在ＴＥＤ大会上，各行各业的

人都可能站上演讲台，向大众传播他们的想法和创意．



用符号ｘ、ｙ、ｚ表示；ｄＮｘ０表示速度分量ｘ处于ｘ０
到ｘ０＋ｄｘ小 区 间 的 粒 子 数 目；ｇ（ｘ）代 表 粒 子 在

分量ｘ方向上的速度分布函数，从而ｇ（ｘ）ｄｘ就

表示速度分量处于任意值ｘ附近长度为ｄｘ的小

区间内的概率．
根据各符号代表的含义，以下式子成立：

ｄＮｘ
Ｎ ＝ｇ（ｘ）ｄｘ．

由于已将速度分解到了三个正交方向上，其任 一

方向上速度分量的存在和大小不会对其他方向分

量的存在和大小产生影响，故三个正交方向上 的

速度分布是彼此独立的．而三个正交方向在空 间

上是地位等价的，它们具有相同的速度分布函数．
因此，对于另外两个分量，也有类似的公式成立：

ｄ　Ｎｙ

Ｎ ＝ （）ｇ　ｙ　ｄｙ，
ｄ　Ｎｚ

Ｎ ＝ｇ（）ｚ　ｇ（）ｄｚ．

从而，粒子速度ｖ的三个分量处于ｘ 到ｘ＋ｄｘ，ｙ
到ｙ＋ｄｙ，ｚ到ｚ＋ｄｚ区间的概率即是三个 独 立

事件同时发生的概率（其中Ｆ表示粒子总体速度

分布函数，显然是ｘ、ｙ、ｚ的函数）：

ｄ　Ｎｖ

Ｎ ＝ｇ（ｘ）ｇ（ｙ）ｇ（ｚ）ｄｘｄｙｄｚ∶＝Ｆｄｘｄｙｄｚ．

从物理上看，当容器内系统处于平衡态时，容
器内各处粒子数密度相同，粒子朝着任何方向 运

动的概 率 相 等．因 此Ｆ与 粒 子 速 度 方 向 无 关，仅

是速度大小｜ｖ｜的函数，从而有等式

Ｆ（｜ｖ｜）＝Ｆ（ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）＝ｇ（ｘ）ｇ（ｙ）

ｇ（ｚ）成立． （１）

通过求解等式，就可以得知气体分子的速率分 布

函数了．
首先注意到，若令ｙ＝ｚ＝０，则 有Ｆ（｜ｘ｜）＝

ｇ（ｘ）ｇ（０）２．ｘ的正负实际上 代 表 着 方 向，而 前 文

已经说 明Ｆ 与 方 向 无 关，即 是 说Ｆ 是 一 个 偶 函

数，Ｆ（｜ｘ｜）＝Ｆ（ｘ）＝ｇ（ｘ）ｇ（０）２．
对等式（１）两边取对数，则可知：

ｌｎＦ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）＝ｌｎｇ（ｘ）＋ｌｎｇ（ｙ）＋ｌｎｇ（ｚ）．
代入等式

Ｆ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）＝ｇ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）ｇ（０）２．
经过简单化简，便可知：

ｌｎ［ｇ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）ｇ（０）２］

　＝ｌｎｇ（ｘ）＋ｌｎｇ（ｙ）＋ｌｎｇ（ｚ），

ｌｎｇ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）＋２ｌｎｇ（０）

　＝ｌｎｇ（ｘ）＋ｌｎｇ（ｙ）＋ｌｎｇ（ｚ）．
等号两边对ｘ求导，即：

ｇ′（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）

ｇ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）
· ｘ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

　＝ １
ｇ（ｘ）ｇ′

（ｘ）．

从而，

ｇ′（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）

ｇ（ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２）
１

ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２
＝ｇ′

（ｘ）
ｇ（ｘ）

１
ｘ

为一个常数Ｋ．ｇ′
（ｘ）

ｇ（ｘ）＝Ｋｘ
，积 分 后 可 知ｌｎｇ（ｘ）

＝Ａ　ｘ２＋Ｂ，解出ｇ（ｘ）＝Ｃｅ　Ａｘ
２
．

由于粒子速度从－∞到＋∞出现的概率应为

１，ｇ（ｘ）应当满足：

∫
＋∞

－∞
ｇ（）ｘｄｘ＝∫

＋∞

－∞
Ｃｅ　Ａｘ

２
ｄｘ＝１．

对上式中 常 系 数Ｃ，Ａ 的 正 负 进 行 讨 论：若

Ａ为正数，ｅ　Ａｘ
２

随 着｜ｘ｜的 增 大 不 断 增 大，积 分

∫
＋∞

－∞
ｅ　Ａｘ

２
ｄｘ无穷大，无论常数Ｃ取值如何，上式都

不可能 成 立；若Ａ 为０，则 上 式 变 成∫
＋∞

－∞
Ｃｄｘ ＝

Ｃｘ
＋∞

－∞
不 可 能 等 于１，故 Ａ 必 为 负 数．令 Ａ＝

－１
α２
，积 分 式 变 为：Ｃ∫

＋∞

－∞
ｅ－

ｘ２

α２ｄｘ＝１．利 用

∫
＋∞

－∞
ｅ－ｘ

２
＝槡π，可得：Ｃα槡π＝１，Ｃ＝ １

α槡π
．

综上，ｇ（ｘ）＝ １
α槡π

ｅ－
ｘ２

α２，

Ｆ（ｖ）＝Ｆ（｜ｖ｜）＝ｇ（ｘ）ｇ（ｙ）ｇ（ｚ）

＝
１
α槡（ ）π

３

ｅ－
ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

α２ ＝
１
α槡（ ）π

３

ｅ－
ｖ２

α２．

麦克斯韦在推导的过程中仅用到“所 有 可 能

情况的总概率为１”这一个概率知识，借助对气体

分子运动的假设和简单空间几何知识，就推 导 出

了气体分子速率分布，而其分布函数恰与正 态 分

布密度函数具有相同的形式．正态分布就像 一 双

自然背后的无形之手，掌控着万物的规律．维拉尼

用这个贴近每个人的生活的例子，说明了数 学 的

强大价值．
２　网页排序

维拉尼在演讲中还提到，数 学 帮 助 我 们 超 越
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人类的直觉．他列举了计算机搜索作为一个例子，
并以深入 浅 出 的 方 式 说 明 了 其 中 数 学 扮 演 的 角

色，但数学对网页搜索的帮助并不简单．
互联网中有上百亿个网页，使得网页搜索结果

的重复度很高，这给网页搜索带来了极大的挑战．
为了应对这一挑战只能对搜索结果进行排序，把用

户最有可能需要的网页排在最前面．但问题是：网
页的水平千差万别，用户的喜好又不相同，搜索引

擎怎么知道哪些网页是用户最可能需要的呢？

在Ｇｏｏｇｌｅ主导互联网搜索之前，大多数搜索

引擎采用被搜索词语在网页中出现的频数来决定

排序．这是 有 一 定 道 理 的，因 为 用 户 搜 索 一 个 词

语，通常表明对该词语感兴趣，既然如 此，那 该 词

语在网页中出现次数越多，就越有可能表示该 网

页是用户所需要的．可是按照这种方法，任何一个

翻来覆去倒腾关键词的网页，无论其含金量多低，
都会被排在前面．

面对上述问题，１９９６年初，Ｇｏｏｇｌｅ的创始人，
当时还 是 美 国 斯 坦 福 大 学 研 究 生 的 佩 奇（Ｌａｗ－
ｒｅｎｃｅ　Ｅｄｗａｒｄ　Ｐａｇｅ，１９７３—）和 布 林 （Ｓｅｒｇｅｙ
Ｍｉｋｈａｙｌｏｖｉｃｈ　Ｂｒｉｎ，１９７３—）开始对网页排序问题

进行研究．在他们看来，网页的排序不能靠每个网

页自己来标榜．他们想到了学术界评判学术论 文

重要性的通用方法，看论文被引用的次数，放在互

联网上与论文引用类似的就是网页的链接．那 么

通过 研 究 网 页 间 的 相 互 链 接 来 确 定 排 序 就 是

ＰａｇｅＲａｎｋ网页排序的思路，网页的ＰａｇｅＲａｎｋ值

越大其排序越靠前．具体说就是一个网页被其 他

网页链接得越多，它的排序就应该越靠前．不仅如

此，一个网页越是被排序靠前的网页所链接，它的

排序也应该越靠前．
在正 式 介 绍ＰａｇｅＲａｎｋ排 序 方 法 前，首 先 阐

述两个相关的概念：

１）网 页ｉ的 入 链：那 些 指 向 网 页ｉ的 来 自 于

其他网页的超链接，通常不包括来自于同一网 站

内网页的超链接．
２）网 页ｉ的 出 链：那 些 从 网 页ｉ指 向 其 他 网

页的超链接，通常不包括指向同一站点内网页 的

超链接．
基于 上 面ＰａｇｅＲａｎｋ网 页 排 序 的 思 路，我 们

可以知道：
从一 个 网 页 指 向 另 一 个 网 页 的 超 链 接 是

ＰａｇｅＲａｎｋ值的隐含式传递，网页的ＰａｇｅＲａｎｋ值

是由指向它的所有 网 页 所 传 递 过 来 的ＰａｇｅＲａｎｋ
值总 和 决 定 的．这 样，网 页ｉ的 入 链 越 多，它 的

ＰａｇｅＲａｎｋ值可能就 越 高．此 外，一 个 网 页 指 向 多

个其他网 页，那 么 它 的ＰａｇｅＲａｎｋ值 就 会 被 它 指

向的多个网页分享．也就是说，即使网页ｉ被一个

ＰａｇｅＲａｎｋ值很高的网页ｊ所指向，如果网页ｊ的

出链非常多，网页ｉ从网页ｊ得到的ＰａｇｅＲａｎｋ值

可能因被稀释也很小．
现在，我们把 互 联 网 抽 象 成 一 个 有 向 图Ｇ＝

（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ 是图的节点集合（一个节点对应一

个网页），Ｅ是图的有向边集合（有向 边 对 应 超 链

接）．设互联网的网页总数为ｎ（即ｎ＝｜Ｖ｜），上述

排序规则可以用数学式子表达：

ｐ（ｉ）＝ ∑（ｊ，ｉ）∈Ｅ
ｐ（ｊ）
Ｏｊ
， （２）

其中ｐ（ｉ）表示网页ｉ的ＰａｇｅＲａｎｋ值，Ｏｊ 是网页

ｊ出链的数量，（ｊ，ｉ）∈Ｅ表 示 存 在 网 页ｊ指 向 网

页ｉ的超链接．
若用列向量

Ｐ＝（ｐ（）１ ，ｐ（）２ ，…，ｐ（ｎ））Ｔ

表示ｎ个网页 的ＰａｇｅＲａｎｋ值，再 利 用 矩 阵Ａ 表

示网页之间的链接关系，并按如下规则为其 元 素

赋值：

Ａｉｊ＝
１
Ｏｉ
，如果（ｉ，ｊ）∈Ｅ

０，如果（ｉ，ｊ）
烅
烄

烆 Ｅ
．

例如，下面的网络链接结构图：

图２
其对应的连接关系矩阵

Ａ＝

０ １
２

１
２ ０ ０ ０

１
２ ０ １

２ ０ ０ ０

０　 １　 ０　 ０　 ０　 ０

０ ０ １
３ ０ １

３
１
３

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １
２

１
２

熿

燀

燄

燅
０

．
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这样，网页排序的表达式（２）就可以用含ｎ个

未知量的线性方程组表达

Ｐ＝ＡＴＰ． （３）

从而要想得到网页排序结果，即在已知矩阵Ａ的

条件下，求 解 向 量Ｐ，如 果 从 线 性 代 数 的 角 度 考

虑，这是一个齐次线性方程组，要不只 有 零 解，要

不有无穷解．但是由于数据的海量，这给求解过程

带来了很多麻烦．
观察方程组（３），可 以 发 现，如 果 定 义Ｐｎ 是

经过第ｎ次迭 代 得 到 的 值，给 定 初 值Ｐ０，则 可 以

把方程组（３）形式简化如下：

Ｐｎ＋１＝ＡＴＰｎ，ｎ＝０，１，２，…（其中Ｐ０是给定的） （４）

从而满足方程 组（３）的 解Ｐ＊ 就 是ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐｎ．接 下 来

的问题就转化为

ａ）ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐｎ 是否存在？

ｂ）如果极限存在，是否和Ｐ０ 的选取无关．
ｃ）如果极限存在并且和Ｐ０ 选取无关，它作为

网页排序的依据是否合理？

假设上网浏览下一个页面这一过程与过去浏

览的页面没有关系，而仅仅依赖于当前所处的 页

面，那么上网搜索这一过程可以看作是一个有 限

状态、离散时间的马氏过程，可用马尔科夫链进行

建模，这时Ｐ＊ 就 可 以 看 成 马 尔 科 夫 链 的 一 个 稳

定状态，Ａ可以表示状态转移矩阵，这样就可以转

化成马尔科夫链的遍历性和极限分布问题［２］．
根据马氏链的遍历性和平 稳 分 布 相 关 定 理，

若矩阵Ａ是 正 的、随 机 矩 阵，上 面 讨 论 的 前 两 个

问题的答案是肯定的．正矩阵即矩阵的每个元 素

都是正数，随机矩阵则要求矩阵的每一行元素 和

都为１，且元素都大于等于零．综合两者我们可以

知道，要想使得我们研究的问题是肯定的，矩阵Ａ
必须满足每个元素是正数，并且每行元素和为１，
而上面例子中的网页链接结构图的矩阵就不满足

（第５行全部为０），所以要对矩阵Ａ 进行基于现

实意义的修正．
第一步，将 矩 阵Ａ 修 正 为 随 机 矩 阵．互 联 网

中那些没有出链的网页，我们称其为悬挂网页，如
上面例子中的 网 页５．当 互 联 网 用 户 访 问 到 悬 挂

网页时，不可能在这个网页上停止不前，而会自行

访问其他网页．对于单个用户来说，自行访问的网

页显然与个人的兴趣有关，但是对于无数的互 联

网用户 整 体 来 说，自 行 访 问 哪 个 网 页 完 全 是 随

机的．
用数学语言表达上述含义，即把矩阵Ａ中代

表悬挂网页的行向量的所有的零向量都换 成ｅ
ｎ
，

其中ｅ是所 有 分 量 都 为１的 列 向 量，ｎ为 互 联 网

的网页总数．再引进一个含有ｎ个元素的列向量

作为悬挂网页的指标向量α，其第ｉ个元素取值视

第ｉ个网页是否为悬挂网页而定，如果是则取１，
否则取０．这 样，矩 阵Ａ 就 可 以 修 正 为 一 个 随 机

矩阵

Ｓ＝Ａ＋αｅ　
Ｔ

ｎ ．

第二步，将 随 机 矩 阵Ｓ 修 正 为 正 的 随 机 矩

阵．互联网的用户是活生生的人，他们多少都有自

己的“性格”，不会完全受当前网页所限，死板地只

是访问提供的链接．假定虚拟用户在每一步 都 有

一个小于１的 概 率ａ访 问 当 前 网 页 所 提 供 的 链

接，同时却也 有１－ａ的 概 率 不 受 那 些 链 接 的 影

响，随机地访问其他的任何网页，由此，矩阵Ｓ应

当修改为

Ｇ＝ａＳ＋（１－ａ）ｅ　ｅ　
Ｔ

ｎ ．

其中０＜ａ＜１，称为阻尼因 子，经 过 上 面 的 处 理，
矩阵Ａ 就 变 成 了 正 的、随 机 矩 阵Ｇ，并 且 其 不 但

为网页排序的计算提供了数学的可行保证 性，而

且它的推 导 过 程 具 有 对 真 实 应 用 场 景 的 强 力 支

撑．从而原方程组（３）、（４）变为：

Ｐ＝ ａ　ＡＴ＋ｅα
Ｔ

（ ）ｎ ＋（１－ａ）ｅ　ｅ
Ｔ

［ ］ｎ Ｐ，

Ｐｎ＋１＝ ａ　ＡＴ＋ｅα
Ｔ

（ ）ｎ ＋（１－ａ）ｅ　ｅ
Ｔ

［ ］ｎ Ｐｎ，

ｎ＝０，１，２，…，其中Ｐ０任意给定．
最后 再 用 迭 代 求 解 的 算 法 就 可 以 求 出 解

Ｐ＊，从而实现排序．
然而上面的一切分析都要通过计算机程序进

行实现，ＧＴＰ０ 的收敛速度是关系算法是否实用的

重要因素，其中ａ越小，收敛速度越快，但是如果

ａ太 小，ＰａｇｅＲａｎｋ网 页 排 序 的 现 实 意 义 将 被 弱

化，佩奇和布林综合实验，考虑了一 系 列 因 素 后，
将ａ取为０．８５．

当然，伴 随 着 科 学 技 术 的 不 断 进 步，ＰａｇｅＲ－
ａｎｋ网页排序 算 法 也 得 到 了 不 断 地 发 展．随 着 时
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间的推进，互联网成为人们生活中不可或缺的 工

具，网页的数量也在空前的增加，这就带来一个问

题，新的网页由于时间问题得不到用户的关注，没
有太多 的 入 链，即 使 网 页 的 质 量 再 高ＰａｇｅＲａｎｋ
值反而很低，而那些旧网页由于积累了很多的 入

链，ＰａｇｅＲａｎｋ值很高，即 使 内 容 过 时 不 被 用 户 需

要却能 排 在 前 面．Ｔｉｍｅｄ－ＰａｇｅＲａｎｋ算 法 为 此 应

运而生．它 在ＰａｇｅＲａｎｋ算 法 基 础 上 增 加 了 一 个

时间维度，他 的 思 想 仍 是 马 氏 链，不 同 之 处 在 于

Ｔｉｍｅｄ－ＰａｇｅＲａｎｋ不再 适 用 常 量 阻 尼 因 子，而 是

引入一个随时间递减的函数来“惩罚”那些过时的

网页，使得那些载有新信息高质量的新页面不 至

于由于入链少而排在后面．除此之外，在前面的叙

述中，我们 知 道ＰａｇｅＲａｎｋ值 由 一 个 网 页 向 另 一

个网页传递时，其值是均匀分配给所有的出链，基
于用户反馈的ＰａｇｅＲａｎｋ算法则把从网页ｉ到网

页ｊ传递的ＰａｇｅＲａｎｋ值根据用户在网页上停留

的时间、页面篇幅、用户正常的阅读速度等进行加

权．这样就根据用户的体验对出链所到达的网 页

质量进行了加权，更能进一步的使得用户最需 要

的网页排在前面，增加了网页排序的可靠性．
作为当今的数学大师之一，维 拉 尼 对 数 学 的

理解，对数学价值的认识超过了许多人．数学不仅

能改善人们的生活，还曾改变人类的世界观；数学

不仅能帮助人们认识世界，还能协助人们超越 人

类的直觉，探索未知．数学兼具着美、实 用 性 和 无

限的商机，它值得所有人去了解和欣赏．
最后，附上维拉尼演讲的网址，供感兴趣的读

者 欣 赏：ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗ．ｔｅｄ．ｃｏｍ／ｔａｌｋｓ／ｃｅｄｒｉｃ＿

ｖｉｌｌａｎｉ＿ｗｈａｔ＿ｓ＿ｓｏ＿ｓｅｘｙ＿ａｂｏｕｔ＿ｍａｔｈ．
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通过最大限度激发人的思维能力，挖掘人的潜能，
学会用数学的眼光观察世界、用数学的思维分 析

世界以及用数学的语言表达世界．
３．２　转换问题视角的教学价值

转换视角研究问题，是通过 学 生 参 与 解 决 数

学问题的全过程，培养学生研究问题的学习态 度

和学习方法，是把解决问题的过程视为不断发 现

新问题、提出新问题的一个数学思维过程，在这个

过程中教师播种了培养学生“发现问题和提出问

题”的行 为．印 度 著 名 哲 学 家 菩 德 曼 说：“播 种 言

行，收获行为；播种行为，收获 习 惯；播 种 习 惯，收

获性格；播 种 性 格，收 获 命 运．”如 何 让 学 生 收 获

“有更多的 问 题 视 角，能 提 出 更 好 的 问 题”？实 践

证明：教师在课堂教学中有效创设问题情境，坚持

有意识地培养学生发现问题和提出问题的能 力，
多留给学生发现问题和提出问题的机会，多留 给

学生表达自己的想法和见解的时间和空间，善 于

示范引导，长期地加以方法指导，耐心 地 鼓 励，学

生问题意识加强了，发现问题和提出问题能力 就

会得到提升．学生通过长期的训练，拥有了更多的

问题视角，突破思维定势，从容自如地应对各种新

问题，成为一个善于思考、独具个性 的 学 习 者，而

不是知识的容器，这就是教育成功的最大收获，也
是转换问题视角的教育价值所在．
４　结语

数学问题解决如何灵活 自 如、不 失 时 机 地 调

整视角，不但可以曲径通幽，使“难”题不难，而且

能独辟蹊径，达奇思妙解之效果．对同一数学表达

用不同的“眼光”去观察，用不同的观点去分析，从
不同的角度理解它，联想它在不同背景中的含义，
就能迅速找到解决问题的“入口”，得到各种解法．
因此寻找恰当的视角，可以使数学问题潜在 的 价

值得以更充分的发掘，数学解题的视野由此 而 变

得越来越开阔．同时我们深深地感受到，对数学本

质理解的深度和数学思想掌握的高度是开阔数学

解题眼界和视野的基石，其中等价转化的思 想 是

解决问题的灵魂，只有站在数学思想铸就的 平 台

上，才能发现更多的视角与视点，真正实现“会 当

凌绝顶，一 览 众 山 小”的 意 境，达 到 有 效 培 育“四

能”，提升数学核心素养的目的．
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